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《俄罗斯数学教材 选译》 序 


从上世纪50年代初起> 在当时全面学习苏联的大背 景下， 国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时> 一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益，但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与 改革， 引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 

个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国 X 业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后髙等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论,大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 


《俄罗斯数学教材 选译》 序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版：但经多次修订重版, 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版 f 将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


原书的序 


在高等学校中完善教学内容和教学方法这个由来己久的问题，在我们的社会变 
革中获得了特别的现实性.数学教育的最重要的基础是编写针对教学理论与实践的 
现代需要的教科书， 

大科学家常有这样的风格，即以局外人的角度来观察通往所考察的问题的本质 
的各种相互矛盾的途径.我们著名的同胞 H . H . 罗巴切夫斯基 写道： “我确信这一真 
理，概念不应该靠死记硬背来获得 ； 而应该从一开始就准确地、明晰地、确定地进行 
举一反三的消化，然后通过练习来巩固，以便通过练习将其深印于记忆之中，从而在 
曰后的研究中能容易地予以使用^本讲义的编写原则与著名学者的话是相近的. 

《数学分析讲义》一书是一部符合综合大学和高等师范院校数学力学系该学科 
的大纲的教科书.如实践所表明，此书亦可成功地为注重深入的数学研究的工科高 
等学校的学生所使用. 

书中还解决了这样一个问题，即分离出必要的最低限度的为学好基本知识提供 
保障的附加材料.作者们力图把叙述的通俗性与教科书所固有的严谨性结合起来. 
高等学校的高等数学教学进程是从数学分析这一学科开始的.此时，新概念之复杂 
及其数量之庞大常常压抑了对于课程内容的创造性理解.为了正确地帮助读者尽快 
地进入状态，我们有意识地允许论断具有一定的局限性——在学习过程中，读者自 
己会扩展到事物的各种不同的观点之间相互联系着的各个方面去. 


数学分析的教学应该服从于为高级专门人才做必要的准备的特定的要求.这些 
高级专门人才应该能在将来不仅获得新的学术成果而且述能在很大程度上决定数学 
的世界性的发展.据此，数学分析课程作为整个数学教育的基础应该具有这样的特 
点： 广泛地占有材料，严格而完全地进行证明.此课程应该顾及数学发展的现代趋 


势，同时应与顽固的保守主义相 K 别而继承保持祖国的数学的学校教育世世代代居 
于领先地位的教学传统+分析课程也还应该准备好吸收更深刻的数学概念. 

作者们首先力图通过通俗易懂的叙述以及证明的简化来减轻学习知识的负担. 
应该注意,短的证明并不总是简单的.有时候越是短的证明越是难懂，且实质上使内 
容的掌握更为困难.我们的作法的出发点是,应该使命题的证明和引人的例子都明显 
地具有鲜活性、趣味性，有说服力并且具有非同寻常的简洁性，为使论述和命题的写 
法更为简洁，人们常常使用量词符号，但是这常会使直接掌握所学内容变得困难，并 
可能会限制对于逻辑推理的关注.我们决不随便使用这些符号，以便更易于把抽象 
概念与我们所能感知的外部世界的类似现象进行对照，使概念更为直观. 

下述内容似乎是首次载人教科 书的： 依海涅意义的函数极限的一般概念，欧拉 
求和公式、阿贝尔求和公式以及泊松求和公式的简单叙述，关于若尔当可测性与黎 
曼可积性的联系的定理，关于多重极限与累次极限的联系的 定理， 关于沿集合基的 
两个累次极限相等的马尔可夫-戈登准则，关于无穷行列式的庞加莱定理， 一 般的斯 
托克斯公式基于推广三维向量分析的经典定理的经典方法的证明的叙述，等等. 

最后，作者们对于 M . 3. 伽拉叶夫， M . 马雷舍夫, A . M . 波罗苏叶夫， E . A . 
什里亚叶夫以及我们的全体同事为本书以前各版的内容所作的各种有益的评论表示 
深深的感谢. 


俄罗斯科学院院士 
B . A . 鲈多夫尼奇 
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第 一部分 

单变量函数的微分学 



本书的这部分以作者们近年来在国立莫斯科罗蒙诺索夫大学数学力学系讲授数 
学分析的基础课程的四个学期中的第一学期的讲义为基础，它的内容涵盖单变量函 
数的微分学， 

应该注意在教科书和讲义的叙述风格之间的本质差异.在教科书中，通常命题 
的证明是由预先的解释和举例来准备好的，而在讲义的行文中基本上把准确的提法 
和证明包含在内. 

极限的概念在本书的第一部分中是基本的.其中单变量的连续函数和可微函数 
的理 i 仑的研究是基本的. 

还要注意一种情况.在高等数学教育人门的每门课程（通常是数学分析、代数 
和解析几何）中，第一讲常常用来叙述集合论基础.相似的平行结构使部分学生对于 
“数学”的对象在整体上产生了不正确的印象,并使对于材料的感知变得困难,对于 
这些新概念的抽象性之不习惯，更加重了这种状态.从一门学科的框架中把它们分 
离出去是不合适的，因为在每门课程中对于所叙述的材料都要用集合论的事实进行 
处理.通常要在一定形式下对这一特征予以注意. 
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第一讲 

§1. 集合.集合的运算.集合的笛卡儿乘积.映射和函数 

术语“数学分析”首先指的是17世纪牛顿和莱布尼茨所创立的微积分，虽然分 
析的一些基本的概念形成得早得多.现在人们把它在很大程度上看成是一个固定的 
学科.然而 t 由前已述不应做出结论说，在数学分析中不含有进行科学研究和深入发 
现的内容.事实是，数学分析的组成部分是如此的浩繁巨大，以至于像实变函数论、 
复变函数论、概率论、微分方程、数理统计、偏微分方程、数学物理方程、计算数学 
等等都早已变成独立的数学学科,广义地说 ; 数学分析包括所有这些领域，即几乎全 
部数学 ■ 

而从狭义上说，作为一门学科，数学分析是构成恐怕包括当代一切数学学科在 
内的公共的数学知识的最大组成部分，因此，数学分析在数学教育中起着完全独特 
的作用就是很明显的事了.就本质而言，它正是数学知 i 只的基础. 

不夸张地说，分析课程的标志性的核心概念是以各种可能的方式表述的极限概 
念，大体上你们从中学数学中已经知道这个概念了.但是，获得对于极限清楚的明确 
的了解,却是学习分析课程的最大的困难，也是学习分析课程的最重要的阶段. 

每个人都应该也可能掌握这个概念，因为这个概念要在各种不同的情境中继续 
使用.对于能做到这一点的人，在基础课程的进一步学习中，勤奋比天份更重要. 
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极限概念是分析的主要概念，但不是唯一的概念.它本身要依赖于集合、映射和 
函数的概念. 

定义 1集合是具有某种属性的对象的总体. 

乍一看，这个定义毫无用处，因为被引人的概念，即“集合' 是用另外4 个⑴ 
我们从来不曾定义过的概念来确定的.但并不完全如此,事实上，定义的用途就其本 
身而言，完全不在于引人逻辑上的严 格性. 仅当“不严格”地引人的概念引起误解时 
才需要建立逻辑的严格性. 

怎样判断什么导致误解，什么不导致误解呢？对此现代数学中只有这样的 手段: 
逻辑分析、实践和直觉. 

有两种类型的定义：一种是把被定义的对象合乎逻辑地严格引导至已经引人的 
概念; 另一种是借助于口头语言加以描述的定义* 

集合的定义就是第二类型的定义.数学中当然喜欢第一种 定义， 但是源起的概 
念，如集合的概念，就得用描述的方式引人有许多理由表明这是不好的，首要的理 
由就是这会导致矛盾（即所谓的集合论的悖论).但是没有别的办法，只好相信直觉. 
健全的理智启示， 一 般说来别无它法可行 [19]. 

定义 2其全体构成给定的集合的那些对象叫作该集合的元素或点. 

我们常用大写拉丁字母表示不同的集合，而用小写拉丁字母表示这些集合中的 
元素 . 

定义 3两个集合 A ： 和: T 叫作是相等的，如果它们由同样的一些元素组成 ■ 

此事 记作： ■ 

x = r 或 y = x. 



显然，若 B C A 且 A C 则 A = 

在某一讨论中，把论及的所有的集合都看成是一个固定的集合丑的子集，常常 
是比较方便的.我们称这个固定的集合芯为万有的.这样一来，对于任何一个集合 

4都有 


AdE. 


线 1. 集合.集合的运算.集含的笛卡儿乘积.映射和函数 


1 5 ' 


为了确定起见，说到某个集合如刚才所说，它是 b 的子集）时，我们应该有明确 
的标准、法则、条件、性质 t 使得能据以确定哪些元素属于 A 如果把这个条件用 a 
表示的话,那么由条件 a 确定集合4这件事将表示成下述形式 r 

= {a € £ | a}- 

此式读作 ： 集合 A 由（集合 五的） 那些满足条件 a 的元素组成- 

可能有这样的情彤，对于某种性质％在整个 集合五 中全然不存在任何具有这 
种性质的元素.为了符号的统一，在这种情况下我们认为符号 

A — {a G | a}. 

确定叫作空集的特殊的集合.空集不含任何元素.空集用符号0代表.用我们的记 
号，作为例子可以这样写： 

0 = {a G J5|a 7^ o>}. 

此处 a 是这样的性质，它使 a # a . 

为了简洁，代替某些常用的表述而使用通用的叫作是量词的特殊的数学符号： 

3——“存 在”； 

3! —— “存在恰一个元”或 " 存在唯 一一 个 元”； 

V ——“对于任意的' “对于一切”； 

斗——“为真' “蕴含”，“成立”. 

下述命题是这些符号写法的一个 例子 : VA c £ 0 C 这里，结论是，空集是 

E 的任何子集的子集.这个结论应该从我们的定义这样推出，它意味着，如果一个元 
素属于0，那么它就属于 A 而事实上由于空集全然不含任何元素，所以为了证实这 
个结论的真确性，不必对任何一个元素来验证此事. 

定义5集合 C 叫作集合4和 S 的并（或和)，如果它恰由那些至少属于这两 
集之一的元素所组成. 

集4与 B 的并集 C 表 示为： 


C = AuB. 


集合的并的性质 

1° AUB ^ BUA , 

2° AU ( BUC ) = ( AUB ) KJC . 

定义6把由全体同时属于集合 汲与 B 的元素，即这两个集合的公共元素组成 
的集合 C 叫作集4与 S 的交，记作 C = AHB ® 

C = AHB ^ -—语为译者所加. 
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集合的交的性质 

l c AnB ^ BnA . 

2° d n OB n c ) = (乂 n s } n c , 

证明两个集合相等就是证明任何属于等式右边部分的元素 z 都属于等式左边， 
且反之亦然 ■ 

对于任意的一族集合，其中^取遍某个集合 J 的一切元素，如果 c 是全体 
A a 的并集 ， a el , 则记 

C = U 

os€/ ot 

类似地，如果 C 是全体集合的交，则记 

C = ylft . 

C6 

定义7由集合 A 中的不属于集合 B 的全体元素所成的集 C 叫作集合4与 
B 的差，记作 C = A \ B . 

集合4 = B \ A 叫作 A 的补或集合乂 对于五 的补.如果指标集了就是简单 
的自然数集，即 I， 2 , 3 ,.-, 那么记之为 /-N®, 而代替^|八^和门乂《写 DA 和 

ot n=l 

oo 

P | 

n=l 

定义 8 称集合 

C = { A \ JB )\{ Af ) B ) 

为集合乂与 5 的对称差，记之为 C = AAB . 

集合运算的性质 

1° ACA . 

2° A<zB,BcA^A = B. 

3 ° AcB.B^C^AoC. 

4° 0 C ^ VA 

5° {^ A^nB = \ J ( A a nB ). 

6° ^ f ] A a ^uB = C \( A a UB ). 

T AC B AU B = B,Ar\B = A. 

S° AUA / ^E i AnA , = 0. 

9 。 0' = E r E f = 0. 

①我国规定用 N + 代表正整数集,而自然数集含有数 0 ——译者注- 
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10。 （ L^K 

、 Of / Ot 



12 ° AAB= {A\B) U (B\A), 

所有这些性质的证明都非常简单 . 作为例子，我们来演示如何证明最后一条性 
质 . 我们应诙证明，如果 G = (AUB)\(AnB) 且二 {A\B)U(B\A), 那么 Q = C 2 . 
这就是说，必须证明下述断言： 

l)Va€C l =^aeC 2 , 由此推出 Q C C 2 ; 


2) Va £ C2 冷 ct G t7i ， 即 C f7i. 

我们仅限于证明断言 1 ) ， 即 Q cC 2 . 设 aeG; M<ka^AUBiKa^AnB r 
然而，若 a e 4 U S, 则或者 a ^ A 7 或者 a € B. 考虑第一种情形，即 a € A 此 
时 4 穿 s ， 因为否则的话将有 a e An B, 而这是不成立的 . 那么 a e 4 \尽由 
此 a € C 2 = (A\B) U (B\A), 这就是要证的 . 在第一种情形下，我们证明了关系 
式 G C C 2 成立 . 第二种情形的不同仅在于 A 和 S 的位置互换而已.因此总有 


Ci C C 2 . 

定义了集合之后，接下来一个同样是最重要的数学概念就是映射以及与其等价 
的函数概念.但我们先给出集合的笛卡乘积的定义+ 


定义9集合4与 S 的笛卡儿乘积 (7 = 4 x 5 是这样的一个集合，它由一切可 
能的元素对 { x , y ) 组成，每个这样的元素对的第一个元素: r 属于 A 而第二个元素 y 
属于及 


定义10两个集合的笛卡儿乘积 Ax S 的于集 F 叫作是集合 A 到集合 S 的 
政射，如果下述条件成立 的话： 


Vx e A 3!(x, y) 6 F, 

例 ^：^ = {1 ? 2,3}^= {2,3,4^}. 那么集合 AxB 的子集 F = {(1，3)，(2,2>， 
(3,3)} 是映射，而子集$ = 礼( 2 , 3 )，（ 3 , 3 )，( 3 , 4 )}不是映射. 

“映射”与“函数”这两个概念是同义的，只是书写符号和使用环境有所不同而 
已.我们将更多地使用“函数”一语.把 F 是4到 B 的映射 写成： 

定义11设映射 F ： A^B 以如下方式定义兄 r eA 3 \y e B 使得 ( x : y ) e F . 
那么，元素 j / 叫作是 z 在映射 F 之下的像，立记之为 


V = FO ). 
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元素 1 叫作是元索 的一个 逆像， 

全体元素 F { x ),\/ X € A 的集合 F ( A ) 叫作在映射 F 下集合 A 的像，即 


F ( A ) = {y € B\y ^ F { x),x e A }, 

对于集合 C = f { A ) 而言，集合 4 本身在映射 F 之下叫作集合 C 的（完全）逆像- 

正如已经说明了的，术语“映射”和“函数”是同义的.但在使用“函数” 一 词时, 
通常把所有的术语都换一个说法.集合4叫作定义域，而集合 F { A ) c B 叫作是值 
集（或值 域). 每个元素$ G A 都叫作自变置的值(或简称为自变置)，而元素 y = F { x ) 
叫作是函数在点^处的值. 


为了具体给出某一 映射， 即函数， 一 般说来必须确定一种从笛卡儿乘积 AxB 
中选出具有所需性质的集合 P 的方式（法则 V 指明这种方式实质上就是给出函数. 


因此，对于函数通常使用下述定义: 


定义 12把一个这样的法则叫作函数按照这个法则对于每个元素 xeA ^ 
有集合 B 的一个元素与之对 应， 并记 y = F ( x ). 

这个定义的缺点在于，函数是法则，而不是如前所述的 集合， 这是不自然的 f 因 
为从中学的数学课程中就知道，函数是可以进行加法、乘法以及其他算术运算的. 


“映射” 一语的使用在表述上更具几何特色，而“函数” 一语则更具解析特色 - 
我们来考察映射的某些分类，反函数以及双方单值对应 ■ 

映射 F 叫作是 满射， 或 映上的 （即乂映到 B 上的)，或者叫作覆盖，如果 F { A ) 

= B. 

映射 F 叫作是单射，或嵌入，如果对于每个点 y = F ( x ) 只存在一个逆像，也就 
是说， 从条件 y = F ( x ^) = J 7 (工 2) 必推出 ； Tl =怎2， 

映射 F 叫作是双射，或双方单值的，如果它同时既是覆盖也是嵌人，在这种情 
况下，对应于映射 F : B 可以按下述法则做成逆映射 F - 1 : B ^ A ： 代替笛 

卡 JL 乘积 AxB 中的元素对 { x iV ), 把经过交换$和的位置所得的 ( y y x ) 看作是 
BxA 中的元素対，显然，广 1 也是同类的映射.此外， 

F ~ 1 { F ( x )) = x Vx G A 且 F ( F ~ 1 ( y )) = y Vj / G B . 


双射也叫作双方单值对应或 一一 对应. 


. 对等的集合，可数费和不可数集.连续统的势 


讲 


§2. 对等的集合.可数集和不可数集.连续统的势 

双方单值对应的概念在把集合的元素 “ 数目”的概念从有限集情形推广到无限 
集情形时起着重大的作用.由于我们通常总是同无限集打交道，这一推广是必须的. 
下面列出我们常遇到的无 限集： ， 

N ——自然级数的全体数字的集合； 

Z ——全体整数（正的整数，负的整数以及零）的 集合； 

ffi ——实直线上的实数的 集合； 

IR xR -坐标平面上的点的集合. 

只能对于有限集谈集合的点的数目，而对于无限集是不可以的.在无限集的情 
形，要谈集合的势.从而，集合的势这个概念乃是“元素数目”概念向无限集情形的 
推广.而若集合是有限的，则“集合的势”与“集合的元素数目”这两个术语是同 
义的. 

定义 13 集合 A 与 B 叫作是对等的或等势的，如果在它们之间可以建立双方 
单值对应.此事 记作： 

集合的性质 

1 ° 

2° A 〜石今 S 〜 A , 

3 ° 

换言之，对等就是可以把一个集合 一一 对应到另一个集合.若 d 与 B 对等，则 
也说它们具有同样的势. 

我们引人关于无穷集合对等的一个重要的例子. 

命题 1 (自然数的）集合 N 和（有理数的）集合 Q (即一切分数 -, mGZ,ne 
N ，( m , n ) — 1 的集合）对等. 

这里记号 （ m , n ) 代表数 m 和 n 的最大公约数. 

► 只需表明如何给每个有理数编上一个特有的号码.为此，把每个有理数都写成 
既约分数的形式： 

r = ^，p G S , 9 S M , { p , q ) = l . 
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迭样的表示是唯一的.我们称 \ p \+ q ^ h 为有理数 r = $的髙度.这个髙度本身是 

个自然数，也就是说它取值于 H 3, …，对于固定的 ft > 1，存在不多于2/1个不同 
的既约分数，这是因为分母可取的值是 1 ， 2 ，一 >一1 ( 其数目为 h-l) 7 而当 g 确定 
时，数 r 的分子 p 可取的值不多于两个： ±{h-q) (更准确地说,若分数 P 是既约的 

则取两个值，若此分数可约，则取零 个值， 因为此时它的既约分数表示式 I 另外的 g 
值).于是，具有给定高度 h 的有的个数不多于 2{h-\)<2h. 

我们按照 h 的增序染给分数 编号； 对于固定的 h ， 贝 lj 依照 g 的增序，而当 h 和 g 
固定时则依照 P 的增序.那么我们得到 



等等. 

显然，每个有理数都适时地获得自己的序号.同时所有的号码1，2,3…都会被 
用到，且不同的有理数得到不同的号码.这样就建立了集合 Q 和 N 的双方单值对 

定义14任何与自然数集对等（等势）的集合叫作可数集. 

如我们已证明的，有理数集是可数集. 

命题2可数集的任何非空的子集是有限集或可数集， 

► 给可数集的元素编上号码，然后把子集的元素按照这些号码的增序重新编号.如 
果在有限步之后把整个子集编好了，则它是有限集 7 否则它是可数集 . 4 


命题3有限个或可数个可数集的和是可数集. 



-对等的集合.可数集和不可数集4连续统的势 

► 按下图给和集的元素 编号： 

^1 = Wl , 戊12, 一 從 13, …）， 

i / / / 

^2 = (a 2 i ， Ct22 ， ^23 J ** 1 )j 

/ / / 

-^3 = (* S 1； “32， h -) : 


(其间，删除已遇到过的元素).在 2 r 2 步之后，将显然编完所有的元素 a krly k + l 

^ r . M 

我们注意到，在命题 1-3 中考察的无限集都是等势的，确言之，它们都是可数 
的.但并非一切无限集都等势.下述断言成立. 

定理 1任何集合 X 的全体子集所成的集合 Z = fl ( X ) 不与 X 对等. 

这个定理（确言之是其 变形 ： N 〜 R ) 是 G . 康托尔 （ 18 妨 一 1918 ) 于 1874 年证 
明的+ 

► 用反证法.设 Z ~ X - 就是说，有一个一一对应 X ^ Z . 那么，若 a G X 则 
有4 G Z 单值地与它对应，即厂⑷= A , F - l { A ) = a . 现将任何点 a e X ,只要它 
属于自己的像，即 a e F ( a ), 就叫作是正常的.而在相反的情况下就称此点 a 为特 
殊点.把由全体特殊点 aeX 组成的集 DCX 叫作亏集 + 那么，显然 D 是集 Z 的 
一 个元，由于在集 X 和 Z 之间有双方单值对应 F ， 所以存在这样一个点 d € X ，使 
得 F ( d ) = D . 此时 s 点 d 本身必定或是正常的，或是特殊的.但第一种情况不能发 
生，否则的话，根据正常点的定义，点 d 将属于 Z > = F ( d ), 而这是不可能的，因为按 
D 的构造，只有特殊点才属于 P . 但是第二种情况导致矛盾，因为那样的话，根据特 
殊点的定义， d 矣 F ( d ) = D t 而另一方面点 ( i 怍为特殊点则根据亏集的定义又应该属 
于 A 

这样一来，在 Z 和 X 之间存在双射的假定在任何情况下都导致矛盾，这就是说 

Z ^X. < 

应该看到，无论是定理1的结讼还是它的证明，当 X 是空集0时都是成立的. 
这时集 x 的势等于 0 ,而集 z = n { x ) 恰由一个元，即 x 自己构成，从而它的势等 
于1 = 2°我们还 发现， 对于由 A : 个元素组成的有限集 X ，集 Z = U ( X ) 的势确切 
地等于 2 fc . 

定义 15不对等于 N 的无限集叫作是不可数的. 

例如，根据定理 1， N 的子集的集合是不可数集，而这就意味着，由0和1组成数 
列（根据数属于子集与否而决定第 A ； 项是1还是 0) 的集合不可数. 
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我们用来证明定理1的方法叫作康托尔对 角线法 . G . 康托尔于1874年第一个 
使用这个方法证明线段上的点的不可数性.这个方法之所以叫作对角线法，是因为 
如果在定理1中取自然数集 N 作尤那么得到的子集的集合就是由数字0和1组 
成的数列的全体，它不对等于 X . 在这种情况下，定理1的证明可以如下方式进行， 
► 假定 n^z = a ( n ). 那么有双方单值对应 


1 ㈠ 丑1 =(九11，九12,办13,…）， 

2 w =(九21» 九23»九23,…）， 

等等（这里符号迅， 如… 代表某些互不相同的由0和1组成的数列). 

我们取出由对角线兀素组成的数列 { huM ^ hzz , …）' 并且把它的每一位数都 
做相反的改变，即把1变为0,把0变为 1. 我们得到：丑=巧 31 j 22 , 心 3 ,…).这个 
元素不与诸中的任何一个重合，也就是说它没有被编上号码.产生了矛盾 . ， 

定义16 与由 0 和 1 组成的数列的全体所成的集合对等的集合的势叫作连续 
统的势. 

命题4 线段队1]的点的集合 J 具有连续统的势. 

► 单位线段 [0,1] 的每点都可用二进制写成如下 形式： 

f 0, 

QJi ^ h ^ h ^ …， Ajt = < ^ fc = 1，2,3, . • 、 

除了形如的数以外，这种写法是唯一的.而每个此种形式的数恰对应两 
种写法（一种是从某一号码开始往后所有的数字都等于0,而另一种则是从某一号码 
开始往后所有的数字都等于 1). 对于除去形如^的点外的所有的点，这样来建立 
对应 关系： 


X = (xijX2, … ） ㈠0_ 疋 1 ① 2… ■ 

而由于形如^的点的集合是可数集，从而与这些数对应的数列的集合同样是可数 
集.因此在这两个集合之间可建立双方单值对应.而这就将建立起线段 [0,1] 的点与 
由0和1组成的数列的集合之间的双方单值对应,也就是说，线段的点的集合具有 
连续统的势 . ， 


①原文误作 （/ill ,hl2^L3 5 -) —— 译者注 . 
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§3,实数 


数学分析课程的研究对象主要是数值函数，这些数值函数的定义域和值集是数 
轴，线段，区.间，数轴上的区段或其他某种子集.这里需要有比中学数学大纲所涉及 
的关于实数的更深刻的认识.不过，我们强调指出，我们将完全引用这些 认识， 而仅 
只对那些实际上非常需要弄明确的地方加以说明. 

关于有理数我们不再做任何解释.有理数就是通常的句册.周知，那些不是有理 
数的实数叫作无理数. 

应该看到，实数，无论是有理数还是无理数，在自然界中并不存在.它们是人类 
理智为了实际需要而做出的抽象发明.可以说，数“产生了数学本身' 进而数学把 
自身的需求寄托于数.其间，仅有有理数一种是不能应对这些需求的. 

数学中的数的最简单和最自然的用途是測量线段的长度.这就是说，每个线段 
的长度都应借助实数来量度+另一方面，我们发现譬如说，在平面坐标系中单位正方 
形的对角线不能用有理数 a 来量度. 

实际上,如果这个数是有理数 t 那么 a = -,( m ^) = l ? 则根据毕达哥拉斯定理， 

s 打 

有 V = $ = 2 ,因此肌 2 = 2 #.考察可能的情形： 1) m 是 奇数； 2) m 是偶数. 

1) 若 m 是奇数，则 m = + 1， m 2 = 4 fc 2 + 4 fc + 1 是奇数，从而等式讯 2 = 2 n 2 

不坷能成立. 

2) 若 m 是偶数，则 m =汍爪 2 =仙 2 且说 2 = n 2 . 于是经类似的论证得知 n 
也是偶数.而这表明 m 和 n 这两个数皆被2整除，由此 ( m , n )^2 T 这与条件矛盾. 
这表明， a 不是有理数，此即所欲证者. 

测量线段（相对于预先给定的 “ 标准”单位线段）的长度的问题，借助于无限十 
进小数完全解决了.我们就把无限十进小数叫作实（实在的）数. 

于是，实数乃是带“正”号或“负”号的无限十进小数. 

注： L K 正”号在书写中可略去. 

2. 十进有理数， ® 即形如^的数，同时有两种表示法，它们对于我们来说是同一的，因而 
我们可以舍弃那些从某一位开始其后都是数字9的十进小数- 


3. 我们把实数与作为实数集的表示的实数轴的点等同看待. 

4. 全体实数的集合用宇母] R 来代表. 

@这只是有理数的^部分^注+ 
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1° 对于 <1，6,有：或者 a = 6, 6 = a , 或者 a >6，&< 〜或者 a < b , b > 

2。若 a > b，b > c ， 则 a > c . 若 a = b ，= e ， 则 a 二 c , 

3° 对于 a ,(> eR 3 !ScelR 使得 a + b = c ， 

4° 对于 a ， 6, c e R ①有 (a 4- 6) + c = a + (t + c ), 

5。 对于 有 a + 6 = 6 + a . 

6。 3! 数 0 e R 使得 a + 0 = 0 + a . 

7° 对于 aeM 3!(- a ) eR 使得 a + (- a ) - 0. 

8。 对于 a , 6 € IK 3 !c € M 使得 = c - 

9。 对于 a , 6 r c € R 有 ( ab)c = a ( tc ). 

10° 对于 a ，6 £ R 有 ab = ba . 

11° 3! 数 1 / 0 使得 a^l = l a = a . 

12° 对于 a _ 0 3! a _1 使得 aa~ r = 1* 

13° ( a + b)c ^ ac + bc ^ 

14° 若 a >6, 贝!) a + c > b + c . 

15。若 a ：> b , c > 0,则 ac > be . 

上述性质是反映譬如线段的长度、矩形的面积、平行六面体的体积等最简单的 
数学对象的数量特征，以及反映这些量在各种变换之下的改变所必备的性质. 

数字的无限小数写法，等同于数字本身，也可以看成是数的一条类似的性质.另 
一 方面，定义十进表示序列的递归程序，对于由无限十进小数给出的两个实数进行 
算术运算的结果，必须符合性质 1°-15 D . 这些程序可以根据无限十进小数的值的比 
较原则来规定.我们将在证明实数集的完备性时来考察这个比较原则. 

实数性质的先验性 s 即这些性质被用来作为建立进一步理论的出发点.人们把 
这种先验性引向把这些性质作为公理的思想，这些公理（连同另两条性质一起）确定 
了实数集本身.但是这样的途径并不完全适合于我们，因为自然数的概念并未明确 
地以逻辑法则的形式出现，而我们在自己的论述中凭靠着这些法则 [1 卟 

不过我们要强调 指出， 在数学的其他领域中在为未知的原理奠基时，公理化方 
法的独特的有效性.由欧几里得演绎的初等几何公理系统就是这样一个十分漂亮的 
例子- 

还有几个实数的重要性质.首先一个就是阿基米德公理（阿基米德，公元前 
287 一前 2 1 2 ).阿基米德对于线段叙述了这条 公理： 

16°对于任何实正数％存在这样的自然数 n 使得 an ^ L 
► 若 a > 1 T 则可取 n = 1面无需再证什么.若0 < a < 1，贝 IJ 

a = 0.0 -- - a^cik+i ■ ■ ■ ， ai = 0, 

①此处 “c e K H 为译者所加 h 



那么有 


10 fc of - a k - ajc~H ■ > > 1, 

即性质16。对于 n = 10 fc 成立.， 

我们晚些时候再叙述和证明性质 17°. 

现在我们仅考察非负数.我们约定，对于十进有理数，仅考察以零终结的写法. 
数工的十进记号中，小数点前面的数是整数，称之为 r 的整部或者: r 的整数部分. 
于是，数 z 的整部乃是满足不等式 n < x < n +1 的整数.我们使用标准的 记号: 
77 = M . 那么上面的不等式可写成 

^ X < [x] + 1 或 T — 1 < [ T ] € JC , 

数尤 的十进记号中小数点后面的数，叫作数 Z 的分数部分，记 之为：显然, 
M + { x } = X . 于是，量 H 是不超过 T 的最大整数.这个性质用来定义对于负数 X 
符号 H 的值 • 

例如: [ L 5] = 1; [0.3] = 0; 1-0.7] ^-1; [一 3.5} = - 4. 

还有，当 z < 0时，我们赋予数 a 的分数部分符号 { x } 以值：{对 = z - 14这 
样一来，对于一切: E ， 符号{ X }的值都满足条件0 <»< 1, 

我们来定义数: T 的槙,或者绝对值： 

若 ; t > 0 

廿 ’ 

— X , 若 ： E < 0 

(1^1 表达数轴上从零到点: T 的距离 )1 下述不等式成立（三角形不等 式)： 

|a + i?| s 卜 | + « 

我们来证明这个不等式.我 们有： 

1) 若 > 0,则 |a + 6| = \ a \ + j 6|; 

2) 若 < 0,则 |a + *| < \ a \ + \ b [. 

作为上面所引人的概念的应用，我们来证明三个命题. 

命题5对于任意的整数 a 和任意的自然教匕存在唯一的一对整教使得 


a = bq + r 、 0 < b. 

► 实际上，唯一的数 g 满足不等式 g < | < g 十1，即的< a < ( g + l ) b . 那 

么量 r 单值地由等式 r = a-bq 确定,且满足不#式 



我们指出，上面考察的数 r 叫作整数 a 除以自然数&的 余数. 整数 g 叫作 商数. 
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命题6任何自然数 a 都唯一地关于某个自然数 n 表示成形式 

d = 十 ~h * " + j 

其中 fi m 是满足条件0 < ^ 9的整数， m = 0, -. ， f 71, a n ^ 1 . 

► 我们注意到 a < 10' 实际上 

2zil ina 1 

m— 0 m=0 

因此，存在唯一的非负整数 n 使得 

10” < d < 10 n+1 , 


对于 OSmgw 置 


flm = tio m . 


10 


a 

.10^- i - 1 


我们注意到，所有的数都是整数且成立不等式 


10 m 


^ a a ^ f a 

— ■ I 0 m+1 < am < 10^ — 


10 m 


10 m+l 


10 


即 0 s S 9; 




■ a ' 
.10^, 


因为 10 n < a < l ( T +1 且 


10 [ io ^+ i ] 

0. 还有 


o . 




10 [ to ^]) = N-1 ° u+1 [ m^] =a 


m —0 


m =0 


我们来证明命题中给出的数 a 的表达式的唯一性.设除了表适式 a 




10 m a m 之 


外另有表途式 a = E 10- ft m . 那么，对于某个不超过数 n 和 fc 中的大者的&成立 

m =0 

等式 




a — = 〉: 10 


m 


Cm 


m =0 


其中 c m = a m — & mi Icml < 9 t c ^0. 由此推出 10% -- f ： 10 m c^ f 从而 

m =0 


1 


10" ^|c 3 -10 a l 


-ElO' ^ ^9^10 


m 


9 - 


m =0 


m =0 


10 s - 1 
10-1 


10 s - 1 < 10 5 


这是不可能的- 4 
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在命题6中引人的表达式称为数 a 在+进（位）计数系中的表示 .数^ 叫作 
给定的数的位数，数 a 写成 d 二知 …叫 的形状.数目10叫作给定的计数进位系的 
基.我们指出，任何大于1的自然数都可以取作计数进位系的基.特别地，在§2我们 
已经使用过二进位计数系. 

定义17说数 a 表示成无限十进小数- - an ---, 其中 a 0 = [ a ]，0 ^ 
a k K 9 } k > l 是整軚， 如果对于任意的自然数 n 成立不等式 

0 ^ a — s n (a) < 10 _ ' 

其中， s n ( a ) 叫作数 a 的小数点后第 n 位的舍值 

命题7对于每个实数 a ^ O 存在唯一的无限十进小数表示 

a — O ： o ， a l tt 2 … …, 

它对于一切自然数72满足以下条件® 

( ft ) = ao^i - 

► 假设相反，即存在另一个表示 a = A ) ^ 1^2 …… ,® 根据这两个表示的不同， 
对于某个 n 成立不等式 

^71 — tto.ai • - a n ^ B n = … /? n+ 

从有限十进小数的定义得知，数和 lO n B n 都是整数.此外，数人 和氏自 
身都是数《的 n 位舍值，因此 

0 < a — < Hr' 0 ^ a-B n < 10 _n ， 

0 < 10 n {a - A n ) < 1, 0^ 10 n {a - B n ) < L 

_ 

从最后两个不等式得知，整数 lQ n ( A n - B n ) 满足不等式 -1 < 10 n { A n - B n ) < 1.因 
此这就产生了矛盾. 

现在来证明 T 对于每个实数都存在无限十进小数表示.我们来描述寻找实数 a 
的满足命题7条件的十进写法的算法. 

置 ct 0 = ㈣ ，= [10 n a ] — 10[10 n _1 a ], 根据不等式 /3 — 1 < [/?] ^ /?,当 n>l 时 
有 

一 1 二 (10 n a - 1) - I0 n a <a n < 10 n a - 10(10 n-i ct — 1) = 10 T 

①这里应该规定 = ao-^i ■—— 译者注 ■ 

® 最后这句话是多余的——译者注， 

③原文误为-译者注， 
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即0 S s 9. 考察无限十进小数 ao ^ l0t2 h ■ a7i ■ ■ ■. 我们来证明它就是数 a 的表 
示.为此 ， 只要证明对于任何自然数 n , 数 叫 ai …為 都是数 a 的 n 位舍值. 
改写有 






ai 

<^0 + TTT + 


a 




10 



10 


[啦 E 


[I0 m a] - 10[10 




10 


N + 


n / 

e ( 


[10 m ct] [io 711 - 1 ^] 


10 m 


10 m 


1 


[ I 0 n a ] 

10 n 


由此得到 


即 


最后的不等式就表明 A 。 是数 a 的 n 位舍值 • ， 

我们发现，对于数 a 其中 a 和都是自然数（这样的数 a 叫作 十进有 

理数)， 对应于命题条件的只是有限十进小数. 

以后需要下述概念和记号. 

满足以下不等式的点 z 的集合 
a < x < b , 叫作开区间 （ iC 作 Ai " = ( a s 6)); 

叫作半开区间 （ Jl / = ( a，bj 或 A /" =[〜 &)); 
x ^ b 7 叫作线段或闭区间 （M = [ a , b ]). 

这些集合中的每个都叫作区段. 

用相应的条件确定的点^的集合 叫作： 

x < a M x > a - 开射线 （记为 ： L = (― oo ? a ) 或 i = ( a ，+ oo )); 

x ^ o , ^ x ^ a -闭射线（记为 ： L = (— 00 , a ] 或 L 二 [ a , + oo))i a 叫作射线的 

顶点. 

这里，符号 + OC 读作正无穷，而符号- oo 读作负无穷. 

实轴上一切满足条件|^-^| < £ (其中 e > 0而 a 是某一固定的实数）的点 a : 
的集合叫作点 a 的 e 邻域（或简称为邻域 

满足条件 M e (其中 e > 0 ) 的一切点 T 的集合叫作无穷的^邻域（或简称邻 

域) ■ 

满足条件^ (其中^ > 0) 的一切点 r 的集合叫作正无穷的 e 邻域（或简称 

邻域) • 

满足条件 x< (其中 e > 0) 的一切点^的集合叫作负无穷的^邻域（或简 

称邻域 )■ 

最后 指出， 命题 5-7 具有某种解释和说明的性质. 


a — 10 


n 


10 n Q 


10 n 


^ 10 n a 


ct- l(T n <A n ^a. 
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§4. 实数集的完备性 

定义 18 实数轴 R 上的非空集合 A 叫作是有上界的，如果存在数 freE , 使得 
对于每个 aeA 都成立不等式 a <6. 换言之， 


Va e A =?> a ^ 6, . 

数 6 叫作集合4的上界. 一 个有上界的集合有无限多个上界，例如 b + l ， b 十2, 
等等. 

类似地定义非空集合 A 的下界必 

^ A d ^ a 

非空的集合 A 叫作是有界的，如果存在 d >0, 使得对于所有的 a € A 有 ㈣ < 6. 
非空有上界的集 A 的一切上界&的集合是有下界的. 

► 实际上，对于集 A 中的任意一个固定的〜每个上界 beB 都满足不等式 
这就表明 a 是 J 3 的下界 . < 

现在我们来叙述实数集 M 的完备性（第三讲中提到过的性质 
17°对于任何非空有上界的集合 A ， 其上界&的集合 S 含有最小元也就是 
说，存在难一的元素 b f € 3 使得： 

1) b f 是集合 A 的上界，即对于一切 ae A 成立> a ; 

2) V 是集合 B 的最小元素，也就是说对于一切 b e 有 b f < b . 

元素 V 叫作是集合^4的上确界或集合 *4 的 supremum (记 作： V = supj 4) + 

在证明这条性质之前，我们先指出，同样的性质对于有下界的集合 A 的下界的 
集合 P 成立，即存在唯一的元素 d f eD 使得 

1) Va £ j 4 ^ ^ a ; 

2) Vd e D ^ ^ = inf j 4 (读作：下确界，或 infimum ). 

现在来证明性质 17°. 

► 我们来构造性地构作数^可以认为0 e 冷于是对于所有的 be 

实际上，我们取随便一个 m e A 我们发现，对于任意的上界6 6 J 3, 成立不等式 
b ^ ai , 从而 ft — ^ 0. 

现在代替集合 A 而考察形如 a - a a 的数的集合如果我们成功地证明了存 
在数％ = sup 尤 那么显然就存在数= supA 而且反之亦然，下述 
原则成立. 


1 


实数的比较原则 



若 a > 6〉0且此两数的十进制表爪为 a = ao . aio ,^ * • * 叫 * " 和 b = &0.&1&2 ■ ■ ■ 
b k …， 那么或者 a 0 > &0,或者存在号码 fc ， 使得 a 0 Mi …叫 > 6 0 .6 i …‘ 

我们还约定，集合 A 中的一切十进有理数都只表宗成具有无限多个零的形式 - 
在集 Z 中取出由一切满足条件《 > 0的 a e A 组成的子集 A D ，即 A 0 = { a ^ 
Aja >0}. 对于每个数 aeA 0 考察它的整部 [ a ] = n 0 ⑷. 

由于0 < [ a ] < a < 6,那么函数 [ a ] 对于 a e 只取有限个值.记这些值中的最 
大者为邮.考察由满足 [ a ] =吻的 a €也组成的集合皋 C A 0 . 我们 发现， 对于一 
切 a < Ai 有不等式 a <工⑴ 

在集合4上定义函数 n !( a ), 它取数 a 的小数点后第一个十进位上的值.首先， 
它取值不多于十个 •用々 代表这些值中的最大者.由糸中的使叫⑷=別的数 a 
的全体组成集合用 ^ i ( a ) 表示把 a 的十进小数表示中小数点后第二位及其以后 
的全部数字都改成零所得的数，也就是说，若 a =叫叫…，则以⑷= no . m 那么， 
对于任意的 a e 乂2有 Si ( a ) = xo -^ i > 而对于 一 切 a 辛也，成立不等式 a < T0 . T1 . 对 
于所有的 a e 如,定义函数 n 2 ⑷，使它等于 a 的小数点后第二个十进位上的值.用 
心代表它的最大值.由烏中的使叱⑷=吻的数 a 的全体组成集 合也. 那么，对 
于 s 2 ( a ), 即把 a 的十进小数表示中第三位及其以后的全部数宇都改成零所得的数， 
成立关系式 S 2( a ) = XQ . XIX 2 对于任何 a e 也；及 a < Xq ^ XiX 2 对于任何<1 _ j 43， 继 
续进行这一程序，在第步我们得到 

J 

Sh(a) = xo ■工 1 ■.. 工 fc ， Va e Ak-\-i ； 

a < Xq , XiX 2 ■ - Xk , Vfi ^ 乂 fc + i * 

这样一来，就得到了一列数字，它们确定了一个具有十进小数表示^二 

Xo -^ 1^2 * ^ ^ 的数 i /. , 

现在我们证明 〆 是集合 A 的上确界，即 i /^ snpA 为此必须验证下述 条件： 

1) b f 是上界，即对于一切 a e A 有 a <以； 

2) 1/是最小上界，即若& < &' 则存在 ae A mm a > b . 

我们来证明条件 1). 假设不然，即存在 ae A 使得 a > t /. 那么根据数的比较原 
则得知，存在号码 fc 使得 

Sk ( o >) > Xo -^1 … Xk = Skip % 

而这与数 y 的构作相抵触. 

证明条件 2) .若& < K 则根据实数的比较原则，存在号码 A : € N ， 使得 


bo-bi - = 外⑼ < Sh(b r ) — xq.xi … Xk ， 
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我们认为,在数 b 是十进有理数的情形，此处使用带有无限多个零的小数表示, 
然而根据 V 的构作，存在一个元素 a e A k+l 使得外⑷= s k (b% 由此推出 s k {b) < 

朴⑷，& < a - M 

我们指出，数 V = supA 可以属于 A 也可以不属于 A 
作为例子，我们来考察满足条件# - 2 < 0或 P < 2的有理数 a 的集合 A ，以 
及由满足条件& 2 > 2的正的有理数 b 组成的集合 B 二 Q\A 

根据不存在其平方等于2的有理数这一事实，我们有： 1) AUB = Q ； 2) AHB = 0; 
3)A^0,B^0; 4) 对于任意的数 ae A 和任意的数 b £ S ， 成立不等式 a<b. 


定义19 任何把有理数分划成具有性质 1) ~ 4) 的两个集的分划叫作分割 （戴 
德金分割)， 

集合 B “上方界定”集合 A 也就是说，对于任何固定的& e 尽条件 4) 成立 ， 而 
且集合 B 囊括了集合 A 的上界. 

我们来证明，集合 B 没有最小元,而 集合次 作为集合 B 的全部下界的集合 s 没 
有最大元+这表明，有理数集 Q 不是 “完备 的”，也就是说，对 于它， 性质17。不成立 - 
实 际上， 假 2 定不然，即集合 B 中存在最小的数 V 我们来考察这样的数 b ^- k , 

使得那么 

^2 _ 2 

(&0 — fc ) 2 = &q + A :( A : — 26 q ) > bp — A : * 2 &o > &o - . 2 &o = 2. 

因此加 - keB , 这与数 &0 的最小性矛盾. 2 

现假定是集合 A 的最大数.考察满足条件 h 的非负数 h < l . 

那么 

(^0 + h ) 2 = «□ 4- h {2 ao + h ) < + ft (2 a 0 + 1) < ^ + (2 — Aq ) = 2. 

这样一来，数如+ /i e A ， 这与数在集合4中的最大性的假定相矛盾. 

有理数集的分割的概念是由戴德金 (J W , R - Dedekind (1831-1916)) 为建立实 
数理论而引人的（按他的方法,实数等同于分割).尽管在本教程中，这个任务是借助 
于无限十进小数来完成的，还是应该指出，戴德金分割对于其他问题也是有用的+特 
别是，具有任意的幂指数和自变量值的幂函数和指数函数的严格定义事实上仰仗着 

分割. 

上确界的性质 

若 E ? = supA t 则对于任意的 e > 0存在4的元 a 使得 a > b - e . 

^ 用反证法.假定存在这样的 e >0, 使得对于一切 aeA 成立不等式 
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那么4/ = 6 - e 是集合 A 的上界,而 V 比6 这是不可能的，因为&是上界当中的 

最小者 . 4 

我们还要证明实数的一个性质. 


引理1 

m 

x < ——< y . 
n 


对于任何满足条件 x <y 的实数 x 7 y E R , 存在有理数二 e Q 使得 

n 


► 根据阿基米德公理（性质16°) ? 对于正实数 y - i 存在 自然数使得成立不等 
式 n ( j /- r )>2, 由此推出，，开 E 间 （ mnj /) 的长度超过 2. 因此，在选个开区间中存 
在整数 m 使得 nx < m < nj / (例如 m = [ ny ] - 1). 根据性质 I 5 ' 从最后的不等式就 
得到欲求的不等式 . ， 

注可同样简单地证明 T 在任何数 G & <y 之间存在无理数，实际上，根据引理1，在数 
^和^之间存在某有理数于是无理数 - V 2 位于开区间（％ W 中. 

最后^凭借实数间的比较原则我们来叙述引理 2. 这个引理实质上给出了对于实数进行算术 
运算时，顺次计算各十进位上的值的方法， 


引理2设 a 6>0 是实数. 


C = sup(s n (<i) ± s n (b)), d = sup(s n (a ) 〜 (&))， 

n 



如果 5^(6) > 0的话，那么 土 &，ii = / = ^ 当 & > 0. 

► 这个引理的证明根据的是下述考虑 .1) 显然，在三种情况下，上确界都存在 .2) 性 
质 P 〜 17°的成立由进一步的直接计算来验证，4 

§5. 关于集合的分离性的引理,关于嵌套闭区间系的引理以及关于收缩闭 
区间序列的引理 

引理3 (关于集合的分离性）设 A 和 B 是实数轴上两个不空的集合，即 A # 
0 ， 丑一 0 且4 c R，S c R . 还设对于任柯 aeA 及对于任何 be B , 成立不等式 
a ^ b . 

那么存在这样的数 A 使得对于一切 a e A 和对于一切 beB , 成立不等式 

a < x < 6* 

► 从集合 B 的定义推出，它的每个点都是集合 A 的上界.令 a = sup A 那么，由 
于 z 是上界，对于一切 a e A 有不等式而由于 t 是 A 的上确界，所以对于 
任意的& G B 都有也就是说 } 对于一切 aeA 和对于一切 a^x 
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定义20称非空集合 M 是嵌套闭区间系，如果 M 的元素是闭区间，且对于任 
意的 Ai , A 2 € 条件 Ai C 和 Ass C Ai 之中总有一个成立，也就是说一个闭 


区间的一切点都属于另一个闭区间. 

引理 4 (关于嵌套闭区间系） 设 M 是嵌套闭区间系，那么存在这样的数 a 使 
得对于任意的也就是说集合 M 中的所有的闭区间有公共点: c . 

► 设4是属于 M 的闭区间的左端点的集合，而 S 是它们的右端点的集合.那么 
对于一切 aeA 和对于一切6 G S ， 必有 a Kb. 实际上，设 a 是闭区间 [ a , b f ] e M 
的左端点.而 6 是另一个闭 E 间 [a\b)eM 的右端点， 

可能有两种情形： 1) [ a ^ b ] C k 叶 2) [ a \ b ] D [ a〆 ] 在第 1) 种情形有 a ^ ^ < 
b ^ l /, 而在第 2) 种情艰有 a 那么根据关于分离性的引現存在这样 

的数％ 使得对于任何闭区间^ b ] GM 都成立不等式 a ^ xKb . M 

注借助于引理4 (关于嵌套闭区间系）可以证明闭区间上的点的集合的不可数件+ (提示+ 
假定所有的点已数出来了*把闭区间分为三部分.那么具有号码1的点不属于这三个闭区间之一， 
把它再贷成三部分.具有号码 2 的点不属于所得的三个闭区间之一，依此 类推. 根据引理 4 存在 
点 z 同时属于所有的闭区间，但这个点没有被编号4 


定义 21 嵌套闭区间系 M 称为嵌套闭区间列，如杲全部闭区间被编号，且任一 
大号码的区间包含在任一'>号码的区间中. 

定义22嵌套闭区间列称作是收缩闭区间列 T 如果它所含的闭区间中有长度任 
意小者.换言之，无论正数 f 如何，在收缩闭区间列中都含有其长度小于 e 的闭 

区间. 

引理 5收缩闭区间列含有公共点且仅含一个公共点 ■ 

* 论断的第一部分从引理 4 推出- 

我们来证明论断的第二部分.如果全部闭区间同时含有两个不同的点 a 和 6 (d < 
卟那么 M 的每个闭区间的长度都该不小于 b - a > 0,而这是不可能的，因为按照 
定义，在 M 中有更短的 闭艮间 . ， 
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第五讲 

§1. 数学归纳法、牛顿二项式以及伯努利不等式 

对于数学归纳法的依据 7 我们使用自然数的下述 性质： 在自然数集合的任一非 
空子集中都存在最小的数. 

我们来确定该性质确实成立，为此，取其任一元（这是可以办到的，因为给定的 
子集不空).若所取的元最小则性质已然证实.否则，比该数小的自然数的个数是有 
限的.逐个考察它们，我们就会找到最小的元素. 

数学归纳法 是下述 方法： 为了证实任一关于一切自然数 n > 1表出的命题， 

只需 

1) 对于 n = 1证明这个 命题； 

2) 假定它当 n = kKk ^ l 时 成立； 

3) 在结论 1) 和假定的基础上，证明命题当 n = k + l 时真确. 

确实，由此推出所述命题对于一切自然数是真确的.假定不然.那么那些使命题 
不真的 n 的集合含有最小元吼数 m L 因为命题对于 n == 1成立.数 m 不可以 
大于1，因为那样的话命题对于 m - 1成立，而根据第3款，它也对于 m 成立，这与 
数 m 的选择矛盾. 

注数学归纳法可以证明对于成立的命題，其中 m > 1,在证明的过程中应该改变 
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第 一步： 对于 n = m 证明命题，而保持其他不变，如前一样，在必要时使用 

我们来考察牛顿二项式.定义量 n ! = n(n — 1) •.. 2 . 1， 0! = i ( n ! 读作 n 的阶乘). 
特别地 s 有 1! = 1,2! = 2 ■ 1 = 2 ? 31 - 3 ^ 2 ^ 1 = 6, 

定理1下列等式（牛顿二项式公式）成立： 


(l + x) n = C 0 n + C 1 n x + -^ + G ^ x k + -^ + C ^ x n . 


此式可简短地写成 


(1 十： 




fe =0 


其中 a 


(:) 


n \ 

k\{n - k)l 


是二项式系数 + 


► 


用数学归纳法， 



当 


1时公式成立： 14*^ 





x 7 因为 


o ) = ( i ) 


1. 


2, 设牛顿二项式公式当时成立 - 

3. 证明它当 n = t + l 时成立.首先证明关于二项式系数的辅助命题：当0 S 


k — 1 时有 


事实上 


(:) 


+ 



Ti + 1 

k+l 


Ti ! 



n\ r 1 1 〉 

jtl(n — Aj — 1 )! - k + k + 1 J 


n +1 

fc + 1 


我们有 


(1 +x) 朴 1 = (1 + 怎 /(1 十 z) 


+ 


0 


t + 


GO 


+ … + 


G) x 


sc + … + 


t 


xt " (0 


尤 +i 


+ 


t + 


x H - + 


f + 1 



t+1 

t +1 


• t+i 
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注类似地可证形如 

(x + y + --- + zr = Y 1 幻!二/ 々■■■々 

ki H - =n 

的 S 个未知数的牛顿二项式公式，其中是非负整数， 

在叙述数列的极限理论时我们需要远为明显的伯努利不等式. 

定理2 当 -1^/0时， 对于整数 2 成立不等式（伯努利不等式） 

(1 十 x) n > 1 + xn. 

► 用归纳法进行证明.首先确认当 n = 2时不等式成立.事实上， 

(1 + x) 2 = I + 2x + x 2 > 1 + 2x. 

设于号码 n = k 结论 成立： 

(1 十产 > 1 + kx, 

其中 fc > 2 . 我们来对 n = k + l 进行证明.我们有 

(1 +ar) 叫 1 = (1 + 太产 (1+ 工 ）> (l+kx){l +x) 

=1 + (fc + l)x + kx 2 > 1 + {k + 1 ) 工 *4 

我们指出 ，数学 归纳法可以做多种多样的，有时是出乎意料的推广.作为例子， 
我们引人著名的挪威数学家 T . Nagell 的书 [34] 中的一个定理的证明. 

我们把按如下模式进行的证明叫作 乘性归 纳法. 

1. 通过试验的方法或其他什么途径推出一个每个号码 n (> 1) 都具有性质五的 
猜测. 

2+验证一切素数 p 都具有性质私 

3. 假定某个自然数 m 具有性 质五. 

4. 从归纳假定出发,证明形如 m P 的数也具有这个性质. 

5. 由此，根据大于1的自然数展开成素余因子的单值性的定理，推出一切自然 
数都具有性质尽从而建立起第1款中的猜测的真确性 [34] k 

► 我们用乘性归纳法来证明 Mobms (默比乌斯）函数的乘性性质. Mobius 函数是 
以下述方式定义在自然数集上的函数: ® 

I I ， 若 n = 1， 

0 } 若 P 2 整除7^ 

(一 1广，若 n = pj #抖，七 一 L 1 <kj ^ r . 

其中畎认，字母 p 代表素数一一译者注. 
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说自然数变量的函数 f ( n ) 是乘性的，如果对于任何互素的数 m 和 n 都成立等 
式 f ( mn ) = 

只要对于不被素数的平方整除的数，即无平方数， m 和 n 证明关于 Mobius 函数 
的乘性的断言就够了.取定任意的 m . 我们来证断言对于 n = p 成立，其中 p 是任 
意的 素数. 实际上，由于 （ m , p ) = 1，所以 fJ ,{ mp ) = (- l ) r + 1 ] 如果 m = p L …且 

Pir - , Pr 是互异的素数 的话. 因此 

设断言对于 n — k 成立*我们来证明它对于 n = kp 也成立,其中 p 是任意的素 
数+由于 n 是无平方数，所以 （ fc ， p ) = 1. 根据条件 （ m ， n ) = 1，所以= 1■那 
么根据对于素数已证之结论及归纳假设，我们得到一串等式 

我们指出， Mobius 函数出现在数学的许多领域中，在研究这些领域的离散对象 
时起着重要作用. 


§2,数列、无穷小数列和无穷大数列及其性质 


定义 1定义在自然数集 N 上并取值为数的函数叫作数值序列，或简称为数列. 

记号: Xi , X 2 J Xs 1 …， 或短形式或在不引起误解时，简单地对于每个 
n 值，数〜叫作数列的第 n 项. 

例 1. 嵌套 闭区间 （见第四讲 §5 的定义 21) {△„}， C 双， A„ +1 C A n Vn € N, 

其区间长度的序列心. 

2 . x n = c 对于一切自然数 n (常数列). 

定义 2若 {〜} 和{恥}是两个教列，则 {^+%} 称为两数列的和， {^ n - Vn } 
称为两数列的差， {x n y n } 称为两教列的相，当如/ 0时，数列{^}称为两数列 

的商. 

注 通常我们默认写法^自身假定条件6^0成立 ■ 

数 列是： 

1) 有上界的，如果存在 a 使得对于数列的所有的项都成立 〜 s % 

2) 有下界的，如果存在6使得&对于一切 neN 成立； 

3) 有界的，如果存在 c 使得对于每个号码 n € N 有< a 

定义 3数列 {^ n } 叫作是无穷大的，如果对于任意的 c >0, 数列的满足不等式 
|^| < c 的 项的集合是有限的* 



换言之，这就是说，对于任何 C > 0,都存在号码 no = no ( c ) 使得数列 { x n } 中号 
码大于叫的项全都满足不等式|^| > c _ 

此定义可简短地 写成： 

Vc > 0 3 no — no ( c ), 使得 Vn > n 0 有 |； r n | > c , 

例数列 { yn = 塒和 = - n } 是无穷大数列* 

定义 4 数列 { x n } 叫作是无穷小的，如果对于任何 e >0 y 数列 { x n } 的满足不 
等式 | x n | > e 的项的集合都是有限的. 

此定义可简短地写成： 

> 0 3 n 0 = uo ( e ) 使得 Vn > no \ x n \ < e , 

例 1. 收缩闭区间列（见第四讲§5定义 22) 中的区间的长度构成无穷小数列. 

2 i 是无穷小数列， 

n 

► 为了证明此事，应该对于任何 O 0找出至少一个自然数 n 0 = no ⑷使得对于 
任意的 n > no 有卜 n | < &作为这样的叫= n 。 ⑷我们取数^ + 1* 那么对于每 

个满足条件 a 

7?. > 7 io ( e ) = — + 1 > - 

16 J £ 

的 n , 有 i r 4 

一般&来，如果要证明 { x n } 是无穷小数列，那么实质上是要找出哪怕一个数 
no ( e ) 具有所要的性质，即使得当 n > n 0 ( e ) 时成立不等式 h 或者哪怕是以某 
种方式证明这个数的存在. 

定理3无穷小数列是有界的. 

► 设 { x n } 是无穷小数列，那么 t 醬如说，使不等式 |： r n | > 1成立的项只有有限多 - 
这拽项的模之和记作 co . 此处认为，如果这样的项并不存在，则 co = 0. 显然，那时 
对每一项心都成立不等式|心| <c = cq + 1. 因此，无穷小数列 { x n } 是有界的，4 

定理4若 { x n } 是无穷大数列且〜# 0,則是无穷小 数列. 反之，若 
{ x n } 是无穷小数列且则 { 丄 } 是无穷大数列， 

k Xn ^ 

► 我们只限于考虑正面的命题，此时 t 对于任意的 6>0, 不等式1 E 等价于 
不等式其本身只对于有限多项成立，因为 { x n } 是无穷大数列.这就 
意味着{^}是无穷小数列 . 4 
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定理 5 1.若 { x n } 是无穷小数列 ，则 {\ x n \} 也是无穷小数列，且反之亦然 - 
2,两个无穷小数列的和 （差） 是无穷小教列. 

► 定理的第一个断言直接从无穷小数列的定义推出. 

我们证明第二个结论.设 {： c R } 和是无穷小数列.那么，对于任意的 e > 0, 
存在号码 m 和 n 2 g ) 使得 

Vn > m ( 吾 ) ： 1&| < | 且 Vn > n 2 : \ y n \ < 

那么 ，置 n 0 = max (m (•)， n 2 (•)> 有 

6 

Vn > ： |^n ± 1/ti| ^ I 工 n| + \y n \ < 2 + 2 = 

因此，士 y n } 是无穷小 数列. ， 

推论任意有限个无穷小数列的代数和是无穷小数列 ■ 

■ 推论的证明是明显的. 

定理 6无穷小数列乘以有界数列的积是无穷小数列 ■ 

► 设 { x k } 是无穷小 数列， 而数列 { Vk } 是有界的. 那么, 对于某个 e > 0,有 M < c 
对于一切 n € N 成立 • 进而，由于 {〜} 是无穷小数列，那么对于任何 e > 0,都^在 

号码 m (£ i ) 使得对于一切 n > mC ^ O 成立卜 d <^1 - ^因此，置彻⑷= 几1 ( I ), 

有 

Vn > n D ( e ) : \ x n - ^ \ x n \ . c < 一 ■ c =二 

G 

换言之，是无穷小数列 ■ 4 

推论 1两个无穷小数列的积是无穷小数列 - 

► 根据定理3,我们可以把两个无穷小数列中的一个看作有界数列，那么根据定理 
6,它们的积是无穷小数列 ■ < 

推论 2任意有限多个无穷小数列的积是无穷小数列- 
明显地逐次使用上面的结论就得此推论之证明- 
定理 7若 { x n } 是常数列且是无穷小数列，則^ = 0- 

► 实际上，若 x n =- c # 0,则在零 的#- 邻域中不存在我们的数列的任何点，而 
这意味着 {〜} 不是无穷小数列 . < 

例 1. 当 lg| < 1 时， {q n } 是无穷小数列 • 
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实际上，若0 < g < 1，则 g = 其中 A > 0. 根据伯努利不等式 

1 + FI 


(l + h) n >1 + nh 当 n > 2时, 


由此， 


^ < 1 +nh < ^ 


现给出 e > 0. 我们要选出 n 0 = n 0 ( e ) 使对于每个 n > n 0 成立不等式 q n < e 
为此只要使下述一串不等式 成立： 


— < e ^ nh >-^ n > 
nh £ h € 



no = no { s ) ― — + 1- 


我们来证,对于一切> n Q 有&这从一串不等式 

n 1 1 1 
^ < nh + 1 < noh < ( 1 ) 九 


推出，因此， { q n } 是无穷小数列，只要⑷< 1. 


► 


2. nq n 是无穷小数列只要 W < 1. 

考察0 < g < 1的情形，那时，分= r 4 r ， 其中九 > 0 

fl + 1 


从牛顿二项式公式知当 


>2时 


(1 + 


由此得到 


nq 


(TT^ < (n — 2 1 妒 < n_1> ^ T n> ^ + l 


置 no = + 2. 那么对于一切 n > n 0 有 ng n < ， 


第六讲 


§3. 数列的极限 

定义5数列{^}叫作是收敛的，如果存在数 i e 艮 使得数列 a n = a n -l A 
无穷小数列. 



在这种情况下，说 M 收敛到/或说 { a n } 有极限^ 写作: 



lim On = — 00 或 当 n —^ oo 时 — — oo . 

n —hoc 

最后，说数列 { a n } 发散到“无穷”，如果对于任意的 c > 0,它只有有限多项满 
足不等式|^丨< 记此 事为： 

lim a n = 00 或 ^ n —> oo ^ oq . 

n^oo 

命题 1 若教列 { a n } 收敛，则它有唯一的极限， 

► 设此事不真.那么存在数 h h 使得％ =如_ h 和^ h h 是无穷小数 
列. 由此， a n +h = a n =凡 + f 2 , 那么 k-h = f 3 n — a n 是无穷小 数列. 而那样的话 
根据§2定理7有 h 2 = 0,即 G = Z 2 , M 

命题2若 { a n } 是无穷小数列，则 lim 〜二 0. 

n—nao 

► 实 际上， 对于 i = 0 Wt a n - 0 ^ a n 是无穷小数列，即当 n —»■ oo 时 { a n } 的极限 
等于零 . 4 

命题 3 若数列 { a n } 收敛，則它有界. 

► 若数列 { a n } 收敛，则存在数是无穷小数列.这就意味着，存 
在数 c > 0使得对于一切自然数 n 有 < c . na n = l + a n , 由此 
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这表明，由倒数组成的数列 {^} 是有界的. 

► 裉据条件有 a n = a n -l 为无穷小数列.那么在零的邻域之外只有数列 

{ a n } 的有限多项 + 设 no 是这些项的最大号码；那么对于一切12 > no 有 | o ： n | < 
由此，对于这样的 n 有 (i = - 

|^[ — \ d n — Oifi \ ^ + 丨— ct n | = \ d n I + \ o^n - 

因此 ， | a n j 》⑴ 一 > Kl — ^ = ^ 

命题 5 若当 n — oo 时 a n — ^ i ，^ L ， 则当 n — oo 时 — a n ±b n ( i - 
换言之，对于收敛数列而言，它们的和的极限等于它们的极限的和. 

► 由条件知， a n = a n - h , ^ n ^ b n - h 都是无穷小数列-因此， 

Cn — (^1 士 <2) = 士办 n) 一 (^1 土 L) = a n 土 = 了 !1 

是无穷小数列.这意味着，由极限的定义有 lim ^ = /!±/ 2 . ^ 

n—co 

命题6若当 n — cx > 时 fc n — 则当 n — ^ oo 时 q = a n b n I1I2 

的极限等于极限的积). 


我们有 ^ 1 + 0 ^ n , b n = G + Z ^ nj^n ; = Zi /2+ Ctn /2 + /? r ^ l + a n /? n = ^1^2"^ Tn - 

然而如是无穷小数列，因为它是三个无穷小数列的和，因此 lim q = hh . ^ 

n—oo 

命题 7 设 lim 〜= lim 〜= i 2 ， i 2 / 0. 那么 lim ^ 即若分母的极 

n —hm n — hx > n—►oo f} n 12 

限不等于零則比式的极限等于极限的比， 


► 考察数列 


以及 





b n 


Tn = 


^1 任 n 【1 — b n l\ 


h b n I2 




Q 


_ 尤 17 f^n ' 一 【2- 


从条件知 5 ^^和屯都是无穷小数列，只要证明％也是无穷小数列就够了.为此把 
7. 写成如下形式 


_ (^1 + 0^)<2 — (^2 + ^ n)h _ O^nh — Pnh 丄 
7n = ^ 、- 

现在发现，根据命题5和6,数列 anh 7 0nh 是无穷小的，而裉据命题4,数列^ 

h On 

是有界的.然则根据§2定理6, 是无穷小的.这样一来， iirn k ， 

n—^oo (2 



. 不等式中的桎限过程 



例无穷递减几何级数的项的和. 

设 s n = a + 叫 + aq n-1 . 那么 qs n — aq + + aq 


n 一 1 


+ aq n ,& n 


aq 


因为当 | 3 | < 1 时， { q n } 是无穷小数列，所以 


lim f 


可把量 s 写成 


s n + r n 




其中 


Sn 




叫作级数的第 n 部分和 ，而 r n 


叫作级数的余项 


§4. 不等式中的极限过程 

I 

命题 8设 l〖m = /;那么若对于任何 n 都成立不等式如> c (或 a n ^ c ). 


则 i > c . 


► 


根据条件 ， a 




是无穷小数列，若设 C 一 Z > 0,则对于 


C = 零的6邻域中完全不含数列 {&} 的任何一点.这与是无穷小数列 
矛盾，这意味着 c - f < 0 t i > c - ^ 

命题9设 lim 知 二 L 那么，若对于一切 neN.an <c (或 a n < c ), S'i l < c - 


► 


若 6: 


- a n , 则当 n —► oo 时 k 


—c (或 > — c ). 那么从命题 8 推 


出一 i > 一 c ， 即 i < c . ， 

命题 10 设 lim On = k lim 6 

n^OO iT—+00 

1) 若 On < &«，则 il 


h . 那么 


► 


On 


2) 若 < b n ， 则 /i S L - 

考察数列 Cn = h — a n . 按条件，对于一切 ncn > 0 ( 或 Cn > 0) 且当 n — oo 时 

► <5 = f 2 —《1 ‘ 

根据命题8,在两种情况下均有 < s >0, 即， 

命题11若 { a n } 是无穷小数列且对于一切自然数 n 有 S 叫，则也是 


无穷小数列. 

K 由条件推出，零的任何 e 邻域在含有点 a „ 的同时亦含有 An 因此在这个 e 邻 
域之外只可含有那些具有使 bul ^的号码的凡.然而 {〜} 是无穷小数列 t 那么 
这种号码的数目是有限的，从而{^}也是无穷小 数列， 

命题12设对于一切 n G N , a „ < Cm < 5 n 并设 lim = i , lim h 那么极 

n—^oo n—^oo 

限 lhnc „ 存在且 等于厂 
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由条件推出 ，0 Or , - a n ^ b n - a n . 但关系式 （& n - 如) 


― >■ 


0成立，即 & n - w 


是无穷小数列.那么根据命题11,也是无穷小数列.因此当代 

Cjt ， ^ _ ^71 ) 0 ^ i ~ I * ^ 


oo 


时 


例 1,若 a > 1，贝 ！ J lim 抑= 1. 

n—^oa 

实际上，= 1 +叫，知 > o . 那么 


a = (1 + a n ) n > 1 + nan , 0 < a n < 


根据命题11，有 lim % = 0,由此推出 lim 拆 

h «M -: p 



^/n = 1* 



^/n — 1 + or n , 那么 


n=1 + nan + ! l (!^ l ) a 2 + 


« V P 


> 


n(n - 1) 2 a 

~- o ；；, 0< a n < 


根据命题11，有 lim % = 0,由此推出 lim W 



3 .设 lim = a . 那么 lim 

n — h » 


ai + … + 如 


a . 



实际上 ，令 & 


a . 那么 lim = 0,且 H 需证明 lim 


b\ + … + 


0. 


由于 { b n } 是无穷小 数列， 所以存在 c > 0 使得对于一切 n 有< c - 此外，对于任 
意的 e > 0 存在 n D = no ⑷使得于一切 n > n 0 成立不等式1&| < £. 因此 

&1 + … + &n 0 + &n 0 +L + - ^ / <^0 , ( n — 抑） — 〆 〜 

■ ― ■■ ^ - • 十- - - c < 26 ， 

n n n 


只要 $< qn > 即 n > max I no , 由此已易于推出所需的结果. 

定理 S (施托尔茨 ( Stolz ) 定理）设 

1) Vn^tl > > 0； 

2) lim y n = + oo ; 

n—►oo 

3) lim 怎斜 1 ■ 二 ^ = f 存在，那么存在极限 lim ^ = L 

Vn^l - Vn n ^°°yn . 

► 从定理的条件推出， 〜 +1 ~ ^ =l + a n , 其中％是无穷小数列.因此， 

J / nH -1 _ Vn 

意的 e > 0 S 存在 N = N ( e ) 使得对于一切 n 彡 JV 有 M ^ 

取号码的值次等于 N ， …， n ， 我们得到下面一组等式 

尤 ?1+1 — ^Vn^l " 一 ^Vn H" — Vn )， 


M 


因此，对于任 


tjv+i _ lyN+i = — lyN + »jv(yAr+i — yjv)- 
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把这些等式加起来，得 

a ： n+i - iyn+1 = 一 lyN + o^ n {y n -^. 1 -y n ) + - \-a^(y!s? + i — W). 

我们注意到，在这个等式中一切形如 vwv —仇 的差都是正的，因此，经明显的算米 
变换而过渡到不等式，我们就得到 


一 iy n +l \ ( |^N - Iml + | an | (糾 +1 - yn ) H -十 |«^|(^+1 一 VN )， 

^ n +1 — 矣 I^JV — ly^l + 3 (如 +1 — Vn) + ■ ■ ■ + 一 VN), 

Tn+i 」 〆 \^n - iyM . ^ Vn^i — VN 

J / n +1 Vn +1 2 J / n +1 


由于 lim = + oo , 存在 m = ni { e ) 使得对于一切 n > ni 成立估计式 - N - 咖丨 

n-^oo Vn^l 


< 


6 

2 


置 no = max { ni , N }. 那么对于 一 切 n >阳有 


疋 T1+1 

2/ n+l 


< e . 因此，当 n — oo 


时 

Vn 
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§5. 单调 数列. 魏尔斯特拉斯定理 * 数 “ e ” 和欧拉常数 

定义 6 数列称作是： 

非嫌的，如果对于一切 n e N ,3： n+i < a：R (记作：如 i ); 

非 减的， 如果对于一切自然教 n , X„ + i ^ Xn (记作：; P n T); 

减的，如果对于一切 n e N ? Xn^-1 < x n (记 作：〜 XX ); 

增的，如果 X n ^t > Xn (记作：如 TT)- 

定理9 (魏尔斯特拉斯定理）设 {« n } 是非成的且有上界的教列，那么 {〜} 收 

敛且 lim 知二 sup { a n }* 

n ― ^oo 

► 因为数列 { a n } 有上界 ， 所以 sup {^} 存在■设 b sup {^}. 我们来证 Jiim ^^ 

换言之，要证知=如 - i 是无穷小数列，即对于任意的 e > 0,存在号码 n 0 - 
n 0 ⑷使得对于一切 n >叩有< e . 然而 sup { a n > - 0. 这就意 味着： 

1) 对于任意的 n e N 都有< 0; 
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2) 对于任意的 e >0, 存在这样的数 I 使得 - e g 0. 但数列叫不减，所以 


对于一切 n > k 有 


—E<ctkKci n ^ 0, \a n \ < \ctk\ < e. 


因此，可取上面所示的数 fc 作为 n 0 = n 0 ⑷， 4 

定理10非增的有下界的数列有极限等于 inf { a n }. 

► 代替 { a n } 而考虑数列 { M^n = 一‘那么 inf { a u } = - sup {6 n } ? 于是定理10 
从定理9推出 . ， 

例海伦 ( Heron ) 迭代公式■设 


&+1 ^ 2 \ Xn + x , 


其中 a 是固定的 正数， A 是任意的正数.我们来证明，当 n > 2 时 { x «} 是滅数 列,® 


以 W 为下界，且 lim x 

n—KX3 

实际上,我 们有： 




1) ^ n +1 _ = 豆 y — 

… w n c 

2 ) X n ^ X n -\~i = Xxi 一 ~ \^n ~ 


v ^= {Xn ~ > 0； 


4 - ^ 


2 x 


^ 0. 


从上面的公式得到奶 > … 4 .还有，根据魏尔斯特拉斯定理，对于单 

调数列存在 lim 〜 z W > 0. 那么，成立等式 


lim x n +i = - lim x n + — -， 

u—^oo L \ n —kso lim Xn I 

\ n—►oo / 


即 ^ ^ 1 ^ = v ^- 

2 V X / 

在按照海伦迭代公式计算正数的平方根时，真正结果的十进制位数增长很快.重 
要的是指出，如果在计算过程中假定发生了错误,那么在下一步这个错误会自动得到 
纠正（自调整迭代过程). 


我们用另外的方法来证明当 n 


— ^ oo 




时工 rt — 从等式 

_ (工 T 1 土 

2 x n 


得到 


^ n+l " 
工 n +1 + 


十 


2 


①按下面所 证的，以 及定义6, 此处 4 减数列” 该是“非 增数列 


译者注 
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令^^临 > o ㈣ 以.麵得到 


X, 


工 n + Va 


_ /- 1 

一 9 


由此& 


+ 分 2 


I — 


~ V ^? 


△n = 无打一 


2 分 


1-9 2 


rV ^ 


我们看到，确定了所给的迭代过程的收敛速度.还有，由于 g 2 "" 1 是无穷小 数列， 

lira . x n — -y/a. 

iYrf 转向数 e 的定义. 

定理 11 数列如 = (i + 士)" 有 极限. 

► 首先指出，当1时 




根据牛顿二项式公式，有 



<7 


_ m 

2 + E 


J ^=2 


1 7 i n — 1 
k \ n n 


n — A : + 1 
n 


于是 ^ 

a n S 2 十亡 giTT = 3 - 2 ^i < 3 ' 

k =2 

此外，在 a 的表达式中，对于彡2,和式中的第 fc 项随着72的增长而增加，且每次 
求和的项数增加1,这 表明知 不减且数列 { a n } 有界.根据魏尔斯特拉斯定理，数列 
{ a n } 收敛，， 

仿效欧拉，把这个数列的极限记作 e . 周知 e = 2.71 S 281 82 S 459 045…，人们 
把常数 e 称为纳皮尔数 （ J . Napier , 1550—1617) .数 a 关于底 e 的对数叫作数 a 的 
自然对数，并记作 lna . 

我们还要考察数列 b n =(l + ^\ 我们有 


lim b n 

n—►oo 


lim 


n ― 



e. 
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定理13教6是无理数. 


设不然.则 e = ^ ( p s Q ) = l , 而考虑到上面所做的评说,有 


0 < e — c g < 




乘此不等式两边以札我们得到4 = ql ( e - c q ) 是整数而同时0 < 4 这是不可 

能的. 勺 

我们还要定义一个在数学分析中起重要作用的常数. 


定理14设％ 




1 + - + - - +- Inn . 那么极限 7 = lim %存在 


► 数列 {7 n } 是单调减的.实际上 


1 


7ti 4-1 ~ 7n 


n + 


ln(n + 1 ) + In n 


n + 


Lq 


1 + 長） <0 , 


这是因为，根据上面已证的事实 3 有 


e < f 1 + -) 

71 / 


n+1 


b 


Ut 


从而 


1 < In 1 + 



Tl+l 


我们进而证明数列 { in } 以数 0 为 下界. 从定理11的证明知 


n/ 


n 


n 


因此 


7« 




1 1 , ,2,3 

1 + — + * ■ ■ + _ _ in fi ^ In "■ In ~ 

2 n 1 2 




+ In 


n + 1 


Inn 


n 


In 


n 


> 一 


> 0. 


n 


n 十 


所以，根据魏尔斯特拉斯定理，数列 {7 n } 有极限 - 

这个极限叫作欧拉常数且常以字母7或字母 C 记之.对于这个常数，欧拉计算 


出了十进小数点后第十五位， 




0,577 215 664 901 532 
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系列“老的”数学 


问题与欧拉常数的算术属性相关.特别是,至今为止，尚不知常数7是代数数还是超 
越数.通过其他已知的量，例如 W 或代数数的对数来表示这个常数的企图迄今亦 
无进展，整系数代数多项式的根叫作代数数.首项（最髙次幂项）的系数为1的整系 
数代数多项式的根叫作整代数数.显然，有理数都是代数数， 一 个数若不是代数数， 
就叫作超越数. 

作为魏尔斯特拉斯关于单调数列的极限的定理的另一个应用，我们引人一个数 
列的例子.这个数列借助简单的公式给出且仅取素数值- 



定理 15 (米勒 定理）存在这样的实数 a > 1 3 使得若 a = 邮 ,2 «。 = 奶 ，…， 
2% =如 +1 ，…，则对于一切 n > 1, [ a u ] 都是素数*换言之,存在实数 a > 1，使得对 

•炉 

于一切 n > l tPn - [2 2 "] 都是素数， 

► 定理15的证明靠的是著名的切比雪夫的定理，即周知的“贝特朗 ( Bertrand ) 猜 
想”(可参阅 [18]): 对于任何 a > 1存在素数 p 使 z < p <2 x . 

我们归纳地构作数列如=[如] . 置仍= 3. 根据切比雪夫定理，存在素数 
满足条件 

I 

2 Pn < Pn+l < Pn+1 + 1 < 2 如 +1 , 



那么根据函数 y = log 2 ^ 的单调性，我们得到 p n < <Pn +1^ 5P p n = [ccn]. < 
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§6* 关于有界数列存在部分极限的波尔査诺-魏尔斯特拉斯定理 


定义 7 设是一个数列，并设 { k n } 是由自然数组成的严格增数列.那么 
数列心=叫。叫作数列 a rt 的子列 - 

定义8若存在极限= i ， 则/叫作是教列 { a n } 的部分极限，或者叫作 
是数列 { a n } 的极限点. 

形象地说，每个子列都可通过删除数列 { a n } 的一部分项而保留余下的项的排 
列次序而得到. 

定理 16 ( 波尔 査诺- 魏尔斯特拉斯定理）从任何有界数列中都可选取收敛的子 

列， 

► 根据条件，存在 c > 0使对于一切 n 有|如|< c - 把区间 Jo = [- c f c ] 二等分-所 
得区间之一必含数列的无限多项，称之为 A 并取任意一元 e A 作为所求子列的 
第一项，即令 h 然后再把/ i 二等分并用/ 2 代表其中含有数列 M 的无限多 

项的那一半.在其中选取一个 号码叱 超过 m 的项 a 叱， 并置&2 =如 2 .重复实施所 
述的手续于区间込得到区间心〔心以及满足条件叩> n 2 的一项6 3 =知 3 ‘ 依此 
类推， 我们得到&4 - ^ e / 4 C ehch , 等等 • 结果我们得到一个数列 

和一 "个 嵌套闭区间列而且对于一^切 fc £ N , bfc G Ikybk = < Hfc - j - i . 

换句话说， {& fc } 是 {< ik } 的子歹 ! l - 

剩下的是证明数列 { k } 收敛. 为此我们指出，闭区间4的长度心等于 
由此， 当 fc — oo 时 — 0. 这表明，嵌套闭区间列{忍}收缩，从而全部闭区间4 

有唯一的公共点此数 i 正是 { H } 的极限，实际上 t 如4 =[外， G ]， 则 S 
I ^ t^tk 一 Sfc = Jfc ， Q!fc = f — 朴 < 5k，Pk = tk 一 I < 知.然而，由于当 A ； 4 W 时 
Sk 0, 所以 ctfc 0 , 0k —^ 0. 由此，外 =I - ah — l，tk = l + -+ 而由于 
bk — an fc1 ^ 所以当 ^ oo 时 fcjt = n nfc — Z ， 而这就是所要证的■磷 

定义 9 数列的部分.极限中的最大者叫作它的上极限，而最小者叫作下板限 - 
我们栺出，如果数列有界，则它有上极限和下极限. 

譬 如说,考察上极限的情形.根据定理16,给定的数列 { a n } 的全部部分极限的 
集合 L 不空.此外，该数列的每个子列有与它自己同样的界. 

因此，如果对于一切 n 成立不等式 m ^ a n < M , 那么对于任何 I e 

这表明集合1有界.令 A = supL . 那么对于任何自然数匕在区间 
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入 -U 中都至少有数列 { a n } 的一个部分极限！ = k 从而数列{^}的某一项 

〜 k = h 满足不等式在此可以认为号码随着参数 A 的增加而严格 

增*那么诸数心构成一个子列，它满足不等式 \-^< b k KM . 

由于{知}是有界数列，那么根据定理16,从中 If 以取出收敛的子列 {&U. 若 h 
是它的极限，则成立不等式 

A = lim〔A - ~^\ ^ l 0 . 

r^oo \ kr / 

然而 { b kr } 也是 { a ^} 的子列，所以 e 乙那么^ ^ A = supL . 于是 A < ~ S \即 
A = 是 { a n } 的部分极限，而这就是上面所断言的， 


§7. 数列收敛的柯西准则 


很明显，神的定理 16 直接蕴含着下述的数列收敛的必要充分条件， 

定义 10数列 { a n } 叫作是基本的，或叫作柯西列，如果下述条件 成立： 

Ve > 0 3 no = no ⑷使得 Vm,n > rq 有 | ct m - < e . 

定理 17 (柯西准则）为使数列 { a n } 收敛，必须且只需它是基本列， 

► 必要若 Jlim^an = I , 则对任意的 e >0 存在 no 二叫⑷使得对于任何 n>no 
有 h 因此,对于任何> n 0 

— a m | = \{ a n — Z ) — ( a m — 01 ^ \ a n — ,1 + ^ ^ 

£k 

因此， { a n } 是基本列. 

充分性依条件，数列 M 是基本的. 

1- 我们来证 K } 有界.事实上，取 e = 1,那么存在 n G = no ( l ) 使得对于一切 
n > n 0 有 | a n - < 1. 但在这种情况下 

\dn\ ^ Wn — ^R 0 | + I^Tiol < 1 + \o>no\ = ^ 


由此， 


<^n\ ^ max(|a!|, ■■ - ,|a no |,/i) ™ c. 


2. 根据波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理，存在收敛子列 知 :，…，如,，——^ a ，当 
fc 4 CO 时.其收敛之条件可写成这样： 

V^>0, 3k^ 知⑷使得 Vfc > 匕有 Is -aj < 
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4" ATi = Ufc ! 以及 TV = max 卜 0 yN-^j , 那么財于一切 n > N 以及 > N 有 

a n — a| = \a n -* a nk + a nk — a| ^ \an — a njt j + \a njc 一 a| < - + - = 

可见，级数收敛 . 4 

定理 17 提供了下列有益于证实具体数列的发散性的表示.指出这一点是重 
要的. 


定理18 为使数列 { a n } 发散， 必须 且只需它不是基本列 1 也就是说 } 存在数 
e > 0 使得对于每个 no G N 都存在号码 m > n 。 和 n >邮，对于这些号码成立不 

等式 

— ctti ] ^ 

例 r an = ；L + * +…+ i ■取 s ^那么对于任何 m 都有不等式 

2 n 2 


^2 m _ ^ 



+ _ ■ ■ + 


1 


2 m 


> 


m _ 丄 

2m 2 


数列 { a n } 发散（这里我们置 m = no,ri = 2 m )* 
2,人们使用逐次逼近法求解开普勒方程 


x — asina ： = y (0 < a < 1), 


令 


xo = y, = y + asinxo, 


x n = y 十 f > sinx „— i - 


我们来证明存在芒 = \ imx n Kx = ^ 是开普勒方程的唯一解* 

n—oo 

根据柯西准则，对于任意的£ > 0存在数 n G = no ⑷使得对于一切 n > n 0 和对 


于一切 p > 1有 




我们来估计差的模 l ^ n+p -^1 根据不等式 | siny | < | 切有 


\x n ^- p - ^„| = a\ sin x n -hp-i — sina;^_i| < alin+p-i — 怎几一 1 

^ a 2 j^ p -2 - in-2j ^ ot n \x p 一邱 | = « n+1 |sina ； p_i| ^ a n_fl . 

还有，由于 | a | < L 数列 { a u +1 } 是无穷小 数列， 因此，对于任意的^ > 0存在 
rn = ru ⑷使得对于一切 n > m 有！， +1 | < e . 

现在，在定理17中置 no - rn . 结果我们得到，数列是基本的，因而收敛到某数 

^因此，在等式 

x n — y + asin x n -i 

中过渡到极限我们就得到 S = ?/ + a sin $即 S 是开普勒方程 的解. 
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进而若6是另一个解，则- sin el - 故若6 ( 则由此推出 

而条件并非如此. 

换言之 ， r <是方程的唯一解，此即所欲证者， 

开普勒方程是 J . Kepler (1571-1630) 在研究天体沿椭圆轨道运动（二维问题) 
时所引人考 察的- 
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§1. 数值函数的极限的概念 

我们已了解了数列的极限.数列乃是定义在自然数集上的函数.然而定义在整 
个数轴或数轴的某一区段或某一射线上的函数的极限的概念，也在分析学中起着巨 
大作用 y 下面要考察的是一系列这类概念.这些概念彼此之间 f 以及与已考察过的数 
列的极限的概念之间都是很相近的.我们列出这些概念中的最重要的 一些： 

= lim f { x ) ― 函数 f { x ) 在点吻 处的极限； 

X ― ^*0 

2)/= lim f { x ) ——函数 f ( x ) 在点: r 0 处的右 极限； 

S ) l = Lim f { x ) ——函数 f { x ) 在点吻处的左 极限； 

: K ― 

4) I = lim f { x ) -函数 f ( x ) 当 ： c — oo 时的极限； 

X ― H50 

5) I = lim f ( x ) -函数 f ( x ) 当; r — ±od 时的极限* 

一土 OO 

当说 及函数 f ( x ) 的极限时，我们认为它是在整个数轴 ffi 上定义的或是在它的 
某个子集即 Z C R 上定义的.这个子集冷可以是，譬如说，开區间 ， 闭匿间 ，区 
段之总和，或一般地是一适当的无限集.重要的只是，函数 f { x ) 的自变量所趋于的 
点吻（即 ； r — 刊)，是集合 A 的极限点，就是说：要使得 在点吻 的任一 J 邻域中 
都含有集合 A 的无限多个点 _ 在 : c — oo 或 : c — 土 oo 的情形,如果 x oo , 则集合 A 
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极跟的定义 


根据柯西 


根据海涅 （ Heine) 


0 36 = 5( s ) > 0 使得 

: (x e A } 0 < jir — 刊 I < 6) 

今 1/(^)-^| <e 


数 f 叫作函数 f ( x ) 当 z — 邱时的极限， 如果： 

对于任何数列 { x n } : Vn € N 



/ ^ A 且当 

有 IM 


n 


oo 时 


x n -> ^0 


记号: Z = ILm f ( x ) 或当 x Xo f ( x ) 一 


扣 > 0 彐 <5 = S ( s ) > 0 使得 

^fx \ {x €： A^Q < x — xq < S ) 

=> 1 / ㈤ 一 Zj < e 


数/ 叫作函数 f ( x ) 当: T — 抑 时的右 极限， 如果: 

对于任何数列 {^ n } ■ VT7 E N 


记号 ： Z 


> 吻 ， e A 且当 n — oo 时; r 

有 1(^) 




lim f ( x ) 或当; c 

X-^^Xq + 


io+ 时 /( 怎 ) 


数 f 叫作函数 f ( x ) 当 ： T — 邱时的左极限， 如果: 


Vs > 0 3 S = 5(^) > 0使得 

： (x e A 7 —6 < x — xo < 0) 

^ 1 / ⑷ ~l\<^ 


记号 ：f 


对于任何数列 {^ n } : Vn G N 
x n < xo y x n G A 且当 n 

有 f (^ n ) 


时 


x n Xo^i 


lim f ( x ) 或当 a ： 


^0 


时 f ( x ) 


数 / 叫作函数 f ( x ) 
> 0 3 c - c ⑷ > 0 使得 

Vx ： (x e A y jx | > c ) |/( x ) — i | < e 

记号： f = lim f(x 

iP—HOO 

^ oo 时的极限， 如果： 

对于任何无穷大数列 { x n }: 

€ A y 当 Tt —^ OO 时有 f { x n ) — ^ ly 

_ 

) 或当 ;r — ^ oo 时 f ( x ) — ^ i 

数/ 叫作函数 f { x )] 
\/s >0 3 c = c ( s ) > 0 使得 

"ix ： (x & A^x > c ) ^ /( x ) — i | < £ 

记号： f = lim f ( x ^ 

ar -^+ cio J v J 

当 Y — +oo 时的极限， 如果： 

对于任何无穷大数列 [ x n ] : x n >0, x n eA , 
当 n — oo 时有 f ( x n ) — ^ 1 
} 或当: C 4 + Q0 时 f ( x ) ^ 1 


数 Z 叫作函数 f ( x ) 当 ：T 4 -00 时的极限，如果 

I 


Ve >0 3 c = c ( s ) < 0 使得 

Wx : (x e A^x < c ) ^ |/( ir ) — f | < £ 


对于任何无穷大数列 { x n } :〜 < 0 , 2： n e A ， 
当 n — oo 时有 /(〜) 


记号 d 


lim f ( x ) 或当 o : 

— —DO 


oo 时 f ( x ) —^ 
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应是无 界的； 如果 Z — + oc , 则集合 A 应该无 上界； 若$ — - oo 则集合4应该无 
下界- 

以后需要下述定义 

定义1属于 A 且满足不等式0 < - < 5的点 I 的集合，叫作点吻的 

(相对于集合/的）空心 邻域. 

当4 = R 时，点; To 的空心 ( S 邻域由两个开区间（: To - S , Xo) \ J { Xi},Xo + 5) 组成. 
对于所有这些类型的极限成立与关于数列的极限的定理类似的定理.例如，如 
果 fi ( x ) ^ hj 2 ( x ) ^ k (在自变童的 T 的同一趋向之下)，那么： 

1 ) fi(x) 士 f 2 (X) — h ±l 2 ； 

2) fi ( x ) Mx ) ^ hh ; 

— ^如果的话， 

j 2 {^) h 

如果咖 ） 是常数，即对于任何 X e 乂都有=;，那么 C ( x ) — r 

这些定理的证明，本质上是重复于收敛数列的论证.虽然如此，述是应该进行 
证明，而这是相当繁重的.因此，我们给出极限的一般定义，依照这个定义可以对上 
述的极限也包括数列的极限进行完全的考察.这就说到沿着集合的基的极限. 

§2. 集合基.函数沿着基的极限 

定义2 设 4 是函数 fix ) 的定义域.一个集合族 = B , 其中 & CA ， 叫作集 
合 A 的集合基或简称为基，如果它的元素满足下述 条件： 

1) B 由无限多个非空的集合 组成; 

2) V & i , 6五彐 6 B，h C bi f ] b 2 - 

(这里 b u h , h 是集合 A 的子集).集合 B 的元素叫作是基 S 的终端.集合 A 
本身叫作基 B 的基本集.还有，对于基 B 的任意两个终端6:和& 2 ，若 & a C 牝则说 
明 b 2 跟随 h 之后， 而卜在 \之前， 

j 

定义3数 i 叫作函数 f ( x ) 沿着基 S 的极限，如果对于任意的 e >0 存在终端 
bGB 使得对于一切 xeb 有不等式 \ f ( x ) — tl < e - 

K 

记作： ㈤ = Z 或 f ( x ) ^ i (沿着基 B ), 此时述说 f { x ) 沿着基 S 收敛到 
类似地定义下述 极限： 

lim/(a?) = oo( 士 <x>). 

我们指出，从函数沿着基 B 的极限的定义的形式上的正确性的观点来说 5 基 B 
中的终端数目的无限性的要求是多余的.在终端数目有限的情形，所作的定义意思 
不大.不能充分反映极限概念的实质. 


第三章函数在一点处的极限 


重要的是指出，如果用基 B 的任何一个终端 bo 来代替它的基本集 A 那么基 S 
的跟随&0之后的终端的集合疗，根据上面所作的注记，依然构成集合基.同时从极 
限 Hm /( x ) - I 的存在推出存在极限 = 1 : 且反之亦然，根据这个性质，在实 
践中对于基 S 和茯实际上不加区别. 

基的例子 


1. A = N •基珣（记 作： 由集合 b ^ N 3： s ^ l 组成，其中队是自然数 
1,3 + 2^- 的集合. 

那么沿基的极限正是数列 { a n } 的 极限： 


x = f{x) = a nj lim/(a;} — lim a n . 

Ba n—oo 


2, A = R . 基执 由点仰 的一切空心 5 邻域组成， 5>0 (记为 ： z — 吻).那么 


1#/ ⑻是当 X ^ XQ 时的极限，即 

■Bl 

lim f(x) — lim f(x). 

Bi v J K } 

& A = R + 基 B 2 (x ^ x 0 十)由一切形如 （ x 0 ， z 0 + d ) 的区间组成 > 其中5 > 0 


lmi/(x) = Jm + /(x). 

4. 4 = R . 基 B s (x xo -) 由一切形如 ( x 0 - S , x 0 ) 的区间组成，其中 S >0 


5* j 4 — M . 基万4(疋 


lim f(x) = lim f(x) t 

S3 33 ― — 

oo ) 由一切形如 （— oo ，— c ) U ( c ,+ oo ) 的集合组成，其中 


c > 0, 


lim f(x) = lim f(x). 

Bi X—TO 


6, 4 = R ，基 B^(x + 00 ) 由一切形如 （ c ， + 00 ) 的射线组成 t 其中 c > 0, 


f{x) 




liip / ㈤. 


； B _ + 0 O 


7\ 4 = R •基 B g { x ^ - 00 ) 由一切形如 （- oo , c ) 的射线组成，其中 c < 0, 


lim/(x) = lim f(x). 

Be x—^—00 

容易确认，所有这些集合族 …， B 6 实际上都满足基的定义.对于所有 
这些集合都符合相应的基的定义的证明都是同一类型的.所以我们只限于考察集 
合氏. 
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1) £?2由形如（怎0 - 5,工。) U(^o,a；o + 5) ^ 0的终端 b = bs 组成， 其中5是任意 
的正数.因此氏 ! 是无限集，且其每个终端~都不空. 

2) 对于一切& <如有 fl h , - b 5 t ,即基的第二个条件成立， 

因此，集合是集合基. 

定义4设集合 D c A (其中 A 是函數 f{x) 的定义域）1设存在 c >0 使得 
对于一切 a ; € Z ? 有 \f(x)[ < c . 那么函数 f(x) 叫作是在集合 Z ? 上有界（以数 c 为 
界）的， 

类似地定义函数 f ( x ) 在集合 D 上的有上界和有下界的性质. 


定义5在基 S 的某个终端上有界（有上界，有下界）的函数叫作是关于这个 
基终极有界（终极有上界，终极有下界）的. 

命题1 si ) 设对于一切 x €： b /( x ) = c , 其中&是基 S 的一个终端.那么 
lim/(x) — a 

b ) 若函教沿基 S 的极限存在，则此极限是唯一的- 

► a) 对于任意的 e > 0,取终端& S S- 那么对于一切 z e b, 有 \ f { x ) - cl = 0 < £, 
b ) 设不然，即存在 h h 使得 


lim/(x) = fi, 






取 e 那么： 

彐 = bi ( e ) ^ B, 使得 Va: e 6i 有 |/(a?) — ly \ < 6； 

= b ^(€) e B , 使得 Vxeln 有 |/ ⑷ 一 hi < 二 
根据基的定义，存在基的终端6 3 使得 b c b L 任取$ e &3. 那么 

\ h - t 2\ = \{ f { x )- h )- ( f ( x )- h }\^ 1/(^ 〜W + \ f {^) - h \< 2^ 

= \h — 


这不可能 . ， 

命题 2 a ) 若 = /，则函数 f ( x ) 终极地以数…+ 1为界， 
b } 若 lim /{^) = i 且/ / 0,则函数 g ( x ) = 在终端 b (學)中终极地以数 
1为界，而函数 f { x ) 在同一邻域中与值 I 有同样符号- 
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我们来证明这个命题. 
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对于基^ 0 ) 

—般情形 

► a ) 取 e = 1 . 那么存在 = < 5 ( 1 ) 使得对 
于空心 6 邻域中的一切点： r 有 \ f ( x ) 1 \ 

< 1 . 由此，对于一切 T : 0 < |丈一；< A 

有 

^ 1 + 

► a ) 取 e = L 则存在基的终端 & = & ⑴ 
使得对于一切 T e &有|/(^) - 1 \< 1 . 
由此 t 对丁一切 XGb y 我们得到 

\ f ( x )\ = \( f ( x )- t ) + t \^] f ( x)-l +|?| 
S 1 + j “- 

b ) 仅考虑； > 0 的情形 
(第二种情形是类似的） 

取 e 1 则存在 6 = ( 5 ( e ) > 0 使得对于 
一切 I : 0 < > - X ()| < 4 有 |/( x ) ™ l \ 

<^= 1 ^ 因此> 以下不等式成立： 

f ( x ) 1 > 2 1 /㈤ > 2 > 0 ， 

0<9{x) ~ f ( x ) < r ^ 

b ) 仅考虑〗 > 0 的情形 
(第二种情形是类似的） 

取 e f 则存在基 S 的终端 6 =岭） 
使得对于一切 I e b 有 \ f { x ) l \<^ 

= 1 -. 因此， 以下不等式 成立： 

f ( x ) ^ > — 2 ; /㈤ > 5 > 0 ， 

„ { 、 1 2 
0 < 9 { x ) ^ f ( x) < T M 


命题3设存在极限 lim /( x ) == 和 lim ^( a ：) = 1 2 , 那么成立等式 

B 13 


lim (/( a ;) + g ( x )) = k +/ 2 * 

B 

可以不完全严格地说，两个函数的和的极限等于它们的极限的和. 


X Xq 

—般情形 

> 作为所求 S 6 知域的_军径我们取 

其中 & 是点邶的空心&邻域的 

半径，在这个邻域中 1/ ⑷-州< f 而 

5 2 是点吻的这样的 空心知 邻域的半 
径，在这个邻域中 \g(x)-h\<^ 那么 

点邱的空心 5 邻域以条件 0 < |：r - 叩| 
<5 而既含在点抑的 A 邻域中又含在 
点呀)的知 邻域中.因此对于 Z 有 

\{f{^) + 9{^)) - Ol + *2)1 

< [/(x) - ii| + \g(x) - i 2 | < 4 

► 作为终端 6(6), 我们取任意 
—个这样的终 端知， 使得 

hcbi (备) nO 

其中匕是这样的终端，使在 
选个终端里 \f{x) h| < =， 而 

6 2 (|)是便其中的点满足 IsOr )- 

/ 2 | < | 的终端.那么 e 心有 
\(fi^)+9(^))-(h + l2)\ 

^ 1/(^) — fi[ + ⑻ 一 e - — 
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命题4设对于一切 x € bj ( x ) - g ( x ), 其中&是基 S 的某个终端 f 而 JL 


lim /( x ) = L 那么 

B 


liuig { x ) 




► 


我们有 g [工) = f ( x ) + { g ( x } — f ( x )). 由于对于 一 切 T 6 6,^(^) - /(^) = 0,所以 


依命题 la ) 我们得到 lim ( g ( x ) - f ( x ))=0. 由此， 

B 


lim g ( x ) = lim f ( x ) + \ iiri ( g ( x ) — f { x )) = 1 + 0 = 1. 

B B .B 


定义 6 若 \ un < y ( x ) =0, 则函数 «( i ) 称作是沿着基 B 的无穷小函数① 


注从命题 la ) 和命题3推出，极限= I 存在达个条件，等价于 

B 


a ( sr ) = f { x ) — I 


是沿着基 S 的无穷小函数. 


命题 5 设函数 a ⑻是沿着基 S 的无穷小函数 ， f ( x ) 沿着同一基终极有界，且 

1^)1 ^ |a(^)/(ar)j. 

那么函数 0( x ) 是沿着基5的无穷小函数. 

♦ 

我们来证明这个命题. 



► 对于任意的^>0应指出这样的 

5 -= S { s ) > 0,使得 Vi : 0 < …一处| < 

5^ |/?( x )| <^.根据函数 f ( x ) 的终极 
有界性，存在心 > 0,使得 Vx : 0 < |^ 

-^o! < ^i|/(^)l < c. 


>0,使得 
咖 )1 < § 


存在这样的 52 =如(^) > 0 } 使得 
Va : 0 < 卜 —: co | < 知有 | o (^)| < ^ 

令6 = min (九如(吾 ))■ 那么 Vi : 

0 < | 工一 ； col < 占 

有 

|/?㈤ | S | a (^)||/(^)[ <^； C = e . 


6 

< C 


c 



-般情形 


► 对于任意的 e >0 应指出基 s 的 
这样的终端6 = b ( e ), 使得对于一切 t 
€ b ^ |^)| < s , 根据函数 f ( x ) 的终 
极有界性,存在这样的终端屹使得对 
于一切 ^ r € fci ^ ] f ( x }\ ^ C . 

存在这样的 b 2 = b 2 (^) e B , 使得对 

于一切 xeb 2 ^ | a (^)| < 按条件 

h C &i n & 2 (吾)取一个终端 h 那么 

对于一切 r e b 3 有 

] P ( x )\<\ a ( x )\-\ f ( x )\<^- C ^ s .- 


命理6 


设 lim /(^：) = / i , lim ^(^) = h - 那么 


lim/(a;)sf(a：) = 

B 


①下文中也称为无穷小量 


译者注. 
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► 我们有 fix 、 = /i + d { x ), g { x ) = 1 2 + I 3( x ), 其中 a ( x ) ? i 5{ x ) 都是沿着基 S 的无 
穷小函数.那么我们得到 

f(x)g{x) - lil 2 — a{x)h + P{x)h + a(x)0(x) 


是无穷小函数 . ， 

命题7设 = l u \ mig ( x ) 那么 

S B 


lim 

B 


/ ㈤ 
咖) 



► 我们有 

f ( x ) h _ h + a ( x ) h — oc ( x ) l 2 - /3{ x)li 1 ,, 

^)~h = hTW)~h = T 2 丽 =7(I ) ‘ 

这里， ^( a ( x ) l 2 - 0( x ) h ) 是沿着基 B 的无穷小函数， ▲ 是沿着同一个基的终极 
有界函 It 因此7{^)是沿着基召的无穷小函数 . ， 


第十讲 


P . 在不等式中取极限 

命题8设 c e E f lim f ( x ) = l 且在基 B 的某个终端 & 上 f { x ) > c (或 f ( x ) ^ c ). 
那么 I > c . 

► 根据条件， a (^)= f ( x ) - l 是无穷小函数,且对于一切 x e &， 

a { x ) — f ( x ) — I ^ c — L 

假定 c - f > 0 . 那么对于 e 存在这样的 终端匕 使得对于一切 xeb , 

成立不等式 | a ( a ：)| < e . 我们发现 3 存在终端& 2 C 6 H &1 以及点使得不等式 

£ > | a ( x }| ^ oc ( x ) ^ c — I = 26 > 0, 

成立.由此推出0 < 2 s < t 而这是不可能的 . 4 

命题9设 lim / ㈤ ，在基 B 的某+终端&上 /( zKpOc ), 那 

B B 

么“ < 名2> 




§4+ 函数沿着基存在极限的柯西准则 
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► 考察从 (a：) = g(;r) — f(x). 根据条件， h (: r) > 0, limh(x) = I = l 2 - li^ 由命题 8 知 

s 

f 会0，即 L _ 


命题 10 设在基丑的某个终端上 /(>K 


那么 lim ^ ffj :) 




l . 


► 


由条件知 


lhn f ( x ) = lim h ( x ) — l 

B S 


0 ^ g ( x ) - f ( x ) ^ h ( x ) - f ( x ), 

o ^( x ) = h ( x ) — f ( x ) — Q (沿着基 S )， 


即 a ( x ) 是沿着基 S 的无穷小函数， 

而由于— /( a :)| < o ^( x ) 7 所以根据§2的命题5, g ( x ) — f ( x ) 是沿着基 S 的 
无穷小函数.那么 


lim g(x) = lim ( g ( x ) — f ( x )) + lim f ( x ) — 0 + l — L M 

召 5 5 


§4. 函数沿着基存在极限的柯西准则 

定理1 (柯西 准则）为使函数 f { x ) 沿着基 S 存在板限，必要且充分的是对于 
任意的 e > 0都存在这样的终端 b = &⑷，使得对于一切 Ay e &，成立不等式 

\m-f(v)\<e. 

知必要性-设= L 那么对于任意的 8 > 0, 存在终端 h d ) €方使 

得对于一切 AVGtn 有 

1 /⑷ - M < 蓋 > \f(y)-i\ < I* 

因此，对于一切 x.yebt 

1/㈤ 一 /(^)| ^ 1 /⑻ 一 ,1 + \f(y ) _ ’1 < ! + 臺=匕 

充 分性.我们来证 /㈤ 终极有界.实际上， 取 e = 1, 那么存在 ( K 1) € B 使得对 
于一切 Ay € &(1)有 1/( 工）— f ( y )\ < 1 - 固定 y . 那么对于一切 z e b ⑴ 

\f(x)\< \m - /{y)| + |/(^)1<1 + \f(y)l 

根据柯西条件，对于任意的 e > 0,存在 fc ⑷ e S 使得对于一切 x,y e b { E ) 有 
\ f { x ) - /(州< ^而这表明 j 是对于一切 g &( e ) 量 \ f { x ) - f ( y )\ 的值的上界. 
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再使用 f ( x ) 的终极有界性，我们得到 


m ( e ) = inf f ( x ) e R , M ( e ) = = sup f ( x ) e K , 

過⑷ x ^ fc ( s ) 

^ sup \ f { x )- f { y )\ - sup ( f ( x ) - f ( yj ) 

x , y ^ b [ e ) *， y € fe ( e ) 

— sup f { x ) - inf f ( y ) — M ( e ) - m ㈤ ， 


令… 则可以认为对于-切叱 > _ 


1 


ri 2 


ni 


). 其实，譬如说假如 


( i ) ^ b { l ) y 则可按条件& 3 C Hl ) n ^(^) 而取 h 代替6 (臺) 


我们有 


m 


打 1 


< m 


(忐)， 


(~) 


Ml — ^ M 

m / \ ri 2 


此外，对于一切 : T e 6⑷成立不等式 

m ⑷ S f ( x ) ^ M ( e ). 

对应于每个 s — e n > 0有_己的闭区间 I n = [ mQ ) 闭区间的 

整个族构成收缩闭 K 间列，因为对于 U U 


m ( e n ) ^ m ( e 5 ) ^ M ( e s ) < 

即 4 C J „. 根据关于收缩闭区间列的引理,存在这样的数 L 使得对于任何号码 n ， 有 

I G I n . 

我们来证明 lim /(^) = L 为此应该证明对于任意的印 > 0,存在 b . iso ) € S ， 使 
得对于一切 a ； e & i ( s ) 成立不等式 |/( a ：) - ij < £ q . 

我们取 n 以及 h (^) 为 b t (^ 那么对于一切 M 印)，根据柯西条 

件成立不等式 U 

ft I 

且对于 一 切 : r G bi ( eo ) 有 

此外」 e / 这表明 

m (i) mO ‘ 

由此 

|/( x )]|<0 一 4 
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定义7两个基历和 B 2 叫作是等价的，如果基历的任何终端都包含在基 B 2 
的某个终端之中且反之亦然. 

我们指出，对于等价的基 > 关于极限的命题总是同时成立的. 

第十一讲 


§5. 柯西的收敛定义与海涅的收敛定义的等价性 

定理 2函数 f { x ) x ^ x 0 时依柯西的定义收敛与依海涅的定义收敛是等价 
的，换言之，当 ： c — 邶时函数按材西的定义存在极限蕴含着函教依海涅的定义沿同 
一个基存在极限，且反之亦然，同时，在两种清况下极限的值是一样的， 

► 1. 设依柯西的定义存在 lim f ( x ). 我们来证依海涅的定义存在相应的极限. 

X― ^Xo 

实际上，根据条件我们有 

> 0彐5 = <5(石）> 0使得 Vx : 0 < — a；oi < 占 

不等式 |/0 t )- il < e 成立， 

设 { x n } 是任意的一个这样的 数列， 当 n — ^ oo 时 In 4 a ： 卩且对于一切 n € 
N ， x n fx 0 . 那么对于任意的5>0,存在凡= N r (6) 使得对于一切 n > 

0 ^ _ «^0 ^ 

由于 d 可以任取，所以对 T *5 = 5( 幻成立同样的论断. 

应该证明，对于任给的 e > 0,存在号码 N { e ) 使得 

Vn > JV ( e ) 有 \ f ( x n )- l \ < s . 

置 N ( e ) = M (价 )) - 那么根据0 < I 〜一吻 I < <5⑷，有 1 /( 一 f | < i 

2,现在来证反方向的 论断. 设对于任何满足条件 J： n — 抑,/吻的数列 
都有当 n ― *■ oo 时, f {^ n ) — ^ ^ 

下面用反证法.设 i 不是函数依柯西定义的极限，遠表明 ; 存在 S > 0使得 

Vt 5 > 0 : 0 < |x — ^：ol < ^ 

且不等式 |/0 r )— 成立 ■ 

考察数列& = \那么对于任何 n 都存在数〜使得: 1) 〜/如 2) - 吻| < 

n 

\而 3) 诸数^组成一个收敛到邮的数列 } 因此，根据依海涅定义 

77. 
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的收敛性，当 n — ^ oo 时有 — L 那样的话，在不等式 \ f ( x n ) -〖1 > e 中取 
极限，我们得到0 = 得的矛盾建立了定理的第二个断言的真确性 . 4 

§6. 关于复合函数的极限的定理 


我们记得,形如 

打⑻= /(" ㈤ ） 

的函数九⑷叫作复合函数，其中/⑼和穿 ㈨ 是两个这样的函数，/⑹的定义域包 
含函数 〆 幻取值的整个集合.函数九 ㈤ 也叫作函数/和没的复合（或者叠合)■写 

h = fog , 

下述定理之成立似应是所希望的：设 lim g ( x ) = lim /( y ) = Z ; 则 

x—^x 0 y—^vo 

lim f ( g ( x )) = L 

譬如说，对于连续函数选个论断是成立的.不过在一般情况下，该定理并不真确. 


例 


那么 



若0, 
若 T = 0, 


5(^) = 0. 


Uni p ( a ;) = 0, lim /( x ) = 0, Vx € K , f ( g (^)) = 1 ? liraf ( g ( x )) = 1. 

尽管如此，下述断言成立. 

定理3设 lim g ( x ) = y 0 , lim f ( y ) = f ( yo ). 那么 

龙一 y—^vo 

lim = f ( yo )- 

X ― ^ Xq 

► 应证明对于任意的 e > 0, 存在 5 = 5(4 > 0,使得对于一切满足彔件 0 < 

| 怎 一 吻丨 < 5的怎 ，有 

1/(咖）- f ( vo )\ < ^ 

往下 ， 对于任给的 e > 0,存在占 i = 5 i { £ ) > 0 f 使得对于一切 y t \ y - yo \ < Su 
有 \ f ( y ) - f { yo )\ < e . 对于选个匕存在 5 = 5 ( S 1 ) > 0 ? 使得对于一切满足条件 

0 < 1工 一 耶| <在的: r ， 有 

\ g { x ) - t / o ! < Si . 

所得到的6就是所要找的.现在对于一切满足条件0 < b - 吻| < 6的： r ， 有 
\ g ( x ) - y 0 | < 5 i . 因此有 \ f { 9 {^)) - /( yo )| < 二 < 
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定理4设 lim 〜= a ， lim /( y ) = f ( a ). 那么 

n ― ►oo y ― 

lim f ( x n ) = f ( a ). 

n—oo 


► 要证的是，对于任意的 e > 0存在 no =叫⑷使得对^于一切 n > n 。， 成立不 

等式 

\ f ( x n )- f ( a )\<£. 


按条 件有： 

1) 对于任意的 e > 0存在& = <5⑷ > 0,使得对于满足条件 \ y - a \< 6 1 的一切 
y 7 成立不等式 

1/(^) - /( a )! < e ； 

n 

2 ) 存在 no =如⑷使得对于一切 n > n 0 成立不等式 


\ x n 一 a | < 5 i . 

置 n 0 = n 0 (^ i ( e ))- 男|5么对于一切 n > no 

x n — a | < 心且 |/( x n ) - f ( a )\ < < 

定理 5 设 lim g ( x ) = yo > 且对于一切属于点吻的某个空心邻域的； r , 有 

X—^XO 

g ( x ) ^ yo , 并设 lim f { y ) = Z .那么 

y—*ya 

lim f ( g [ x )) = l . 

X—¥X0 J 

► 要证的是，对于任意的^ > 0存在4 = J ( e ) > 0,使得对于一切满足条件0 < 
| j ： - 3：{)| < 5的;成立不等式 

1/( ff ( a ;)) - i | <£. 

根据条件有，对于任意的 S > 0 , 存在这样的& = 5 i (^) > 0 3 使得对于一切满足 
条件0 < 匕-训 | <心的 y ， 成立不等式 |/( j /) - f | < £■ 对于确定的 5 i > 0,存 
在知= 5 ( 5 ,) > 0使得对于一切满足条件0 < b _抑丨 < 5 2 的 A 成立不等式 
\ 9 ( x ) - y 0 | <心.此外，根据条件，存在这样的知 > 0,使得对于一切满足条件 
0 < 卜 -: r 0 | < 的 rr ， 成立不等式 g ( x ) ^ yo . 那么，我们取 

5 = mm(5^ y 52{5i{^))). 

我们得到，对于这个量成立所求的不等式 . 4 

现设 f ( x ) 沿着基 B 有极限.在怎样的情况下复合函数咕 ） = f ( g ( t )) 沿着某个 
另外的基 I ?有同一个极限？换句话说，何时在位于极限号之下的函数中允许把变量 
^替换成新的变量（相应地把基 S 替换成新的基 P ) 而保持极限值不变？这里成立 
下述定理. 
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定理6设 lim/(a:) = f. 那么，为了存在极限 

B 

只需在映射 z S ⑷之下，基 S 的每个终端&都包含（完全地!） 基乃 的某个终端 
d 的像 * . 

► 根据函数沿着基 S 的极限的定义，我们有，对于任何^ > 0都存在终端6 = 
b ( s ) ^ B , 使得对于一切 xeb 有 |/( a ：) - l \< e . 

从定理的条件推出 f 存在终端 d G D 使得 p ⑷ C h 因此，对于任何 f e d 

l/(?(0 )— < e ， 


这就表明定理的结论成立 . < 

例1,设 

lim fix ) =1、 x = 

x —¥00 免 

那么 

实际上 s 基 S 的任何终端& = { x ||^| > c}(x ^ oo ) 都完全地包含基 D 的终端 
rf = { t || S | < ^}{ t ^0) 的像. 

.2 ■设 C 


/( 工） = 


1, 若 : p = 0, 
0,若 $ / 0, 


M g ( t ) = 0. 那么 

= 0, 但 J $/(3 ⑴ )=1, 

于是复合菌数有不同的极限.在这种情形, 终端 k 一 0) 的形状是0 < ^ 

但任何终端 d € !> 〆 ={*|0 < | f | <心}的像的形状都是 x = 0, 那么在集 B 的终端 
bs 中不含有基 D 的任何终端的像，从而定理1的条件不满足. 

3■设当$ — a 时 f ( x ) — Z 且当 i — &时 5 ⑷ — a , 同时，在点 & 的某个空心邻 
域中贞 f ) / a . 那么对于复合函数 h ⑴有当 * — &时; 

实际上，基 z — a 的每个终端都是点 X - a 的某个空心邻域.然而根据条件当 
* — 时 p ( t ) — a 且 g ( i ) / a ， 这个邻域包含点 t = &的某个空心邻域在映射 a = 5 ⑷ 
之下 的像. 于是，此处定理1的条件成立，因此当 f — &时⑴而这就是要 
证的， 

所证的定理适用于计算函数的极限. 


-无 穷小函数的阶 


39 


4 当 


x 


0时 


/㈤ 


P + 2$ 十 1 

X 3 + X + 1 


0 2 + 2 . 0十 1 

0 3 + 0 +T 


5. 当 z — 2时 


/⑼ — 


2 2 + 2 ■ 2 + 1 


23 + 2+1 


11 


6.当 


co 


时 


/㈤ 


1十$ + 4 
X 


1 + 



X 2 X 3 


§7,无穷小函数的阶 

定义 S 设 c ( x )^( x )^( x ) 都是沿着基 S 的无穷小函数，而且在基的某个终端 
上 j 3( x ) _ 0. 那么，如果 a ( x ) 表成形状 

= P { x )7( x )^ 

则说 tt (： r ) 比 (3( x ) 有更大（或更高）的无穷小的阶+ 

定义9无穷小函数和 /3( x ) 称作是等价的（沿着基 S ), 如果差 

5( x ) — ck ( x ) — /3( x ) 

有比 ct (: c )( 或 0{ x )) 更高的无穷小的阶 . 此时记 a ^ (沿着基 B ). 

命题11下述断言 等价： l ) a -/3 (沿着基 S ) ; 2)^-1 (沿着基 S )， 音〜 1 ( 沿 
着基 S ). 

► 1) 根据条件6 = 0有比 a 更高的无穷小的阶，即 *5 = « 7 ,其中7是无穷小 

函数. 因此,/3 — a - 5, 


a — 5 oc(l _ 7 ) 


a 


1 — 7 — 1 


2) 反方向的结论类似地可证. 


定义10设函数 g ( x ) 在基 S 的某个终端上不取零值. 

L 若函数 h ( x )^ ^ 终极有界（沿着基 B )， 则记 

9(^) 

f ( x )^0( g ( x )) (沿着基 S ). 

读作： 沿着基/是大内，也记作/ ㈤ 《 g ( x ) (沿基 B ) 在 f { x ) < g [ x ) 《 / ㈤ 的 
情形，说函数/卜）和 9(^) 沿基 B 有同祥 的阶. 



- 60 - 


第三章函数在 一点处 的极限 


2. 若函数 h ( x ) 是无穷小函数，则记 f ( x ) = o ( g ( x )) 且读之为/是小呼 

3. 若存在数 <5 > 0,使得对于基 S 的任何终端&都找得到 x eh 满足1^)| > 
<5 > 0, 则记 

f ( x ) = Q ( g ( x )) (沿基 B ). 

读 之为： /是欧米伽 j (沿基 

4 ■当 ； e — 0时函教 f ( x ) 0( x m ) 叫作是 m 阶无穷小函数 - 

记号 0( g ), o ( g ) r Q ( g ) 是由朗道 （ E . Landau ) 给出的，而记号》«”是维诺格拉多 
夫 （ M . M . BKHorpa ^ oe ) 引人的. 


例 1- 当 x — ^ oo 时有 
2.当 a ; — oo 时有 


x + I 

: r 十 2 


= 0 ( 1 ). 


Binx 

x 


= 0 ( 1 ), 



3. 当; r — ^ 0+ 时有 — x 〜 yfx , 

4. 当 ; r — ^ + oo 时有 — x ^ — x r 


第四章函数在一点处的连续性 


第十二讲 

§1. 在一点处连续的函数的性质 

定义 1 函数 f ( x ) 叫作是在点仰处连续的，如果下述等价条件之一成立： 

1 ) > 0 35 = S ( e ) > Q\fx :\x - X (}\ < S ^ |/(^) - f (^ o )\ < 

2) lim f ( x ) = f ( xo )； 

X — 

3) Lim f ( x ) — /( lim x )\ 

x ^ Xq a?—►xo 

4) f ( x ) — f { xa ) + a ( x ), 其中 a ( x ) 当 ic — 邱时是无穷小適数， a { xo ) — 0; 

5) 对于任意的 s > 0, 有：点 /(抑）的 e 邻域包含点邱的某个邻域（在映射/ 
之下）的像. 

这些定义的等价性由早已证明了的关于极限的定理推出 - 
定义2函数叫作是右连续的，如果 

/(^ 0 +) = lim f ( x ) = /(^ o ); 

尤 — ^0+ 

f { x 0 ~) ^ lim f ( x ) = / Oo ). 

X ― — 


是左连续的，如果 
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命题 1为使函数 f { x ) 是在点； r G 处连续的，必须且只需它既是右连续的也是 
左连续的. 

► 必要 ^若 f( X ) 连续,则当 : T — 时 f(x) f(Xo)^ 这表明，对于任意的 ^ > 0 
存在 <5 = 5⑷ > 0,使得对于一切 x ： |^ - xo | < 成立不等式 ㈤ 一 /($ o )| < £:-那 
么， 对于一切 x : -6 < X - xq <0^ l / Or ) ™ /(抑)| < 即 f ( x ) 左连续-右连续性类 

似地得到. 

充分性函数 f ( x ) 当 r — 邱时右连续且左连续.那么 

Ve > 0 彐心= 5i(e) > 0 Vir : 0 < x — Xq < Si ^ 1/(3；) - f ( x Q )\ < 8] 

35 2 = S 2 (^) > 0 \fx : —5^ < x — xq < 0 ^ |/( x ) — /(吻）| < c 

取 J 那么对于 一 切 ; k : \x - a ； o | < 6有 |/(^) - /(^ o )| < 于是 /($) 在 

点: Eq 处连续 . 4 

例设函数 f { x ) 在闭区间 [ a ，&] 的每点都连续,那么函数 

F ⑻二 Z Cnf { n )- f ( x ) Y , ^ 

a<n^x a<n^x 


同样在闭 E 间 [a y b\ 的每点都连续（在闭區间的端点处的连续性理解为右连续或左 
连续)， 

其实我们有：函数 F(x) 在 ; c = 邱 处连续， 其中邮 不是整数，这是因为在送 
个点的某个邻域中 E c n f ( n ), A ( x )= 〜都是 常数. 设抑是 整数. 

a < n ^ x o < n ^ a ? 

那么 

F ( x q ^) = lim F ( x ) = V ^/( n ) - f ( xo ) V c ,, = F ( x 0 ), 

X —^ Xo ^ ^ ^ 

a < Cn^xo o < n ^ a?o 

F{x q -) ^ lim F(x) = y2 - f{x 0 ) ° n = F (抑)- 

X ― ^3?。一 f — U 

a<n^a：o —1 a<n^a?o — 1 

根据上面的结论，函数 F ( x ) 在点 x = ^ 0 处连续 * 

连续函数的性质从相应的极限的性 g 推出. 

设函数/ 和 5都在点 X 。处连续.如么在点; T 。 处有： 

a ) 对于一切 e R ， 函数 q / + C2S 连续； 

b ) 函数加连续； 

c) 若 9 (x 0 ) 笋 0 贝 y Z 连续； 

d ) 若 /( x 0 ) 一 0 则存在 6>0 使得 


f ( x ) f { xo ) > 0 Vx e { i：o — 6, x 0 + S ) 


S 2. 初等函数的连续性 


■ 63 * 


(即函数 f ( x ) 保持符 号)； 

e ) 函数 /( x ) 在点 aco 的某个邻域内有界； 

f ) 若 f { x ) 在点 x 0 处连续 ， 3 ( j /) 在点如= f ( x 0 ) 处连续 ，则 / i ( x ) = g ( f ( x )) 在 
点吻处连续. 


§2. 初等函数的连续性 


我们来列举一下初等函数. 

1* P { x ) -多项式， P { x ) = OQX n + ■ ■ ■ + On. 


2 . 有理函数 f ( x ) = 1^1，其中 P ( x \ Q ^) 是多项式. 

3. 指数函数 f { x ) = a x , a >0 : a^h 


a Ln 2 


4. 幂函数 f ( x ) — x a 

5. 对数函数 f ( x ) = log a > 0 ,a ^ 1 + 

6 . —切气角函数， 

7. 所有这些函数的一切可能的复合函数. 


在初等数学的范畴内，只研究这些 函数， 所以它们叫作初等函数，这些函数的函 
数性质的描述本质上凭借指数函数,幂函数，对数函数以及实变量的正弦（咖）和余 
弦 (cos) 函数的定义*应该说，在初等数学课程中所列举的函数的性质的确立,基本 
上是描述性的 f 是从算术的和几何的观察出发的 • 在数学分析课程中，这些函数主要 
是用以作为应用一般理论的材料，而且我们似乎可以停留在已经具备的“朴素的”观 
点上.不过，数学分析的工具使我们能够给一切基本的初等函数作出完全严格的定 
%、 在研究了单调函数的性质之后，我们将立即给出指数函数，对数函数和幂函数的 
严格的定义.三角函数的情况稍许复杂一些，因为它们的定义应该依赖于圆弧长度 
的概念以及幂级数的概念.我们暂且把严格的定义放置一旁而凭借基本的函数性质 
来证明函数 y = a x 和 y = sim 的连续性- 

命題2在任意一点判处，函数 y = # 都是连续的 ■ 


► 设 a > 1. 要证明的是，对于任意的^>0,存在6 6⑷ > 0. 使得对于一切满 

足条件< 6的 A 有 e ， 也就是说 la 1 -^ -11 <訊-如我们 
看到，可以限于 ei < 1的情形.我们取数心= 5 i ( ei ) > 0作为 S (6 ) y 使得从不等式 
\x — a；ol < 推出不等式 | a x_a；D — 1| < fi . 下面令 5( e ) = S \(£ i ) = ^ . 

我们有 一 5i < r — to < 心.由于 a > 1 ， 那么 


a _& < a x ~ Xo < a Sl , 

a— 心 一 1 < a x ~ Xo - 1 < a 51 - 1. 
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首先我 们证明 A — 1 < h 令 


N 


a 

■ 



^1 




fl * + £i 
ei 


—+1 > — 
Si 1 Bi 


那么 - h ， 即 ^ 『由于 


(l + et )^ 1 + JV^i > 1 + q — > a , 


所以 


1 + e：i > > a s 


由此推出 


a Sl -1 < ei , a ~ s ^ > —— = 1 - — ^― > I - Si 


+ 芑 1 


l + ^i 


最后我们有 


因此， 


X —*0 


- e r < a~ Sl - 1 < — 1 < — 1 < q ， 

1 \<^ 这就证明了 f ( x ) = a " 在点: to 处的连续性 


► 


命题 3 洛数 f ( x ) = sin a ; 在点； ro 处连续. 
我们记得 | sin ： r | <卜卜于是有 


jsina ： - sin ： i：(]| 二 2 sin X ^ X ° cos X ^ 2 X ^ X ° 


k -^ o | 


那么，对于任意的 e > 0 } 



5 ( e ) = £l 就得到 


I sim — sin xoj < b Vx : — a ： o| < ^ 


因此， 函数 f ( x ) = aina : 连续 ■ 
这些命题可以写成 这样: 


sinx = sin xq + a(x )， f 十 


其中 a { x ), l 3 ( x ) 当 : r — 吻时是无穷小函数 ■ 

实际上，当$ — 0,即邱= 0时，成立更精确的关系式，人们称之为美妙 极限: 


sma? . e - 

-〜1，- 

a ; x 


这些极限用来进一步研究初等函数的微分性质. 


§3. 貧要的极限 
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第十三讲 


§3* 重要的极限 

命题4下述关系式 成立: 


X 


a ) Urn ( 1 + — 

x—^oo \ X 
、 r ln(l + 工） 1 

c) lim — ^ - 1 = 1 

a;— nO 


e 


b ) lim(l + x ) 

x^O 


e 


X 


P M — 1 

d ) lim - 

35—^0 X 


a ) 先考察 ^^+oo 的情形，根据指数函数的单调性，成立不等式 







[ U<u 


W +1 



[工] 


而我们知道 


lim X + 


n 



n 


二 e_ 


由此 


以 1 n + 



n ， 1 \ n +l 

e , lim 彳 1 H — I = e 


n 


n 


即成立断言 


Ve > 0 3 Ni = JVi (^) : Vn > N \ ^ 


n 



n + 


e 


< £ 


3 N 2 = : Vn > N2 =^ 


n+l 


+ i ) _ e 

n / 


< £. 


那么当 n > m ^ c ( N u N 2 ) 时有 


e — e < i 1 + 


n+l 



<e + e : 


6 — 6 < 


n / 


\n+l 


< e 十匕 


若 a : > 1 +贝似(叫，见） = iV ， 则 ㈣ > raax ( iU 2 ) = N — 1， 因此，对于 x > N 成 

立不等式 


e — £ < 1 + 




Vt) 


[疋] / 1 \ ^ 

< f 1 + - <11 + 


[ y+i 


X 

J 


< e + £. 
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于是得到 


^e>0 3N:^x>N=^ |^1 + - J -e 


这表明当 x — > H~oo 时^1 + ^ 


― ^ 


现考察忑 — 

的定理6,我们有 


oo 的情形 . iy = — x . 那么，使用第三章的关于复合函数的极限 


lim 

穿一 H-oo 

lim 



lim 

+oo 




lim 

鉍 —+oo 


1 + — 
X 


把 I 4 +oo 和 T 4 -oo 两种情形合起来，就得到关系式 


lim ( 1 + 


结论 a) 获证. 


b) 为证关系式 lim(l + oO* =e 也使用第三章的定理6 .置； r = \ 得 

x—^0 y 


e = lim 

y — 


+ 




X 


c) 由于当 a; 0 时 


( 1 + 


所以，从函数 y 


的连续性和单调性推出， 


lim 

j：—n 


lll(l + x ) 


d) 再次使用关于复合函数的极限的定理，置 


g ( x ) — e x — 1 — ^ 0 当 a; — 0时， 

f ( y ) = to(1 + y) -1 当友 — 0时， 

V 

此外并置/(0) = 1. 那么有当 x — 0时. f ( g { x )) = 由此推出结论 d). ^ 

e x — I 

命题 5 lim —=;l 

x — X 

► 对于0 < z ^考察单位圆的枝为： T 的弧所对的扇形，以及两个三角形，其中 
一个内接于此扇形，而第二个是包含此扇形，与扇形有公共角以及有公共的位于横 
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轴上的边的直角三角形.比较这些图形的面积就知道 sm ^ < ^ < 由此得 

到 QOSX < < 1. 此不等式是哭于偶函数的，所以对于0 < ㈣ ^成立.由于 

cos ^ 是连续 I 数，所以根据在不等式中取极限的定理， 

Binx 

Iim -= 1, < 

z—►O X 

我们来考察计算极限的例子 . 

例 1, + 

35—^0 X 

(1 十 x) a — 1 e a iri ( 1+x ) — 1 e ax + o ( x ) _ ^ 1 + ax + o ( x ) — 1 

XXX X 

—a + o ( l ) a 当 ; c — 0 时. 


这个方法叫作是无穷 小函数的等价代换. 


2. Iim 

iP— 0 


1 — COSX 
X 2 


1 

2 




=备+ 0 ⑴. 


同 样地： 

1) (1 十 x) a = 1 + ax + q(x) 当； r — 0; 

2) cosx = I — ^ x 2 + o(x 2 ) 当 ; c — 0; 

/ T \ n f 丄 j lim 

3) 11 m (1 + -) ^ lim ((1 + 〜卜) =e —〜= 

n^oo \ n / n—^oo K / 


§4 +函 数在集 合上的 连续性 

* 

定义 3函数 f ( x ) 称作是在集合 A 上连续的，如果它在任何一点 xeA 处都 
连续. 

如果并非集合乂的每点都连同它的一个邻域一道含于4中，则此定义要稍加 
修改， 

定义 3' 函数 f ( x ) 称作是在闭区间 [ a y b ] 上连续的，如果它在每个满足条件 
a < x 0 < b 的点抑处都连续，在点 a 右连续且在点&处左连续. 

定义 4函数 f { x ) 在集合 A 上称作是： 

a ) 非减的 （/ T 在^4)，若对于 一 切 a , & € A , a < 6 有 

/( a ) ^ /(&)； 

①直接得到的是 sin it < x < tana - 译者注 - 
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b ) 非增的 （/ _[ 在若对于一切 e 木 a < &有 

/⑷ > m ; 

c ) (严格）增的 （/ TT )， 若对于一切 a，b £ A , a < &有 

/⑷ < /(&)； 

d ) (严格）滅的 （/ ii )， 若对于一切 a，b e A，a < 6有 

/⑷ > /(&). 

若函数在乂上非减> 或非增，或增，或减，则说它是 A 上的单调函教. 

定义5若函数/ ㈤ 在自己的定义域中不 在点抑 连续，則它叫作是在 点恥处 
间断的.点: c 0 M 作是 f ( x ) 的间断点. 

定义6点： c 0 称作是函数 f ( x ) 的第一类间断点，如果存在有限的极限 
lim /㈤ 和 lim f ( x )^ 在相反的情形，函数 f ( x ) 的间断点叫作是第二类间 

X—KEO+ : t — 一 

断点. 

例 l.y = h > 在整点处发生第一类间断. 

2. y = sin i 在点利= 0处发生第二类间断(考虑两个数列=丄，如= 

x \ nn 



定义7在点； c 0 处的第一类间断称为是可 去的， 如果存在 lim / Oc ) = i 而 

3 C—►XO 

' ♦ /( 无 0)- 

如果重新定义（或也可能要补充定义） f ( x ) 在 ; r =卻的值力 f ( xo ) ^ /( x ), 

则此间断即被去除.若函数 m 并不曾在1二: r 0 处定义而当时 l 
则也说发生可去间断.在相反的情形下,第一类间断叫作是不可去的. 

定理1 (关于闭区间上的单调函数的间断点）设函数 / Or ) 在闭区间[% 6] 上单 
调， 那么，它在此区间内只可能发生第一类间断，而且，对于一切甸 e { a ，&] 有 

lim f ( x ) — inf f ( x ) — lim f ( x ) = $up /{ x ) = h ^ /(^ o ) ^ hy 

Z—►XoH- X>XQ X<Xo 

如果 f { x ) 不减，而若函数 f { x ) 不增，则 

lim f ( x ) — sup f ( x ) — li , lim f ( x ) = inf f ( x ) = l2 } h K f (^ o ) < ^ 2 * 

2T-+XO+ X—^XQ— X<X 0 
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► 仅考察函数 / b ) 在上不减 （/ 丨）这一种情况.其他情彤可类似地 考察， 
在这种情况下来证明定理.我们有 


lim f ( x ) 








类似地可得 


lim f { x ) = sup f { x ) — 12 - 

X-^XO- X<Xq 

由于 h 是函数 f ( x ) 当 r > 邮时的值的集合的下确界,所以： 

1) Wx > Xo f ( x ) ^ i L ; 

2) Ve > 0 3 xi > x 1 使得 /( a ； i ) < h 

根据是一个非增函数,我们有 

: xo < x ^ xi ^ ^ f ( x ) < h + a ^ 

因此， fi 二 lim f ( x ), 还有，数/(抑）是 f { x ) 当 : r ：> o ： o 时的下界，因此 f ( xo ) ^ / i ， 
类似地，因此， 

定理2 (单调函斂的连续性准则） 设函数 /($) 定义在闭区间上并且单调. 
那么，为使它在此闭区间上连续，必要旦充分的是对于任意的/ 6 [/ ⑷，/ ㈨ ]，存在点 
xq ^ [ a , b ] 使得 f ( xo ) = I . 

► 我们仅考察在闭区间上的非减函数/(4的情形 - 

必要^任取一数 i e [/ ⑷，/⑻] • 考察使 f ( x ) ^的点 X 的集合 X = { x}c 
[ a ,6], 并令仰 = infX . 那么，由于 f { x ) 是一个非减函数，有 

lira f ( x ) — inf f { x ) = L 

3：-^0+ a ；> Jf 0 

当 ; r < 怎 0 ( 如果 Xo / a 的话)， f ( x ) < L 由此 

lim f ( x ) = h ^ l 9 

X'^Xfi — 


即 G L 

如果函数 /( x ) 在上连续，则它在点抑处连续，即 h = h = /( xd ). 因此 

I 二 h = h = / ㈣ )- 

而若邱= a , 则 f ( a ) 那么从 f ( x ) 在点处的右连续性推出/⑷= 

这表明丨= /( a ) = 

充分性反证.设函数 f ( x ) 在点邱处发生间断，且 /( Z ) 在 [ a ,&] 上不减 . 那 
么，对于值 “ = lim f ( x ) } l 2 - lim f { x ) 成立不等式 h < k 且 h S f ( x 0 )^ h . 

3 ； —^a ： o+ X—►Xo-^ 

取 k (/ 2 , h ) 且/一 /( x 0 y 我们有： 

l > /( x ) 当 $ < n I < f { x ) 当 ; r > a: 0 ，l # f ( x ) 当 a : = a ； o - 
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这说明，函数在 [ a ， b ] 上不取值 L 从而得到矛盾 . < 

定理 3 (关于反函数） 设函数 y 二 f { x ) 在闭区间 ^6] 上严格增且连续.那么 
存在定义在 [/( a ) J (6)] 上的严格增且连续的函数 2 : = g ( y ) } 使得 g ( f ( x )) = 也就 
是说分=/夂 

^ L 映射/ :[仏 &] — [/ ⑷， f(b)} 是单射，其中 [ a 』] = Ji ,[/( a ), /洲= J 2 , 即，/是 
嵌人换句话说，对于任何点 A /奶有不等式 /(X,) / f(x 2 ). 

% 映射/是满射，即覆盖.此事之真确是根据定理2,它断言对于任何 Z e 

存在耶 e [ aj 使 /( xo ) = I 因此, / 是双射，即 / 建立了 A 和心 
之间的一个双方单值对应.那么，存在逆映射 1 即反函数 z = g ( y ). 

1) 这个函数5是单调增的，因为若 〈於 ，则 9{ yi ) = x l 7 g ( y 2 } = a ： 2 , 并且 

f { xi ) — Vi f { X2 ) = 由此可见 3：1 < 心，因为 f { x ) 单调增 ■ 

2) 这个函数 Wjz ) 取遍 h fr ] 的一切值，因为对于每个 x e h 礼存在&使 5( y ) = 
x f 且此 y 就是数 f { x ). 由此，根据定理 2 知函数 g { y ) 在闭区间 J 2 上连续. 4 

使用上面证明的关于单调函数的定理，我们重新转来研究初等函数.首先，我们 
注 意到， 对于自然数 m ， 函数 f ( x ) x _- x 是连续的且当 x ^ 0时是严格 

m 次 

增的. 

实际上，如果 a > 6 > 0,那么 

> a^b > a m ~ 2 b 2 > … > ab ^- 1 > 

、 

而函数 f ( x ) = 的连续性从它是 m 个形如 y = x 的连续函数的乘积这一事实 

推出. 

根据定理3,对于一切 t > 0,此函数存在反函数 g ( x ), 它也是连续且严格增的. 
对于这个函数 t 正像从初等数学课程中已知的，使用记号 g ( x ) = ^ 标记之,且称之 
为开 m 次方根运算.现固定 z > 0和 h 然数 m , 来考察数 y = ♦一硕' 那么 

y m = x , y mn = 由 此得到 ( y n ) m = 之 爪和 W =万， 即 （ 这 

表明，开整数阶方根与整数阶乘幂的运算可交换次序,且对于数 z 可使用形如 z 二以 

和 Z - 1 = X -念 的 记号. 

现设 r = ^和 n = #是有理数，其中 a , ai 是整数而是自然数.置 

0 Pi 

d = x ^ 7 我们有 


X 


r x Tl = d abl d aih = d abl ^ aib = x"^ 1 ' 


X 


r+n 


类似地得到 

(x r ) ri = (<T bl }^ - d aa ^ =x^ = 

因此,对于固定的数 T 的有理数次幂成立着与它的整数次幂同样的函数关系式. 
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往下，使用前面的记号，设 r > ~且 a ： > 1 - 那么 ， d > l,abi > a x b K > 


d aib , x r > x r K 


因此，对于 z > 1，当有理数 r 增加时， af 的值随之增加.往下设 z 


先前已 


对任意的自然数&得到不等式 


1 + 


I) 


t+i 


< e < 1 + 


由此推出 


击 < 1 + 了 < e 去. 


经明显的变换之后 7 得到 


^ < 1 + - 


Fit > 1 


6 + 1 


b + 1 


m 


下面，设 | r | < 1且 r = ' 那么 H < n . 使用伯努利不等式，我们求得不等式 

n 





)H ^ i ± 


^ 1 + r . 


由此，在 0 < r < 1 的情况下我们得到 

e — > 1 — r ， e r < 






1 + 


1 — r 


现设 a 是无理数且有理数 n 和 n 满足不等式 n < a < r 2 . 那么，如果 { n } 是由 
条件 n < a 确定的一切有理数 n 的集合 s 那么对应于此集合的数集= { e 〃} 以 
数 P 为上界.因此，存在数 T1 = sup { e ^}, 根据对于集合 M 2 = { e ^} 的类似的考 

ri<a 

虑，知存在数 72 = inf { e ~}. 

T 2 >Ci 

我们来证明，其实成立等式= 72 . 为此，首先注意每个数 6 ^都是集合的 
上界，同时7:是此集合的上确界.因此，对于任何72 > a 都成立不等式71 < 
这表明， 71 是 集合购 的下界.但因％是此集合的下确界，所以 S 72. 


现选择满足条件 


[ct] < ri < tv < r 2 < [a ] 十 1 


的某些值 ri 和 r2 . 那么成立不等式 

e rL < 7 i < 72 < ^ < e ㈣ 十 1 


0 ^ 72 - 7 i ^ ^ 


r2 _ «ri _ 


1) ^ e la3+1 j 


r 2 — r ! 


(n - n) 


但由于数 72 _ 7 i 是固定的，而数72 - 7 i > 0可以任意小（例如，作为 n 和 r 2 可以 
选取数 a 的任意的过剩的和不足的舍人值 © )，所以72 -71 = 0,即 71 = 72 .把指出 

①舍人值已在第一章&3定义 G 中告义,若 r 是 a 的 n 位不足舍人值，则 r + 10- ” 叫作 a 的 
n 位过剩舍人值——译者注+ 
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的量 7 x ~ 72 = 7取作幂#的值，也就是说，作为定义，令 7 = 1 送样 

我们就对一切实数值 T 定义了函数 y 

剩下的事是证明这个函数是严格增的，且满足形如- Pi + n 的函数方程 . 

首先应该指出，由定义推出，若 n < a < r 3 , 其中 n 和 r 2 是有理数，则 e Fl < 

P 那样的话，若《 < ^则在开区间（％奶中存在有理数〜使得不等式 

e « < e r a < e /3 成立 

这样 一来， 函数 y = #的严格单调性就建立起乘了，现设+仏我们注意 
到，如果/ X 是有理数,则在这种情况下对于有理数 n 和 r 2 有 

= sup e ri — inf e r2 . 

n<^ 

这个等式的证明本质上是重复上面已对无理数 p 进行过的讨论. 

现在把有理数 n 表示成 n - ^ 其中 ri < a ， < ^ 而数 r 2 表示成 
V 2 — r f 2 + r r 2 , 其中 4 > ct ，4 那么将有 

e ri = e r i + r 2 < = e r 3 ， e rt < < e r3 . 

由此推出 

h ^\ e ^- e ^ e^l < - e ri , 

然而先前已然 证明, 该不等式对于一切满足条件 r x < /x < r , 的有理数 n 和 r 3 都成 
立，紧跟着就推出 h = 0 . 换言之，这就表明 

e " = e a ^ 0 = 

由此，先前在整个实数轴上定义的函数的全部所需的性质都已完全获得证实, 
那么， 对于把实数轴1映成射线（0 3 + oo ) 的函数 f ( x ) = e 1 , 存在反函数贞4 ， 
它把射线 （0，+ oo ) 映成全实数轴.这个函数叫作自然 对数， 并记作： ffOr ) = 它 
是处处连续的，严格增且满足条件: z 二 e 1 ^. 由此 ， 我们有 

e ln ^ y) ^xy = e lnx e lny - 


因此成立等式 

ki ㈣ ） = = birr + hiy. 

这就确立了函数 y ^\ nx 的基本性质. 

我们来考察幂函数？/ = f ， 其中 : r > 0,对于有理数值4其性质已然在定义指 
数函数时描述过了. 顶若 a 是无理数，则此函数可由等式# = 来定义，此时, 

它的一切初等性质都从指数函数和对数函数的已经考察过的性质推出. 

这里，再次适时地强调指出，在课程的本部分不讨论三角函数的性质的严格理 
论依据. 

我们来考察几个应用上面所证明的定理的例子. 
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例 1. 函数 y = arcsin x,y — arccos = arctana : 在它们的整个定义域上是连 
续的.这个论断是上面所 ® 的定理的直接结果. 

2. 存在唯一的函数工= x ( y )( - oo <y < oo ) 满足开普勒方程 

x — £sinx — y (0 < e < 1 )* 


实际上 

1) 函数 y ( x ) 单调增，因为对于 a > $2 


yi 




怎 1 一怎 2 一 £{sina：i — sina?2) 


Xj — X2 — 2 s sm 




2 


X2 Xi + X2 
一 COS --- 


2 ^ in cOS El + ^ 


2 


2 I 


< 2 e 


Xi — X 2 
~2 


办 1 -工 2)， 


m — V 2 > — ^)(^1 -^ 2 ) > 0 ； 


2 ) y(x) 


X 


Esmx 


是连续函数. 


根据定理3,由此推出,在任意的区间 a < y < &上存在唯一的连续函数 x ( j /) 满足开 
普勒施 
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§5. 闭区间上的连续函数的一般性质 

定理 4 (关于函数之取零值） 设函數/(岣在 K &] 上定义且连续，而且在此闭 
区间的端点取异号的值，即 /( a )/(6) < 0. 那么存在 ce ( a ,6) 使得 /( c ) = 0- 

► 使用波尔查诺的方法.以中点 A = 等分区间= [A &]. 若 /( A ) = 0,则 
已 诬完. 若不然，则 f ( x ^) 或与/⑷异号或与 /(&) 异号，用 A 代表两区间和 
[ Xl , b ] 之中那个在其端点处/⑻取异号的值的区间.现在用 A 的中点 h 等分 A ， 
并取其中一个为 J 2 使在其两端 / Or ) 取异号的值.继续下去就得到一个嵌套闭区间 

列3 七 D …. 这是一个收缩闭区间列，因为人的长度心=条当 n — ⑺ 
时趋于零.设仙是这些闭区间的公共点.那么， 若凡二 [ anM ， 则查 n — oo 时 

% 4怎0且 — 工0,于是，当 n — oo 时 

/(tin) — /( x 0 ) 且 /(&71) — 

由于 fMKK ) < 0 5 所以 = f 2 ( xo ) ^ 0. 因此， f { x Q ) =0* < 
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定理 5 (关于连续函数的中间值） 设函数 /㈤ 在 [ a , b ] 上连续， f ( a ) = f ( b ) 
并设 c 是任意一个满足下面条件 的数： 

a P , 若 a ^ 

/? < c ^ a , 若 p 

那么存在点怎 0 G [ a , b ] 使得 /( j ： a ) = c . 

► 考察函数 fif ( x ) = /(3 T ) - c . 若 〆 a ) 或 〆 6) 等于0贝！ J 3： 0 = a 或 rr 0 = L 而若 
5( a ) g (&) 笋0,则 g ⑷与 5( b ) 取异号的值,根据定理4,存在点: r 0 € [ a ， b ] 使 g { x ^) = 0, 
由此 /@ o )= c . 4 

定理 6 (关于连续函数的有界性） 在 [ a ，6] 上连续的函数在此闭区间上有界. 

► 用波尔查诺的方法进行证明，假设相反，即设函数 f ( x ) 无界.那么以中点划分 
闭区间取 f ( x ) 在其上无界的那半个闭区间为 Jl 再以中点划分 A 且 
取 f ( x ) 在其上无界的那半个闭区间为我们有 

Jo 3 J\ D Js D k ■ * D Jn D -- 

得到一个收缩闭区间列，设邱是这些闭区间的公共点.在处函数 f { x ) 连续.取 
点 X 。的邻域 5(1), 使在6⑴上 \ f ( x ) - f { xo )\< l . 那么 

1/⑻ | = \(f{x) - f(x 0 )) + /Oo)K 1/⑻- fM\ + 1/(^ 0 }| < 1 + \fMl 

于是函数 fix ) 在点抑 的 邻域上有界. 由于 > 0,所以 只要几 的长度 

心=< S ( l ), J n 就整个含在此邻域中，而那时 f ( x ) 就得在闭区间人上有界， 
这与 { Jn } 的构作相矛盾 ■ ， 

定理 7 (关于连续函数之达到上确界和下确界） 闭区间上的连续函数达到上确 
界和下确界，即 


3 a：i ^ [ a , b ] 使得 sup f(x) = f{x x ), 

x 色 hb] 

3^2 ^ [a^b ] 使得 inf f{x) = f{x2) - 

我们仅对 su P /( x ) 证明定理，因为对于 inf / ㈤ 的情形可以考虑函数 h{x ) = 

► 用反证法-设 A = sup f ㈤， 而对于一切 X e [ a , 6] ^4 ^ /( ar ), 那么，对于任意的 
x r A > f(x). 那样的话,— f(x ) 是连续函数且对于 一 切 : r e [ a , b],A - f(x) > 0 , 

因此，函数#⑷=^ ^ ,同样连续.那么根据定理 h 函数沒⑻有界.而这 
表明，存在 B >0 使得 


A - f(x) 


< B . 


由此， 


S 0. — 致连续的银念 
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A - f { x )>- } /( x )< A --, 

即数 A - $ 是 上界， 而它比 A 小.但这与 A 是最小上界矛盾 . < 

因为闭区间上的连续函数 f ( x ) 达到上确界和下确界，所以乂 = supf ( x ) 叫作 
f ( x ) 的最大值，而 S = inf /{^) 叫作 f ( x ) 的最小值,并记 

A = max /( x ), B = min f ( x ), 

x€[aM x€[^b\ ； 

_ 

例 设函数 f(x) 在闭区间 [a 7 b] 上连续,并设 a<x 1 <x 2 <-^<x n = b, 那么 
存在< e ㈤ 6] 使得成立等式 

f (0 = 一 （/(怎1) + 1 (^ 2 ) 十"，十 

71 

实际上，设 m = min (/(; ri )，/ OE 2 )，/( a? n ))，M = mKK ( f ( x ] L ), f ( x 2 ),- ^ y 
f ( x n ))- 那么 

m ^ -(/(^ i ) + f {^ 2 ) + " ■十 f { x n )) — A < M . 

n 

因此，根据关于连续函数的中间值的定理5,闭区间 [ m , M ] 属于函数 f ( x ) 的值域 ■ 
于是存在点 f e [ a ，6] 使得 /(O =九这就是所求的点. 


第十五讲 


§6. 一 致连续的概念 

我们写出给定在集合 X 上且在点 xo € X 处连续的函数的 定义： 对于任意的 
e > 0^ 存在送样的 5 — <5(^} > 使得对于 一 切 x € X 只要 b - : i ： g | < 6就有 

1/ ⑷ — /( 工 g)| < & 

一般说来，对于固定的5>0,在每点别处有自己的5 ㈤ 的值，也就是说, 5⑷ 
与如有关.此事可用记号写成:= S ( e , x 0 ). 

如果是迭样，对于任意的^>0和任何点吻 e X ，量5 ⑷与抑 无关，那么函数 
f ( x ) 叫作是在集合 X 上一致连续的. 

我们以等价的形式更明白地写出这个定义. 

定义8 函数 fix') 叫 作是在 X 上一致连续的，如果 Ve >0,36 = S(e) > 0,使得 


VXi y X2 e x ： \xi — X2 \ < S |/(^ l ) /( X 3 )l < e . 
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第四章函数在_点处的连续性 


定理8 (海涅-康托尔定理）在闭区间上连续的函數在此区间上一致连续. 

► 用反证法来证.设函数 / Or ) 在上连续但不一致连续.那么 

考察数列 S ^ 6 n = ^ 那么对应于每个 n 有一对点 a n 7 仏，使得 

!^ n - Pn \ < |/( a „) — f { P n )\ 

n 

数列和 { m 都是有界的.根据波尔査诺〜魏尔斯特拉斯定理，从中可 
取出收敛的子列 { a nk }. 那么当 Jt — oo 时如 * — 邱 e JT 二 [ a , b ]. 还有 



因此 7 n fc = -凡，是无穷小 数列， 于是当 A : — oo 时/ n 那么当 k^oo 

时，奸 = /(a^jt) — > /(ar 0 )^fc = f{S3 nk 、一 f{^o)y 从而当 A ： — oo 时 ， h = |奸 一 z k 卜 0, 

但这与 h = 1灿-办 | e 相矛盾，因为在这个不等式中令 k — oo 取极限就得到 
0> e 7 这是不可能的 . ， 

康托尔定理对于不必是闭区间的集合 X 可类似地证明，只要集合 X 是有界的 
且含有其一切极限点. 

§7. 闭集和开集的性质，紧致性.紧致集上的连续函数 


定义9点集（在实直线上） M 作是闭的，如果它含有自己的一切极限点， 

我们记得， x G 是集合 A 的极限点，如果在点抑的任何邻域中都存在集合 A 的 
无限多个点（点仰自己可以属于也可以不属于 4). 

定义10集合叫作是开的，如果它的每点都含在该点的一个全由此集合的点组 
成的5邻域内. 

例 开区间是开集而闭区间是闭集 I 

定义11有界闭集（在实直线上）叫作是紧致的， 

1 

命题6 a ) 若 A 是闭集则乂 i = RV 4 是开集 - 
b ) 若 B 开，则氏 = R \ B 闭. 

► a ) 用反证法.若存在 aGA ^ a 的任何邻域都不全由的点组成，那么在点 a 
的任何邻域中都至少含有 A 的一个异于 a 的点，从而含有4的无限多个点.于是 
点 a 是集合 A 的极限点，从而根据4的闭性， A 但是 a € Al 发生矛盾. 




§7, 闭集和开彙的性质，紧致性.醱致集上的连续函数 
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bj 设/3是历的极限点而 / 3 eB . 则在其任何邻域中皆含执的点、此事与对 
于集合 B 的任何一点皆有仅由集合 S 的一些点钽成的邻域这一事实相矛盾.这表 
明即因此执闭 .< 

命题 7 a) 开集的任意并仍是开集，开集的有限交还是开集 . 
b) 闭集的任意交是闭集，闭集的有限并是闭集 . 

► i ^ ae [ J ^ A a 则存在号码 邮使 a e 于是存在点 a 的5邻域整个属 
于 A ^ q . 记；£为 O s ( a ). 那么 ⑷ C 因此 1 J 1 开* 

0? a 

现设 a e ft I 则 30^ ( a ) C AnVm . 于是对于 5 = min % ，- ■■人 ） 有 

fc — I 


n ti 

Os(a) = p] 0 和⑷ c 门 Ajt- 

k=l k —1 

这样一来,断言岣获得证实.而断言 b ) 由断言 a ) 推出. 4 

定义 12 设给定集合 A 和集合族 {S} ， 说是 A 的覆盖，如果对于任何 
aeA t 都存在 B e {B} 使得 aeB. 

I 

下述命题常被作为紧致性的定义. 

命题 8 ( 博雷尔引理）从紧致集的任何由开集作成的覆盖中都可以选出有限的 

子覆盖 . 

► 用反证法.设4是紧 致集, 则存在闭区间 A 使得 A c Jo (由于 A 有界）借助于 

使用中点分划闭区间的方法构作一组收缩闭区间 Jo 〕 Ji D …3 J fc 3…，具有这 
样的性质：对于任何 Jt ， 集合 Af \ Jk 都不被有限覆盖■设 xo 是这些闭区间的公共点. 

由于 ah a 不被有限覆盖，所以在每个闭区间八中都含 a 的点.这表明 
^0 e A 因为乂是闭的.集 A 的任何一点都被集族 {5} 覆盖，那么存在集合 S ， 使 
x 0 eB . 进而 f 存在号码 fc ， 使得及 C 汉这是因为 A 的长度 — 0,而集 S 开.这样 
一来， B 就覆盖了九，从而 A 被有限 覆盖发 生矛盾 . < 

定理 9 ( 海涅 - 康托尔定理的推广）紧集上的连续函数在此集上一致连续 - 

► 任取 r >。并固定之，把每个点 x Q eK 包上一个半径为 p (|，利)的 
S 1 邻域，其中5 (|,^ o ) 由如下条件来决定：对于任意的满足条件# - x 0 | < 6 

的 ; r e K ， 有|/⑷- fM \ < 每个这样的 V 邻域都是开集.根据博雷尔引理， 

我们选出 K 的一个有限子覆盖 • 设它由开区间 D 组成，这些开区间分别有 
长度心，…，知以及中心 ai ， …，叫，置 <5( e ) = min (5 i ， …，心).现在，如果点和 

X 2 满足卜1 — ㈤ < S ( e ) y 那么对于某 a = 点工1属于 a 的邻域，即 





第四章函数在一点处的连缠性 


1^1 — aj < 然而 3 ⑷ € 0 ?? 因此 

\x 2 - a\= |($2 — xi) + [xi - a)I ^ |a: 2 - a ； i| + |^i - a\ < 6 ■ 

由此 ,1/( 奶）一 /⑷ I < I -但由于|/(心）一 / ⑷ |< |，所以 

\fM - /( 奶 )i = m ^) - / ⑷)+ (/ ⑷ — /(町))| 

^ 1 /( 工 1 ) - /⑷I + 1/( 工 2 ) - /(a)| < 6 . 

这就表明，/(一在 JC 上一致连续. 


例1.函数 y = 当时一致连续.实际上，对于任意的〜奶> 1，有不 


等式 


ivsr - v^i 


i^i - < hi 〜 忑 M ( < ； i = E 

2 ^ V 2 一 


由此得知，对于任意的 €> 0 , 对于 6 ^ 2 e 


^/x 1 } x2 e (x, oo) : 卜 1 — ^ 2 j <s ^ |\Z^T— v^| < 匕 

2 .函数 y W 在 R 上不是一致连续的，因为对于 p 1 成立对于差 y(n+i) 


y { n ) 的不等式 


y { n + ~ l )~ y ( n ) 


2 


n + 


2 


n 


—n = 2 + 


n 2 


>1 = 5 


它对于一切自然数 n 成立.这表明不存在数 5(1) > 0,使得对于任何两个位于小于 
占⑴ 的距离之内的两点其函数值之差的模都小于 1. 

为了完整起见，我们引人关于函数在集合 A 上不是一致连续的这一性质的正面 
健- 

定义13函数 f { x ) 在集合 A 上不是一致连续的，如果可以指出这样的 £ >0 f 
使得对于任何 5>0 都存在点 h =〜⑷ e A 和 a 2 = a 2 { S ) e A , 满足条件 | ai - a 2 j < 
A 但却使 |/( ai ) - /( a 2 )[ > 

注 1 . 在该定义中，代替一切 6 > 0 ,只限于形如 二 * 的数就够了. 

2 . 函数在某点处的连 续性， 假定了函数在该点的某 ^邻域中已定义.上面证明了的 
定理 9 在某种更一般的情形下成立.我们来引人相应的定义. 

定义14定义在秦合 Z 上的函数 f ( x ) 叫作是在点耶处相对于集合4连续 
的，如果对于任意的 £> 0 f 存在6 = 6 { e ) > 0使得对于一切满足条件卜 - 吻丨 < 5的 
x ^ A , 成立不等式 j /( x ) - /(io)l <己 




§7 -闭集和开集的性质.紧致性.紧致集上的连续函数 
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考虑到前面所作的注记，诙连续性定义可以通过函数沿某个基的极限来写出. 
在证明定理9时所做的讨论，当把函数在一点处连续的条件按 I ；述关于集合^ 
连续的定义加以更改时，完全保持成立，只要集合 A ^ K 是紧致的. 


第五章单变量函数的微分 


第十六讲 

§1. 函数的增量.函数的微分和导数 

函数 f(x) 在点 x — a 处连续这一性质等价于差 o^(x) = f(x) - f(a) 当 z — a 
时是无穷小量.换言之,这就是说 


/ ⑻ = f{a) + a(x) y 


其中 oc ( x ) 当 a ? — a 时是无穷小量. 

于是，对于任何在点 X = a 处连续的函数考察表达式（即公式） 

咖） = f(x) - f{a) 

都是有意义的. 

这个表达式叫作/ ㈤ 在点 x = a 处的函数 增置， 记作 a(x) = Af(x). 此记号也 
对于 f ( x ) 在点 x = a 处不连续的情形来使用. 

于是，如果当怎 — 從时 A / ⑻ — 0,则函数 f(x) 在点^ = a 处连续 5 反之亦 
然，对于最简单的函数/⑻ = &其增量 a{x) =x-a 叫作 自变置增置， 因为对于 
f(x) = $函数 /( W 的值等于自变量的值 . 此表迖式有个专门的 记号： a(x) = 我 
们有，当 I —> a 0\ J " Aar —> 0* 



gl . 函数的壜量 • 函数的微分和导数 
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自变量 a; 可以通过它的增量来表示.实际上， $ = tt+(o；_a)=(i + Ax. 因 
此，对于固定的 h 增量 Af ( x ) 可以看作是仏的一个函数，即 

oi ( x ) = A/(x) = f ( x ) - f ( a ) = /(a + Ax) - /⑷ =/?(Ax), 

若要强调指出，当 z = a 和 = & 时 Af { x ) = A y 则记 

Ab/(a) = A 或者 A/(a:)j = A . 

Ax = b 

例若 f ( x ) ~ x 2 y x — 1， Ax = a 则 


Ax 2 *=i = ((x + A^) 2 — x 2 ) t d =9 — 1—8. 

As =：3 

现在我们来更彳子细地考察作为自变量的增量 Ai 的函数的增量 Af ( xy 对于数 
学分析课程结构非常重要的情形是， A / ⑷是无穷小且与线性函数等价—— 
其中 c 是某个实的常数.在这种情况下，我们说增量 Af ( x ) 有线性部分，它叫作函 
数 f ( x ) 在点 r = a 处的微分，而函数 f ( x ) 叫作是在点处可微的， 

换句话说，我们过渡到下述定义，设 f { x ) 在点 a = a 的某个邻域上定义+ 

定义1线性函数 g{Ax) - cAx 叫作是增量 A/(x) (或函数 f{x) 本身在点 
T = (X处）的微分，如果 

△/(I) 〜 cAx 当 Ai — + 0, 

即 

A/ ⑷= : cAx + 7(Ax)Aa；j 


其中 celft 且当 Ax 4 0时 7(A 工 ）— 0- 

函数 f ( x ) 的微分记作 df ( x ) 或简记作 d /. 从定义推出 


Lim 


A/W 

Ax 




若此时 c #0, 则 


— 1 当 Ax 0- 


我们发现，函数7(〜）定义在点 x = a 的某个去心邻域中，函数 Af [ x ) 定义在 
该点的某个 <5邻域中，而函数办㈦= cA^ 对于一切 xeR 有定义.定义函数 7( Ax ) 
使 7(0) = 0,对于我们是方便的.结果在我们定义微分啪㈤的等式 


A/(ac) = df { x ) + y ( Ax)Ax 


中，所有的函数都定义好了 1且都在点 Ax = 0 的某个邻域中连续.进而易见， Az = 

dx . 
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第五章单变置函数的微分 


定义2数 c = 

述通用的记号： 


df (^) 

dx 


叫作函数 f { x ) 在点 ^ = a 处的导数，对于导数，使用下 


c = /'⑷= 


df { x ) 

dx 


= D f( X )L=a^ 


如果 df ( x ) 存在，则从定义1和定义2 出发， 我们也可以写出 



/㈤- /(q) 

X — a 



亦即 


/⑷ _ / ⑷〜 /’⑷ (I 一 a ) 当$〜 a 时, 


上面引人的函数的微分和导数的概念不仅有深刻的分析学的意义，而且也具有 
完全确定的物理的，更确切地说，具有完全确定的力学的意义，同样也具有完全确定 
的几何意义. 

定义3曲线 y = f ( x ) 在坐标平面上的坐标为 x = a , y = f ( a ) 的点处的切线 t 
确言之为斜切线，是这样的一条直线，它通过点且其斜率 fc s 即它的倾角 
的正切，等于通过点 （〜/ ⑷）和 （a +A:r,/(a +Aa :)) 的“割线”的斜率 Jfc(Az ) 当 
At —> 0 时的极限， 

因此说，切线是割线的极限位置. 

几何意义导数的几何意义由其下述性质所揭 示：数 f ( a ) 是平面坐标系 xOy 
中由方程 j/ = /(x ) 给出的曲线在点处的切线的倾角的正切（斜率). 

力学解释若 * 为时刻，5⑷为物体在时间间隔 t 〜中走过的路程，其中 
力初始时刻，那么 AS(f)l t=a 是物体从时刻 * = a 到时刻 t = a + At 这段时间中走 
过的路程 5 即 AS ( t )= S(a + At )- 5(a). 

比值是在时间间隔 [ a,a + At ] 中的平均速度 ，而当 At — 0时，此速 

度之极限是物体间 i = a 的瞬时速度，小汽车在运动中它的速度表上标示的就 
是这个董. 

命题1若函数 f ( x ) 在点I = a 处可微，则它在此点连续， 

实际上 f 由于 A/ 〜= cA;r f 所以当 Ax ^ OH , A/ 是无穷小,这表明 f ( x ) 
在点^ = a 处连续. 

例 1.设 f ( x ) = z 2 , a = 2.5. 那么 


A/(x) = (a+ Ax) 2 — a 2 = 2 aAx + (A^) 2 , 
A/(2,5) — 5Ax + (Aa:) 2 , 

Ax ^ dx ^ df { x ) = 2 adx ^ df ( 2 . 5 ) = 5 dx . 
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2.设 = 3^ — 1, a = 2-那么 


A /(^)| x=2 = /(2 + Ax ) — /(2) = 3 Ax — (2) = 3 dx . 


函数的微分如果存在的话 } 就是自变量的增量的线性函数，因此称之为 自变量 
增 量的线性部分 ©，若 /⑷ # 0,则点 x = a 处的輝分也叫作 增量之主部. 这个说 
法反映了形如 0 { Ax ) ^ Af-df 的差的性质，这个差是 o { Ax ), 因此也是 o ( d /)， 即 
A /- d /- o ( df ). 因此，这个差是比 A / 高阶的无穷小董,从而对于小的微分母 
成为增量 A / 的值的主要成分. 

容易举出在点^ = 0处连续而在此点不可微的函数 f ( x ) 的例子（即 f ( x ) 在此 
点无微分和导数).实际上，对于函数 


f ( x ) — |x 


r x, 若 ; r > o, 
y —x f 若 j ； < 0, 


有 A (\ x \) = |x + Ax |-| x |, 由此，当怎 = 0 时得 

Ad ^ D^^o = I ^ 


那么 


Ax 

Ax 


—1 .当 At — 0+， 



当 ； c — O ' 


故 lim 不存在- 

Ar —0 Ax 

然而，此时右极限和左极限都存在，它们叫作函数的右导数和左导数- 

定义4 有限的板限（如果它们存在的话） 

lim ^ = lim f{x) - f{a) 和 lim = lim 一 /(a ) 

Aaj — HO + Ax 汲 — a + X — a Ax -^ 0 - Aa ? x — a - x — a 

分别叫作函数 f ( x ) 在点 $ = a 处的右导数和左导数， 

在前面考察的情况= M 中，在点^ = 0处的单侧导数都存在，且在此点右导 
数等于1而左导数等于 -1. 下述显然的命题表述了单侧导数与通常导数概念之间 
的联系. 


命题 2 函数 f ( x ) 在点 z = a 处有导数，当且仅当左导数和右导数皆存在且彼 
此相等+ 


© 似应为函数增量的线性部分——译者注， 


^ S 4 ^ 


第五 章 单变置函数的微分 


第十七讲 


§2. 复合函数的微分 

定理1设函数 < p { t ) Kt = a 处可微，并且 cp ( a ) = b ^\ a ) - a , 还设函数 
f ( x ) 在点 x^b 处可微，且 f { b ) = 0. 那么复合函教 5 ( t ) = f (< p ( t )) 在 A t = a 处可 
微，且 〆 ( a )= 义 ct . 

► 根据函数以 t ) 和 f { x ) 的可微性，我们有 


A<p(t) = a At + ai(0) = 0; 

A/(a^) = (3Ax + /3i(A^)Ax, ^(0) = 0. 

这里，函数 m Pi ( Ax ) 分别在 Af = 0 和 Az = 0 的某个邻域内定义,且 
当 — 0和 — 0 时都趋于零,在第二个等式中取量等于 A v ( t ) ? 那么得到 

^f(x) = 0A<p(t) + Ap(t) 々 i(Ap ⑴） 

= paAt + 4- cti(Ai)/?i(A^(t)} 4- /?oci(At)l ， 

此外还有 Af ( x ) = A 冰)，即 


Ag ( t ) = /3 aAi + At7 ( At ), 



7(Af) = a/?i(A^(t)) + ai(At)^i(A^{t)) + j9oa(At)- 

然而，作为^的函数：当 At — 0时 A < p ( t ) ^ 0,因为函数 ¥>(*) 在点 t = a 处可 
微， 由此, 根据关于复合函数的极限的定理，当 At — 0时汍 ( Ap ⑴）和 ^{ At ) 都是 
无穷小量.因此，函数 7 ( At ) 当 A * — 0时也是无穷小量，而这表明 Wait 正是函数 
g ( t ) 在点 t = a 处的微分^即 

dg{t) = PoiAt — padt， — 0a. -4 

dt 

注由等式 

— oc^t 十 ai(Af)Af, A/(x) = j3Ai ： + (3i (As) Ax 

给出的函数 ai ( At } m /3 i ( A ^) 的定义域分别整个包含点 A * = 0和 Aa ： = 0的某个邻域，因为 
在定义微分时 t 我们按连续性而补充定义了它们在零处的值： « i (0) -汍 (0) = 0. 如果不这样做, 
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则在证明关于复合函数的微分的定理时所做的论述会出现错误，因为 ftj ( At ) 对于点0的邻域中 
的某些值 At ^ O 也坷以等于零 - 


还要指出，我们谈到函数 f ( x ) 在点 x = a 处的导数时，只是就此点为/(的的定 
义域的内点的情形而论.而若只谈右导数/>+)，则函数 f ( x ) 的定义域应该包食一 
个区间 ( a ,a + 5) ? 若只谈及左 导数， 则定义域应含有 + a ， a ). 


函数 f ( x ) 在闭区间 [ a . b ] 的任何一点 
线性函数 cAi . 此处，每个导数值 f ( x 0 ) 


= x 0 处的微分 df ( x ) 都是自变量 Az 的 
c 都有自己的特定的意义.这样一来，取 
微分的过程就产生了闭区间 [+ b ] 到线性函数的集合的一个映射.这个映射不是数 
值函数，因为它的像不由数构成，而是由函数构成.把这样的映射叫作“算子' 在这 
里所说的情况下就是微分算子.求函数在一点处的微分或导数的过程本身叫作微分 


运算，或简称为微分（法) . 我们还要记住，在点: Eo 处有导数的函数叫作是在此点处 


可微的. 


例设 f { x ) — x 2 ^0 ^ x ^ 1. 那么当0 < a : < 1 时- f f ( x ) — 2 x , f r ( 0 +) = 

0,尸 (1-) = 2. 

现在我们来证明关于反函数的导数的定理.一般说来，反函数的微分法则可从 
关于复合函数的导数的定理推出.但我们将在不预先要求反函数存在导数的更弱的 
假定之下来证明这个法则. 

定理2 (关于反函数的导数> 设函教/(^)在闭区间 [ a , b ] 上定义且连续，有反 
函数 〆 J /) 定义在闭区间/上， J 的端点是 /( a ) 和 /(&) ■设吻是闭区间 [ a t fi ] 的内 
点 ，而如 是闭区间7的内点，并且/(耶）= yo , g { yo ) - 设在点 x =邡处函教 
f ( x ) 有异于零的导数，即 f ( x 0 )^ 0 . 那么在点如处函数 £ f ( y ) 有导数 〆 (如)，且 


9 f M 



一 /’⑻ L = 5 ( 如) 


^ 如果知道 9 \ yo ) 存在，那么使用前一个定理，得到 3(/ ⑷）=% (5 (/ ⑷ ))i = 1， 

但 (^(/(^)))^1^=* 0 -〆( 卯 ) 尸 ( 邶 ) ，因此 9 f (yo) = JJ^y 

如果并不预先假定导数的存在，那么我们这样来证.我们注意到，/0)在 [ a , b ] 
上严格单调，因此, My ) 在 J 上连续且严格单调.根据导数的定义， 


9 f ( yo ) = 


Lim 


犮一 ►VO 


g ( y ) - 9{ yo ) 
y-yo 


如果这个极限存在的话. 

根据 /( x ) 在点^ - xo 处的连续性和关于反函数的极限的定理 t 当 y — 如时 

g [ v ) 一 9(如)=吻. 
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在 M 上定义一个函 数 咐 置= 兩以及 


作) 


Xo 




f ( x )- f ( x Q ) 


当/ ； r 0 


那么 F{x) 在点 i = 办处连续 ； 因为 


』二 W ) 1 


X — XQ 


作变量变换 I = 


F(9(y)) 




9{y) -9(yo) 


f(9(y)) - f(g(yo)) 




9(y) - 9 (yo) 


y -yo 


使用关于复合函数的极限的定理,我们就得到，存在极限 




y l % F{9{y)) = = m 


^=9{ Vo ) 


而另一方面， 




=羝 9 ~^=偏 


定理 3 (关于一阶微分形式不变性） 如果在函数 f ( x ) 的微分 df ( x ) 的公式 t 


以某个函数 


ip ( t ) 的微分代替独立变量 I 的微分 ； 则所得的表达式恰为复合函数 


g ( t )^ f ( ip { t )) 的微分. 

换言之，设电= Cidx 是函数 f ( x ) 在点 x = a 处的微分， 而 dip = adt 是 < p ( t ) 
在点 t = a 处的微分且 p ( a ：) = a , 那么函数 Cidif — dC 2 dt 是函数 〆 f ) = 在 

点 t ; a 处的微分. 

► 这个定理是关于复合函数的微分的定理的直接推论，因为根据后者 T dg ( t ) = 

g f ( t)dt = c^dt = < 

这个很简单的且看似“空洞”的定理的意义，稍后当我们看到高阶微分不再具有 
不变性时，就会明白. 

例 开普勒方程 x - = y (0 < e < 1) 的解 j ; = x { y ) 根据关于反函数的导 

数的定理，是可微函数，且 




ecosx ( y ) 4 


§3. 微分法则 

我们来考察微分的法则. 


设函数 f ( x ) y 9 ( x ) 都是可微的， ceE . 那么： 

1. { cf { x)Y ^ cf f { x ). 

2* 若 f ( x ) = const ， 则 f f ( x ) = 0* 

3. (f{x) + g(x)Y = f ( x ) + g^x), 

这些命题都可从导数的定义推出.作为例子我们来证明命题 3. 我们有 A (/ + 
g) = Af + Ag. 因此 


△(/ + ff) 

Ax 


△/ 丨 Aff 
Ax Ax 


— ^ 


/ + 〆 当 Aa ; — 0 时. 



推论 

n 

1- {gi . 9nY = … ff f k … 9n. 
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初等函数的导数 


(巧 


1 ; 


UX 


71 — 1 h 


e a ： H - Aa : _ 


Ax 


=lim -:-— e x lim 




Ax 




e x ; 


(sin a:)^ = lim 

Ax^O 


sin(a; + A-y) — smx 


lim 

Aas— 


sin ( 


Ax 


Ax 


Ax 

~2~ 


COS ( X + 


Ax 




cosx ; 


(cosx) r = — sina :, 因为 cosx — sin 

㈣ ' =^444 — 

9(x) = e" 是反函数 - 


^ 是幂函数 


(tan x) f 






a lnx 




(ahixYe 


alnx =ax a ~ l : 


sin x \ f cos jj cos x + sinx sin a; 




(cot x) 




cos a ： 


cos 2 x 


i 

cos 2 a ： 


1 + tan 2 a? 


卜 (卜))、。^( 


sin 2 a: 


(arcsin W 




cos(arcsmx) 


1 — sin 2 (arcsin x) 


x 21 


arccos x) 


(h 


arcsux x 


inx) 


X 2 


(arctan x) f 




息 _ ■ 

tan 2 (arctan x) + 1 1 + ac 2 ’ 


( arccotar ) / —— 


1 + a ? 


2 ■ 


从关于复合函数的微分的定理 2 和微分法则 推出 : 


{a x Y - (e x[na Y = e xlna (xhiay = a x hia 


(! og a a ：) 


卜丫 =丄」; 

V ln<z / In a x 


(1 h /( jcO ) 






ie v 


In u 


ip In tt 


( v]nuY — u v lnw + 





. 高阶导数和离阶微分 


注如杲 h(x) 




f(9 (^)), 那么记号 和 fM ^)) 由等式 fU9(^)) 




( x ) , 


fg(s{ x )) = 其中 / i (^) = /' ⑷,来确定 ■ 
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§4,高阶导数和高阶微分 


设函数 f(x) 在区间（ 1 &)的每点处都 可微， 那么对应于每点^ e ( a , 6 ) 有在该 
点处的导数值 f(x). 所得到的函数叫作所给函数的导函数，记作 尸 ⑻ • 此函数本身 
可以有导数.那么这个导数叫作函数 f(x) 的二阶导数.记作 r(x) = 


类似地可以定义三阶、四阶及一切其他的 导数： r(x) 




(/" ㈤ )'，/⑷(: r ) 


(/(― 1 )⑻广 




定理 4 (莱布尼茨公式） 设有第 u 阶导数.那么成立公式 

—) ㈨ = u ⑻ u W + 咖 — 工 ) #- 2 V + …+ 训 ㈨ 


E 


71 

m f 


其中 u ( o ) = ^ v ( 0 ) = v 

► 使用归纳法.对于 n = 1 , 定理的结论成立，设结说对于 n = s^l 成立.我们来 


证明它对于 




s+l 成立.我们有 


( uv )^ 1 ^ =( ㈣ )⑷) 


B 


E 


m 


( U ㈣ 以一))， 


W 

E 


S +1 


衫 ( 爪 +1) 幻 ( 古， 



w 

E 


u { m ) v ( a - fn + l ) 


m 


Sid 


⑴… （ 5 — 尤十 1 ) 



E 




似 (％( 外 1) 



(时1)，洲 








5+1 


E Tpv 
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这是因为 



对于第 n 阶导数还有另一个 记号： 

/(，) = IT /(十 

最后那个记号与高阶微分的概念相关.我们现在就来引入高阶微分的定义+ 

设函数/⑷在 （ A &) 上可微.那么它的微分 

df [ x ) = f r ( x ) dx , 

固定自变量增量 dx = A ^= h 的值，那么 df { x ) 可以看作是 X 的函数，定义在同一 
区间上.如果它 可微， 那么微分等于 

d { f \ x ) h ) = f // ( x ) hAx . 

如果此时 Az 的值又取为&则得到 

d ( f f ( x ) h ) = f ff ( x ) h 2 = f r ( x ) dx ^ 

这个表述式叫作二阶橄分并记作即 

於 f(x、= r(x}dx 2 . 

类似地定义 


d 3 f ( x ) = d (< ff ( x )) = f m ( x ) dx s } 
( Pfix ) = di ^ fix )) = f in \ x ) dx n . 


显然，根据这个定义可以写: 


/ ㈨ ⑻ 




d ^ fjx ) 

dx n 


稍后将明白引人 n 阶微分的概念的理由.例如,将要证明在许多情形下，增量 A / Or ) 
可以表示成 


A / 




■ 4 ■ 


n! 


V ■ r 


的形状（伯努利公式).这个等式的意思将在它的证明中予以说明. 

我们发现，二阶微分已不具有不 变性. 实际上> 如果 fix ) = a ㈨ 且 r ^) = 
/ 2 ( z )， 那么对于: c 二沒⑴有 


= ( h ( 9 {twm = f 2 ( 3 { t ) W { t )) 2 + 油⑷) 5 "⑷. 
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由此得到 

= O ( x )) ㈣ ⑷) 2 + f ^( g { x ))( fg ( s :), 

■ 

而函数 f ( x ) 的第二微分等于 


炉 / ⑻ = f^ x (x)dx 2 , 

于是在把函数代入到等式右边时得到 蝴 ))' 它显然与关于 ^ f (9( t )) 
的等式的右端不同.因此，不变性对于二阶微分不复成立. 

为了更深刻地弄清楚微分不变性的实质，我们来考察几个更一般的概念， 

我们把下面的表达式叫作是同一变量 x 的 n 个函数 f ( x ), g ( x ) r ^ ，/ 1 ⑷的 k 
阶微分单项式 D kl n ^ k : 

D)c — cf^ a \x)g^ (x) - - - h^\x)dx k ^ 

其中 a + 0 + … + 7 =屹 且… ，7 皆为自然数而 c 是某个实常数. 

任何由同一组函数 f ， g ，〜 的面定阶数的微分单项式作成的线性组合叫作 

k 阶齐次微分表达式. 

同一组函数… A 的不同阶数的单项式的有限线性组合叫作非齐次微分表 
达式， 

我们指出，任何微分表达式都可看作是两个独立的变量 z 和办的函数.然而 
此刻，我们所感兴趣的并不是问题的函数方面，而是问题的代数方面，更准确些说， 
我们所感兴趣的是微分表达式在把独立变量^代之以函数以 t ) 且相应地把代 
之以 d < p ( t ) = ip { t ) dt 之后仍保持自己的形式的性质，我们将更准确地弄明白这具体 
指的是什么.若在 fc 阶齐次微分表示 i ? 中以函数代替％那么代替微分 
将有 ( d ^( t)) fc = 而代替导数… , h ^( x ) 的是表达式 

⑷)， ⑷) 嗯 _、■ 于是我们得到某个依赖于*和出的微分表达式 
而若将同一齐次表达式 D 应用于函数 /( 冲) U (沖))，■ ■■ ⑷)，也就是说代 

替/⑷ ㈤ ， ㈤ ，… , h ^( x ) 来考虑/货)(冲))，忍)((^⑹，…而以表达 
式 ( dt ) k 代替 ( dx )\ 则得到另一个依赖于 f 和 df 的微分表达式 B 2 . 如果此时，不管 
函数 p ⑷的形式如何，成立坎=执 ； 那么就说微分表达式 i ? 具有不变性 ， 或说它 
关于变量变换不变.在相反的情形则认为 D 不具有上述性质.换言之，不变性 S 表 
示可以交换实施变量变换的运算和计算此微分表达式的运算的次序，即这两种运算 
可交换 ■ 

就所引人的概念的目的而言， 一 阶和高阶的微分都是指齐次微分表达式，而且 
—阶微分具有不变性（关于任何的变量变换)，面高于一阶的微分不具有此性质，不 
过我们指出，在变量的线性变换的情形，不变性依然成立. 
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这样的问题产生了，是否存在具有不变性的髙于一阶的微分表达式，已经知道， 
一般而言，由多个函数组成的不变的微分表达式是存在的，依赖于一个函数的唯一 
的不变的微分表达式是一阶微分，对于两 个函数 /和£?而言，全部不变的表达式由 
形为执 = fg ^ dx 2 和= (/V - / V 0 如 3 的两种齐次微分表达式负和执给 
出.中 ■ M , 马雷舍夫（伞 ■ M . 于1978年证明了一个一般的定理 ； 断言由 n 

个函数“组成的齐次微分表达式的数量 N ( n ) 是有限的,且得到估计式 N ( n ) < n !. 

此外，对于不变的微分表达式的阶数成立不等式 A S _ + 1 ) [叫 
我们还要引人一个涉及复合函数的髙阶导数的定理. 

定理 5 ( 法 * 地 * 伯鲁诺 ($aa SpyHo ) 公式） 设函数 F ( x ) 和 u { x ) 都有 n 
阶导数.那么对于函数 G { x ) = FKz )) 的 n 阶导数成立下迷公式： 


0^)(4 =乙 F ( ㈣ 憎…)⑻ 憎…， 

o ： H-2i3+3 j 7H — =n 


P ^+^+ 7 +" = 


n ! 



右边的求和取遍一切满足等式 a + 2/? + 37 +…= n 



的非负整數 a , h …- 


► 逐次使用复合函数的微分法则，我们得到形如 

n 

G ㈤㈤= y^ c k (x)F^ (u) 

k =\ 

的等式，其中 C k (x) 是某些其形状与函数 V = F(u) 7 U = f(x) 的具体给法无关的表达 
式.囡此，为了确定 c k ( x ) 通过函数 U ⑷的精确表达式，可以使用任何适宜的函数. 
据此,我们将认为 F (…和都是 n 阶多项式，写作 


F(u) = F{uq + z 卜 F(u<,) 4- + ■ ■ + z n ^ ( M0 ) 

♦卜+。 + 和 ^ … + ，⑻ W 


1! 


n \ 


这里 ； 我们设变量 Z 和 f 由等式 Z U 0 ， tl O = 4抑)，* = a - 卻确定.在这种情况 
下，函数 G ( x ) 是一个 n 3 阶多项式，它可以写成 


G ( x ) 




G(xq) + G ^ D ) t + 


■ ■ ■ 


n : 




A ■ ■ 


同时也可写成 


G (,) = 磬*十… + + 




1! 


1! 



F ⑹ M 

nl 


7 (£o) 

TP 


t + 


nl 


n 
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在后一等式中，借助于牛顿多项式（见第二章§1的注）打开括号,并比较所得的表达 
式和第一个等式中尸的系数 5 就得到定理的结论，， 

§5. 函数在一点处的增与减 

设仰是/( ㈣ 的定义域的内点. 

定义 5 如果存在点吻的一个邻域，使在其中： 

a ) 当工 > : c 0 时 f ( x ) > f { xo )； 

b ) 当 o ： < to 时 f { x ) < f ( x 0 ) 

则说函数 f ( x ) 在点 z =吻处增. 

显然，如果在点的某邻域中当 Ai 笋0时有> 0,贝 ! U =吻是函 
数 f ( x ) 的增点. " 

定义6如果存在点: r 0 的一个邻域，使在 其中： 

a ) 当； c > a ; 0 时 f ( x ) < f { xo ); 

b ) 当 a ; < a ：。 时 f { x ) > /( x 0 ) 

則说函数 f(x) 在点处减- 

如果在点 x = 的某邻域中当，0时有< 0则 t = 吻是函数 f ( x ) 

的减点. 

定义 7 函数 f ( x ) 在点 X - X0 处有局部极大（局部极小)，如果在此点的某一 
去心邻域中成立不等式 f ( x 0 ) > f { x ) (对应地 /( x 0 ) < f ( x )) 的话- 


定义8函数 f ( x ) 在点 x = xo 处有局部极值，如果它在此点有局部最大或局 
部最小的话， 


定理 6 (函数在一点处 增或減 的充分 条件） 

: L 若 f f {xo) = c > 0, 则点 x ^ xq 是函教 f(x) 的增点 ■ 
2■若/ ^( xo ) = c < 0,则函数 f(x) 在点 x — xo 处咸 ■ 


对情形 1. 由干 


fi ^ o ) = lim 


f ⑻一 fM 


X — Xo 


那么存在数 s = s (^)> o 使得不等式 


f ㈤- fM 

X — Xo 


c 


< 


c 

2 


对于点 ^ = ^0 的去心 J 邻域中的所有的点都成立.在此邻域中，有 


A / ^ / ㈤ 一 /( 邺 ） / 3 c 

U <L — <. - -z~ 

2 x — Xq 2 
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因此， △/ 与 AX 取同样的符号，也就是说:是增点.只要把 f ( x ) 换为 - f ( x ), 情形 
2就归结为情形 L ， 

这个定理叫作达布 (Darboux) 引理， 

我们来证明一个更一般些的定理 f 即费马 定理.如前一样 5 设在 [ a , b ] 上连 
续. 


其中 


定义 9 1) 内点 ar 0 称力广义局部最大点，如果存在点 的去心6 邻城，在 

A/(^ 0 ) = f(x) - f(xo) < 0- 


类似地定义广义局部最小点. 

2) 函数 f ( x ) 在点; co 处有广义局部最小，如果存在去心 d 邻域，在其中 

A /(^ q ) = f ( x ) - f { xo ) ^ 0. 


3) t 义局部最小点和广义局部最大点都叫作广义局部极值点， 

显然，极值点可看作广义极值点，而反之不真. 

定理7 (费 马）设函数 f { x ) 在闭区间 [ a y b ] 上定义且连续.设 [ a , b ] 的内点: r 0 
是此函数的广义极值点且 f ( x ^) 存在. 那么 f ( x 0 )^ Q . 

► 点吻不可能是增点（减点)，否则的话在此点的某去心邻域中> 0 
相应地 <0 > 于是不等式 > Q ( f ( Xo ) < 0) 是不可能的.剩下只 

士 / 7 { x 0 ) — 0* M 
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§6. 罗尔定理，柯西定理以及拉格朗日定理 


定理8 (罗尔定理） 设函数 /( x ) 在[〜 6! 上连续且在此闭区间的内点处皆可微， 
又设 /( a ) = /(&). 那么在区间 b ) 中存在点 f 使得//⑹ =0- 

► 函数/( ㈤ 在上连续.因此在此闭区间中存在点在 A 处有最大 
值，同样，也存在点巧，是 f ( x ) 的最小点.如果 : n =奶，则 f ( x ) 在闭区间[仏&]上 
为常数，从而在 h &] 上处处有 f ( x ) = 0.若〜/吻，则或者 f ( x x ) 或者 /( 吻) f 不 
等于 /( a ) = /(&). 于是使不等式成立的点必是闭区间 [ a : b ] 的内点且同时也是局部 
极值点记此点为 C 根据§5定理7，/'⑹ = 0. ， 
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定理9 (柯西定理）设函数和 g { x ) 在闭区间 [ a , b ] 上连续且在其内可微. 
设对于 一 切 ： r 6 (化队/ ㈤ / 0. 那么在区间 ( a , b ) 内存在点 c 使得 

f ( a)-m = f ( c ) 

5⑷一 5(0 _ 3 r [^)' 

► 考虑到 ^(0)/0, 以等价的方式把要求的等式变换为 

(/ ⑷- /(•» - (3 ⑷ - S (b))r(c) = o. 

我们发现，此等式的左边乃是函数 H ( x ) 的导数在点 T = c 处的值 s 其中 

H { x ) = g { x )( f { a ) - f ( b )) - f { x )( g ( a ) - g { b )). 

这样一来，只要证明存在点 c 使矿 ㈦ = 0. 然而函数 H ( x ) 在闭区间 [ A &1 的内点处 
皆可微且 

H ( a }^ H ( b )^ ^ g ( a)m + /⑷ S (卟 

因此 1 根据罗尔定理，存在点 c e K 0使 H f ( c ) = 0. 4 

推论（拉格朗日定理）设函数 f ( x ) 在闭区间 \ a , b ] 上连螓且在开区间（％&)上 
可微.那么成立公式 

其中 c 是此闭区间的某个内点. 

推说的 断言乃是柯西定理当= a 时的特殊情形.此推论也叫作有限增量 
公式. 

注 1. (关于达布引理的证明模式）此引理断言，若 r ( io ) > 0则函数 f ( x ) 在点 x 0 处增. 
从另一方面 来说， 它的增加指的是在点邮的某邻域内函数的增量 A /卜） = f ㈤ 一 / M 与自变 
量的增量 A 4 C - a ： - 有同样的符号，且当 Az / 0时此事之证明，本质上是根据 

具有正的极限的函数在基的某个终端上是正的这一性质.在当前的情况下 

X 一 Xo 

于是在点 X 0 的某个去心邻域中有不等式 

f ( x ) - /( 卽) >0 

3? — 0：0 ' 

这表明在点抑的此去心邻域中值△/(均与 At 有同样的符号且当 Ar / 0时 A f { x ) / 0. 

2. a ) (关于柯西定理）为使定理的断言为真，特别地要求 g \^) ^ 0对于每个属于开区间 
( a » 的点; r 都成立，由此推出 g ( a ) - g ( b ) / 0 7 这就是说在定理的表达式中的比例式的分母不 
是零*实际上，如果 g ( a ) = g ( b ), 则根据罗尔定理，存在 c 使得 g f ( c ) = 0 5 而根据定理的条件,这 
是不可以的， 
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b } (柯西定理的几何解释> 设对于 agtgb 有 



那么在某点 c 处此曲线的切线的倾角正切值等于弦的角正切值: 


tamp = 


/ v ) = / ⑷—烟 

9 f ( c ) g { a ) - g ( b ) ■ 


3. (关于罗尔定理）此定理本质上断言，在某种补充条件之下 t 在函数的两个“零点"之间 
7欠远存在其导数的一个“零点”.定理的证明基于这样的事实 ，若 整体极值点是内点，则它既不可 
是增点也不可是减点，于是推出在此点处的导数为零. 

我们还要证明一个关于导数取值零的定理. 


定理 10 设函数 /(>) 在可微 ， d < CU < h < 6且尸((1!) ■ < 0•那 

么存在点 e e (叼， M 使 r (0 =0. 

► 先考虑 />!) >0的情形.设 C 是在闭区间 [«!,&!] 上的最大值点，那么它是此 
区间的内点，因为町是增点而 h 是减点，于是有尸⑹= 0. 情形 fM < 0借助于 
将函数/ ㈤ 变成 〆X ) = - f ( x ) 而归结为第一种情锻 . < 

推论（达布 定理） 设函数/(4在（仏 6) 可微且对于某些化，匕 e 沁，叶 

f(ai) = a, fih) - 


那么对于任何介于 a 和0之间的数$都存在介于 ai ? 6! 之间 的点邛 使得 f (韌 ） =$ 

► 考虑函数贞4=/⑷—喊■有 


5 y ( ai ) = « - ^ sW ) = n 

由于 f 介于 a 和 0 之间，所以 a - f 和/? - $有相异的符号.那么根据定理10,存 
在点邱使 9 \ x 0 ) = 0 ? 由此推出 

r ( x 0 )-^ = 0, 即尸 ( x 0 )=t 4 


定理11 函数 〆 = r (: r ) 不能有第一类间断点.也就是说，如果在点邱的某 
邻域内存在 f f { x ) 且吻是 f f ( x ) 的间断点，则抑是第二类间断点. 

► 设当 a ：— 邱+时 f ( x ) — 〜当 z — 抑―时 f ( x ) — b - 我们来证明 a = &. 假设 
不是这样> 那么 a /6. 设 

1 1 

x n = Xo^\ - ► a?0+7 Vn = ^0- ► : To — ， 

n n 


那么当 — oo 时 


/ 如 n) — a ， f f (y n ) —► b. 
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由于 a 那么或者 a 一 f f ( x 0 ) t 或者6 / r ( xo ). 


假定 a / f \ x Q y 由于数 ’( oyw 介于尸(〜）和 nxo ) 之间，那么根据 


达布定理，存在 G 满足条件 x n > Cn> X 0 而且 




由于 Q — 邱，根据右极限的 定义， 按照海涅定理有尸(4) — a . 由此 , a = 
i(a + 即 a = / '( xo ), 而迭与 / 7 ( aco ) / a 矛盾. 因此 ， a 一 & 的假定是不 

im , 于是 a = b . 这表明 ； 函数 f ( x ) 不能有第一类间断点 - 

我们顺便证明了，如果当 Z — X0+ 时（或； r — 时） /'(X) —勿，则勿 = 

/’ (怎 G ). 4 

我们来考察导数的间断点的例子. 


例令 


/( 工）= 



x " 2 cos — 

X 


0, 


，若 x 笋0, 
若 I = 0* 


对于3； 一 0, 


f f ( x ) = 2 a ; cos — + sin — 

x X 


而当；^ = 0时，按导数的定义 


,，⑼ = Iim _卜 m = Hnx ㈣ :咖 A 

Ax— +0 X Asc— ^0 i^X 



在点: r = 0 处， f { x ) 既无右极限又无左极限. 

定义10 若当： t -^ r 0 时 ’⑻ _/ ■ ㈣ —+00(-00), 则说/ ㈤ 在点邡处有 

X wCq 

无穷导数，并记 

/ y (^o) +00 (― oo). 


关于右导数和左导敦有同样的说法和记号. 

例 /⑻ = 当 T / 0时有 f { x ) = 那么 


广(0+) 


= lim 

Aar— 0+ 


Ax — 0 

Ax 


= +00- 
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第二十讲 


§7. 拉格朗日定理的推论 


定理 12设对于一切 x e (a ? 6) f ’( x ) = 0,那么 /(^c) = const. 

► 据拉格朗日定理， 


Af [ a - 


+ b \ " 、 ^ / a + 6 


2 


) 




/㈤- /( 三 


尸㈦ 




0 . 


由此， 


/(^) = / 


+ b 
2~~ 


定理13设函数 f ( x ) 在开区间 （a,6) 上 可橄. 那么，为使/㈤在 ( a , b ) 上不咸 5 


必要且充分的是 


f \ x ) >0 V^; 6 b ). 


得到 


必要性函数 /( 釣不减的条件等价于 >0. 在不等式中过渡到极限就 

i\X 




= ^ 0 . 


充分性若尸 ㈦ > 0则根据拉格朗日定理 

对于某 c e ( a , &)，迭表明函数/ ㈤ 在 （ a ，6) 上不减_ 

定理 M 若在开区间 （ a ，6) 上广⑻ > 0,则函数 /( x ) 在 （ a ， b ) 上单调增. 


► 根据拉格朗日定理 

A/(x) - f ( c)Ax > 0 当 A 怎 > 0时， 4 

_ 

定理15设函数 f ( x ) 在闭区间上可微 I那么，为使函数/(幻在此区间上 
严格增，必要且充分的是在开区间 （a，6) 上 f ( x ) > 0且在任何含于闭区间[〜6]内 
的闭区间[(^卜）上 f { x ) 都不恒为零， 

> 必要性用反证法.如果定理的条件不成立，那么或者对于某点吻 e ( a , b ) 
r ( x 0 ) < 0, 或者对于一切 a e h 3 6i] f f ( x ) = 0. 在第一种情况， x 0 是 f ( x ) 的减点, 
而在第二种情况，/㈨在 [ai,6i] t 为常数.这与函数 /(：r) 增的条件矛盾 • 




§8. —些 不等式 _ 

充分性由于按条件尸⑷ > 0,所以对于任何 h < b ^ a^M G [ a ,&], 有 

/ ⑹- /(幻卜/，(咖-叫 > 0 ， 

即函数 f ( x ) 不减. 

我们来证 /( x ) 增，设不然，且对于 h > aufiar ) - 池). 那么根据/ ㈤ 在闭 
区间 [ eti ,6 i | 上不减而得在此区间上 /( r ) - const , 从而在 （〜» 上 f ( x ) = 0,这与 

定理的条件矛盾 . 4 


§8. —些不等式 

定理16 (杨格不等式）设 aj >0 ，a + 泛 =1. 那么对于 z >0 有 

x & ^： ax + p . 

► 考察函数 f ( x ) — x a - ax - /3. 我们发现， /( l ) = I — a - P = 0. 兒夕卜，由于 


f r { x ) = a ( i a_1 — 1) < 0 对于 x > 1， 

函数 / ⑷当 ： E > 1时减.因此，当 Z > 1时成立不等式/ ㈤ < /⑴= 0. 

而若0 < x < 1，贝!] 

f f ( x ) = a ( a ： ft_1 — 1) > 0. 

由此得知，当0 < z < 1时/(均< /( I ) = CX 这样一来，对于一切 x >0 成立不等式 

由此推出定理的真确性 . 4 

置 z | > 0,从杨格不等式得到不等式 a^^aa + 这个不等式对于任何 

+ 6>0都成 & 立，现在令 



并且关于 Jb 从1到 n 求和.我们得到 




n n 

^ a y^ gfc + /?y^ &fc = 1 ， 

k=l k—l 


即 

Tl 

^2u u v v < 

l/=l 

此不等式叫作赫尔德 ( Holder ) 不等式. 
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现设成立下述条件 ： P > 1; > 0 ; j / = 1， - ■. ， n . 那么 


丄 


I V 






丄 

P 






狀记 号卜卜 1關赫尔德 不等式 ，有 


n 


n 


A = -h K) p — + K) P ~ X + y ^^ Kja ^ + K ) p ~ 


B + C , 


B 


- (v 严 - 1 ) 

i/=l \t>—L / \i/—1 


l 

4 


n 


n 


p / n 


C — &!/(〜+ &p) P 1 < 1 ( 〜 + 〜 )H) 


由于 g ( p ， lHp ， 所以 




&) 





f i- 


p 




1 


由此，因为 1 十彥鳥 


E < 


p 



&) 



此不等式叫作闵可 夫斯基 (Minkowski ) 不 等式. 


§9. 以参数形式给出的函数的导数 


设 P ⑷和利 t ) 是两个在丨0, 1} 上定义并且可微的函数，而且对于一切 s e 肛 1] 


成立不等式 ^(t) > 0 (或者 〆 (*)<())- 那么 # ⑴ 严袼增 (当 〆 < 0时 p 严 格减）且 
此 函数有反函数 h g [ x ). 数偶 (< p ( t ) Mt )) 之全体如下地给出了一个函数 y 二 f ( x )： 


(^, y ) ^ (工，/ ㈤ ）二（冲)，沴⑹， 

中 : u = p ⑺ t f = 5 (^)i f {^) ^ ^( ff (*^))* 

我们来求这个函数的导数，我们有 


/» = 巧 (㈣ )£?» = 


^ Pg {9( x )) 

¥^(9(^)V 
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这是由于 


9 f (^) 




对于 f \ x ) 的等式可写成如下形式: 




nt ) 


这给出了求以参数方式给出的函数的导数的法则，以同样的方式也可以计算任意阶 
的导数.例如我们来求二阶导数的公式+我们有 


广 ㈤ = ow). 


方面，成立等式 


(/i ⑷⑺ ))； = fXtW(t )， 


而另一方面， 




(徽: = 顯 ㈣㈣ 


㈣ )) 


因此, 


O ( ty ) 


作 v ⑻—劑，⑷ 



二十一讲 


§10. 不定式的展开 


0 


定理17 (洛必 达第一法则； 当 z — a —时的 g 型不定式）设 

1) /( a ：) 和 g{x) 在某个增如 （a - Si^) 的区间中可微^心 > 0; 

2) lim f(x) = lira g(x) = 0; 

X ― fc-Q , 一 


lim 


3) 对于某知 > 和一切 x G {a — f f {x) ^ 0 ^g f (x) / 0; 

4) 当 a — a -时，比式有有限的或无穷极限，即 

那么 比式# 也有极限且 

5 ㈤ 

f(x) f{x) 

lim = lim -77^-. 

i-a— giX} I I 


尸⑷ 

9 r {^) 


存在 
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^可认为当…一的极限是有限的数，，因为不然的话可考察比式 

9(^) 


/⑷ 


补充 / Or ) 和 g ( x ) 在点 x = a 处的定义为 f ( a )= g { a ) = 0. 那么函数/(幻和 


咖皆在 点 a 处纖奸 黑& 


a — 时有极限 i ， 所以对于任给的 e > 0, 


存在知 =如⑷ > 0使得对于一切 I g I { h ) = (a - 知， a ) 有 


〆 { 工) 


置占 = min (匕心知)，那么对于每个 xe ( a -5 r a ) ? 使用柯西定理,得 


m J 

^rr 


f ( x ) - f ( a ) ? 


广 ㈦ J 

g ( x )- g ( a ) 




<£：， 


其中 c G ( jr ， a ) C {a — S , a ). 




推论 1 在定理 1 中可以把条件 i — a - 和区间 ( a - a ) 改换为条件 i — tz + 
和区间 ( a ^ a + 5 ). 


► 我们来证明这个事实.只要做变量变换1/ = 2 n 并使用定理1于函数 湖= 
/⑻和 9 l ( y ) = g ( x ). 显然这些函数都满足定理的条件，并且当 T — a + 时私 = 

2 tt — X Or - . ^ 


0 


设 


推论 2 (洛必达第一 法则； 当 a — a 时的^型不定式） 

1) /(欠）和 g {^) 在某区间 {a - 5 ,a + S ) 中的点 a : = a 外处处有定义且可微; 

2) lim f ( x ) = Urn 5 (^) — 0; 

3) 当 a : € (a ™ + 占 ), x — a 时尸 ㈤ ， 〆 ⑷# 0®; 

4) 存在有限的或无穷极限 ：lim 

° gw 


a：—► 


那么，极限 lim _存在且等于 lim 

= c—o g [ x ) z — a g {^) 


证明直接由定理 1 和推论 l 得出. 

比式 ^ 限， f ( x ) SI g ( x ) 趋于 00 mm 
形型不定式)也成立.不过此时证明 复杂， 其缘由于下文可明白，下述定理成立. 


定理 18 (洛必达第二 法则；当 ； T — a —时的二型不定式） 设 

1) /( J ：) 和 g ( x ) 在帝如 (a - h , a ) 的区间中可微 ， h > 0; 


①此语当理 解为: 存在 A e (0,5] ? 当0 < | i - a | <心时 f , { x )^ 0 , g i ( x )^ 0 ——译者注 I 
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2) 对于 一 切 X £ (a — h y a ) y f r ( x ) ^ 0,3'($) / 0 

3) 当 a ： — a - 时 f ( x ) — > oo 7 g ( x ) — + oq ; 

4) 存在有限的或无穷极限 lim 


x—^a— 


那么，函数之比的极限亦存在，且 


lim 


/⑷ 
5 ㈤ 


lim 


r ㈤ 

9 r {^) 



显然，可以认为 


lim = leR , 


9 r {^) 


即极限有限,实际上，如果 lim 


广⑻ 

g f (^) 


OO 


，则 


n m 您 = a 

3；—►<!— J f I J ： 1 

而代替证明 lim = oo , 只要证 lim _ 

g(^) fw 


0 就够了，此式同时表明 




lim 


/㈤ 
9 i x ) 


. 和在证明定理17时一样，我们将使用柯西公式.但此时情形更 


为复杂，因为我们不能直接把比式^换为比式但是可以带有小的误差来 

作成此事，而这个误差实际上是趋于零的.我们认为在点 a 的某个半邻域 { a - h ^ a ) 
中 f ( x ) ^ 0,3(4 一 0. 这是可以做到的，因为当 $ — 时 f { x ) = oo , g ( x ) — ^ 

设 q 是任意的满足0 < q | 的数， 取心- ^ i (£ i )>0 使得不等式 


尸 ㈤ 

9 r ( x ) 


< £i } Si < hi) 


对于一切属于区间 （ a - r ^ a ) 的： r 成立.这是可能的，因为根据条件 

lim = i em . 

X—^o- S\^) 

设邶是此邻域 （ a — 心， a ) 中的某 个点. 由于 lim /⑷= 00 ，所以存在和=知(6)>0 

x ― 

使得 


|/( X )|> IZ ^ Il \/ x ^( a - S 2 , a ). 


芒 1 


类似地，存在6 3 = S 3 { e ) > 0使得 


\g{^)\ > l ff (— 工 0 )1 Vz € (a — 


£l 
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令 占4 = min (5 i ， 知，知)， J4 = ^ (a — 心，*!)}- 那么対于任 意的 ; r E ^4， 根据柯西定 

理，有 


A /(^) f 


f ⑻一 /( 工 0) j 



△S ( 别） 

i 

9(^) - dM 


9 乂 c ) 


< ^1 


其中 c e ( uo ) C 由此得到 


A/W) i 


△■/( 工 0) j , ； 

A^(x 0 ) 

i 

1 i 

A ff (^o) 


< 芒 1_ + |/| <ll + |f|* 


进而，对于这些 z 值将有一串不 等式: 


但由于 


所以 


因此我们得到 


置 


\m 

I 咖) 


I 


/( x ) A /( x 0 ) . A /( x 0 ) 



9 ( x ) Ag ( x 0 ) A £ t ( xq ) 







/ ⑷ _ A/(jq) 
p ㈤ Ag ( xo ) 

I Ag (^ p ) 
ff ⑻ 

A / R ) 
/ ⑷ 

A + £：!_* 


Afjxp) 

△ ff (冗 o ) 


厶 /㈤ 
△5( 工 o) 


+ 在 1 


A /{ x 0 ) 

Aj(a ： o) 


A £ 

9 

A / 


g (^ o ) 

/( 邛 ) 
/ ⑷ 


1 + et ， 其中 | a | < ei ， 
1 + 认其中 \^\<€ 1： 


A 


1 + a 1 


a — /? 

i+" 1 

i 

1 

1 + /? 


, 2^! 

^ ( i 5 =4 " 


/( 工〕 

5 ㈤ 


l 


^ (\ l \ + l )4 ^x + £i = + 5) = £. 


6{ e ) = ^4 


£ 


4^|+5 


那么对于任何 e e 存在 6 6 ⑷ = 5 4 


6 


(a ^ 5, a ) 都成立不等式 


/(^) 


4 ⑷ + 5 


使得对于任何 z e 


I 


< 送表明 




Sio . 不定式的展开 


- 105 - 


推论1若在定理2中将条件 x ^ a — 和 or e (a ― a ) 换为条件 : r — 和 
xG ( a,a + h ), 则定理的结论仍成立， 

H 

► 只要使用定理2于函数 

I 

fi ( y ) = / i (2 a - x )= f ( x ), gi ( y ) - pi {2 a - x ) ^ g ( x ) 


就可以了 . 4 

推论 2 (洛必达第二 法则； 当 a ; — a 时的 f 型不定式）设 

1) f ⑻， g ( x ) 在点 a 的某去心 / i 邻域可微； 

2) 在点 a 的同一邻域内 f f ( x ) ^ 0 ，〆㈤ 笋0; 

3) 当 re — a 时 /( or ) — co , g ( x ) oo ; 

4) 导数之比的极限 lim 存在- 

a：—a 

那么函数之比的极限存在且等于 


lim 

x—^a 


/(^) 
ff ㈤ 


= lim 


iM 

沒’0) 


此结论之证明直接从定理 2 和推论1的结论得出. 

注 1. 在定理 ir 和定理18中，条件 ： t — a - 可以改为 I — + oo 或 x 4 - oo ，而在定理 
17和定理诏的第二个推论中，条件可改为$ — QO . 

证明借助于引人变量变换来进行.例如，在 lim #的情形 t 应置 a = -+ ■ 那么 

^+<50 穿 L 工 ) 右 


尸⑷ 
V ⑷ 


— ㈠ ) 


1 


〆 H ) 


= m 

—涵 ■ 


由此推出极限 


lim 


m ) _ 


6- si w 


存在，而后按定理 17, 有 


/i ⑷ 


lim 


lim 勞 

— g{x) 


2. 应用关于两数列的比的极限的施托尔茨定理可从本质上简化洛必达第二法则的相当笨重 


的证明.我们来给出定理18 —个基于上述思想的证明, 




我们来证明定理18,按照海涅关于极限的定义，当 I — a -时 


f ㈤ 


I 指的是对于任何 



收敛到 a 的增数列 { x n } 7 x n ^ a : 


g ( x ) oo f 所以当 n — cc 时 g { x ») 
理.因此 T 再用柯西定理，有 


^4 — 1 都成立，而由于按定理的条件 ，当怎 
9M 


a 


时 


,而这就表明 T 对于比式^4可以使用施托尔茨定 

?(^«) 


lim lim ’ 卜 1 ! 二料 

g[^n) — 9\ x n) 
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如果最后的极限存在的话，然而,此处数 c „ 满足不等式由此推出当71 — oo 时 
h — a ，因此最后的极限存在且等于 i , 

应该指出，使用施托尔茨定理必须要有数列 9 ( x n ) 的单调性，而此性质是由在点 z = a 的某 
左半邻域中 g f ( x ) ^ 0这一条件来保证的 - 4 

I 

例 1. lim # = 1,根据洛必达第二法则，有 

$—►0+ 


lim 


\nx 


x 


= lim 

x—^0+ 



X 


，+( -工) 


= 0 , 


所以 


X 




X 


X 


lim e lnjr 


2 . 使用洛必达第一法则，我们得到 


11 m 

g® -^0 + 


a: In a: 


e 


0 





x — sin x 


X s 


=lim 

a:—►O 


1 — COS J： 

3 x 2 


_ Binx 

=lim —— 

a：— ►O 6a; 




§ n , 局部泰勒公式 

作为应用：我们来证明带佩亚诺型余项的泰勒公式 T 人们也称之为局部泰勒 
公式. 

我们看到，微分办近似于增量 △/ 精确到高于1阶的无穷小.此事记作 

A /( a ) - df{x)\^ =a = o(Ax), BP 

f(x) — f(a) — / ^( a )^ — a) = o(|i — a\) 当 ; c — 仏 

洛必达法则可用来推广这个结论 . 

我们来考察 n 阶泰勒多项式： 

g ⑷= U{a,x) =- f(a) + ^-^-Ax+ - (Axf + …+ - - ^ (Ax) n , 

其中 Aa ; = x - a. 

I 

定理 19 (带有佩亚诺型余项的泰勒公式）设 f{x) 在点 x = a 的某邻域内 n -1 
次可微且存在/ ⑻ ( a ). 那么 


r(x) = f(x) — f n (a^x) — o((Ax ) n ) 当 Aa ; — 0时, 
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► 局部泰勒公式的第一个证明当0： — a 时，把洛必达第一法则应用于比式 

(:工 共打 - 1次，我们得到 


lim 

ar ― ►£! 


r ( x ) 

( x - a) n 


lim 




*—hi n(x — a) n ~ l 


lim 

x—*a 


lim 

Til 


1) ⑻— 9 ( n -1) ⑷ 


X 


a 


r ( n_1 ) ( t ) 



我们还有 
由此 


g^-^(x) = /( 几一 1 )⑷十 


lim a(x) 

x—^a 


— (a:) 

= (( 卜中卜 

= I lim ㈦- /( n —” ⑷ 

nl a；—\ x — a 


= ^(/ ㈤ ( a )-/ ㈤ ⑷ )= 0 - 



换言之， a ( x ) 当 : r — ^ a 时是无穷小 函数. 因此 r (^) = (x - a ) n o ^( x ), 其中 a ( x ) 是无 
穷小，即 

r ( x ) = o((x — a ) n ), ， 


具有佩亚诺型余项的泰勒公式适合于计算极限.实际上,例如当 : t — 0时，有 


3 


sma : 


x 


x 

3! 





5 



+ o ( x s ). 


由此 


sin x — x + 


x 


3 




H 


6 




lim 

□r —^0 


120 


+ o { x 6 ) 


X s 


120 ' 


重要的是 指出， 局部泰勒公式还具有深刻的内涵.特别是，它推广了函数在一点 
处可微的概念，因为当 n = 1时 5 我们从它得到前面给出的函数的微分的定义 I 

我们说，对于某 n e N 函数 / ㈤ 和 ㈤ 在点邱处有 n 阶切触， 如果当 z — 工 0 
时成立关系式 f ( x )- g ( x ) = o((:r -吻广).那么，局部泰勒公式断言，泰勒多项式 
f n { x ) 与函数 /($) 有 n 阶切触. 

我们发现，如果两个 n 阶多项式 A ⑷和 Qn ( x ) 在某点邱处都与某一函数 
g ( x ) 有 n 阶切 Ai 那么它们的系数重合，从而 P n ( x ) = Q n ( x ), 实 际上， 那时 


h n {x) = P n (x) - Qn{^) = {Pn(x) - 3(T)) 十 （ 5($) — Qn(^)) = o((x - X 0 ) rt ). 

但由于多项式 k n { x ) 的阶数为 U ， 所以令^ — 邱就得知 k n ( x ) 的一切系数全是零. 
这表明 Pn ㈦ 和 Qn ( x ) 实为同一多项式，由此亦得出，上面所证的定理中的泰勒多 
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项式 f n { x ) = fn ( a y x ) 是唯一确定的.函数 f { x ) 在点 a 处的导数值通过此多项式的 
系数 q 按下述公式给出 

f^(a) = A：!% fc = 1 ， …， n . 

有趣的是,可能出现这样的情形，函数 f ( x ) 在点 a 处已经不存在二阶导数 /" ⑷， 
但同时在此点处该函数都与 n 阶多项式 P n ( x ) 具有 n > 2阶切触.此时，对于 fc > 2, 
量 

dk ~免!以， 

其中 Q ： 是多项式 P k ( x ) - f ； c k ( x - a ) k 的系数，可以看作是函数 f ( x ) 在点 x = a 

处的相应阶数的导数的概推广.我们称这些数为函数 f ( x ) 在点 ; c = a 处的灸 
阶标号并记作汍= d k ( f ( a )). 

例函数 f ( x ) 在闭 K 间 [ a , b ] 上 “几乎 处处”间断 ; 但同时它在一个“处处稠密 

的集合”上不仅有一阶导数而且有一切阶数的标号 d k ( f ( x )) (引号中的短语的确切 

含义在下面说明)，这个函数是这样给 出的： 

| . 

| 0，如果 z 是无理数， 

’怎 | n _n ， 如果 x = ―, ( m y n ) = 1. 

\ ti 

► 我们仅限于证明该函数的一阶导数的存在性的论断， 

显然，如果： c D 是闭医间 [0,1] 中的有理数 ，则 f ( x ) 在点邱 处间断.如果刊是 

无 理数， 那么对于任给的 e > 0,仅存在有限个分数其分母不超过 N = [ i ]+ l , 记它 
们为 ^1, + * ,T k . 

设5 = min 1工 0 — rjt |. 那么对于任何满足条件 \x — x 0 | < 6的; c 都有 

i^k 

|/⑻- /(^ 0 }| = |/(^)| < N N ^ N - 1 < e. 

我们还需要下面的定义和定理. 

定义数 a 叫作是代数数，如果它满足一个整系数代数方程.数 a 叫作无理数 > 
如果它不满足任何一阶整系数代数方程， 

我们不加证明引人下述定理. 

定理20 (罗斯 （ Roth )® 定理）设 f 是无理数且是代数数，设 P > 2是任意一 

个常数.那么仅存在有限个整数对 { p ， g ) d 会 = 使得 <— ■ 

9 q p 


① K . F . Roth , 英籍德国人，192^，获1958年菲尔兹奖一-译者注. 
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设和是任意的一个代数无理数.根据罗斯定理,对于/> > 2不等式 


X 


P 


Q 


< 




仅有有限个解■把这些解记作 


Pr 

Qr 


. 任意给定 e > 0并置 


iV = max [qir- ，和 , P, 


£- 


+ 1 


5 


min 

i^r 


怎 0 


Pi 


m 


那么，若 |x — j ； o | < < S ® 则对于 z = —( m , n ) = 1，有 

Tb 


xr 丨 m 

Tl !> -Mr, [ J — — Xq 

n 


>二， 1/ ⑻ 一/(怎0)| 




7^ 


n 


n 


因此， 


/ ⑷一 /(^) 
X — Xo 




n 


Tl 






< n < N 


< 


而若 Z 是无理数，则 


/(^) - /( xo ) 
X — Xo 


= 0 < e . 



: T 是已证实，函数 f ( x ) 在代数无理数: r 0 处有导数零. 

称一个集合4是在闭区间 [ a , b ] 中处处稠密的，如果对于任何点 a G [ a , b ] 7 在每 
个含: r 的开区间中都至少含有集合4的一个点. 

那么，上述函数 1) 在闭区间[0，1]的一个处处稠密的集合上间断（意指在其每 
点处间断——译者 注)； 2) 在闭区间[0, 1] 中的一个处处稠密的集合上连续（意指在 
其每点处连续——译者注)； 3) 在[0，1]中的一个处处稠密的集合上有导数 [34]. 

与所考察的例子相联系，可能发生遠样的问题:如果闭区间上的函数 3(4 
在此区间的每点处都有 n 阶标号 d n g ( x ), 那么此函数是 n 次可微的吗？函数 y = 

作为例子给出了否定的回答. 

作为本节之结尾，我们引人局部泰勒公式的另一个证明，此证明可以简单地推 


广到多变量函数的情形. 

局部泰勒公式的第二个证明我们使用关于参数 n 的数学归纳法，当 n = 1时> 
定理的结论从函数的微分的定义推出.现假定 n > l ， 从定理的条件推出，函数 r ⑷ 
在点^ = a 的某邻域 (7 内 n - 1次可微.此外，在点 a 处，函数本身及其一切直到 n 


阶的导数值都等于零 ■ 

往下，设 x e [/ 且 Ao ; = :r - a . 用§⑴证函数+ tAx ). 那么有 


r ( x ) — r ( a :) — r ( a ) — r(a + Ax ) — r ( a ) — g ( l ) — g (0 ) B 
«此处应为 b - 邛 I < min ^ (其中^不必是精确值）——译 者注. 
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由此，用拉格朗日公式于函数 9( t ), 得知对于某$0 < C < 1,有 

t ( x ) = + ^Ax)Ax. 

我们指出，点 a + ^ AxeU . 因此，对于最后的等式的右端的导数可以把参数 
的值改为 n - 1而使用归纳假设，那么将有 

r r x {a + ^Ax) = o(\x - al 71-1 ). 

由此推出 r { x ) = o(\x - a | n ). < 


§12. 带有一般型余项的泰勒公式 


根据具有佩亚诺型余项的泰勒公式，在点的邻域内可写出近似等式^ 
fn ( a , x ). 有时在点 a 的某个甚至很大的邻域内，多项式 fn ( a , x ) 可以很好地近似 
f ( x ). 此外，对应于仅仅一个点 a 的全体数 f ^( a ) 的值，常可用来计算在任意一点 
x 处的 f ( x ) 值而达到任意需要的精度+逸个事实不单对于计算来说是重要的，对于 
理论结构也很重要.确切地说，我们现在来证明分析中最重要的定理中的一个，即带 
有一般型(或叫施勒米希-劳思 （ Schl 6 milch - Routh ) 型）余项的泰勒公式① ■ 

定理21 (泰勒公式） 设/ ㈤ 是在区间（吻^ 1 )上《 + 1 次可微的函教. 设 a<b 
是此区间内的任意两点.那么对于任意的正数 a >0,存在介于 a 和&之间的点 c 使 


得 


r n ( b ) = f ( b ) - f n ( a r b ) 


n + 1 /b — a\ a 




(&- c ) 


n+1 


( n + 1}! 


我们证得 


6) = /( a ) + ~ p(fc - a ) + 


鹼彆 ■ 




► 


定义数//为 


H 


f ( b )- f n ( a , b ) 


(b — a )^ 


实质上，要证的是在区间 （ a ，&) 中存在点使 


H 


± i { b _ cr + ^ i^M 


我们借助于罗尔定理来证明此式,定义数//的等式可写成: 


f ( b )- f n ( a , b )- H { b ^ a ) a =0. 

① 0+ Schlamilch, 1S23^19G1, 德国人 ^ EW. Routk f 183 1—1907, 英籍加拿大人一 - 译者注 - 
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我们来考虑在 [ a T &] 上以关系式 


= / ⑼一 fn { t 7 6) — H(b — t) a 

I 

定义的函数 P ⑷，显然， < f { a ) = 0,此外， P ⑷在 ( a , 6) 上可微 L 且在 [ a , b ] 上连续，还有， 
由于成立等式 f n ( b } b )^ /⑼，所以 


^( b ) = /(&)- /{&)- H(b - b) a = 0. 

因此，根据罗尔定理，在区间 （ a ，&) 上，导数在某点 c 处取值为零，即当 * = 
c，c e ㈨ b ) 时， V ⑷= 0.把 ^( t ) 写成展开的 形式： 

s 

=-(/ ⑷ + ^( i >- i ) + "' + ^kb — t )«) + a H{b- t) a ~\ 
由于当 s = l ， …， n 时有 





(b-ty- 






3-1 


所以 


= aH(b - 1 ) 


a 


竹 + i ) ⑷ 


nl 


( f > - tr 


由此，当 t = c 时得到 


V(C) = —c 广 — 1 — /( n+1) (c) u 广 ) = 0 


所以 


H 


n 


a 


{ b - c ) 


TlH-1—Q ： 


户 +1) ㈦ 

(n + 1)! 


推论带有旅勒米希-劳思型余项的泰勒公式当 a > & 时也成立- 

1. 若 b = A 则 f n ( a , b )^ f ( a ) 7 r n ( h )^0 从而公式成立. 

2 . 若& <〜则使用定理于函数 g{x) - /(2a- x)M = 2a-6. 那么 6i > a 且成 


立等式 


g(bl) = 5 n ( aA ) + Rn(bl) 


但容易确认， tf (6 l ) = f(b)y 9 n(^bi) ^ / n (^ b),Rn{bi) = r n (b ). 实际上 


(6i - ay = (a - b) s = ( 一 a) s ; 0 < s ^ n; 
g n (a t bj) = g{a) + - a) + ■ ■ ■ + 9 (&i - o) n 

= / ⑷十 & -a) + •■• + ^^(6-ar = /„(a, &). 
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还有，对于某 Cl> a < Cl <6^成立等式 


Rn ( bi ) 


n 




㈢ V - 




{n + 1)[ 


置 c = 2 a — c lf 男 P 么 b < c < a . 


Rn ( b ,) 


n +1 ( 

a V 


b-ay f( n +”(c) 

b - c ) (n + 1)! 


(6- cr +1 = r n (6), 


于是，带有施勒米希-劳思型余项的泰勒公式当 a > 6 时与当 d < &时具有相同的形 
式 ，< 

泰勒公式的特殊情形 


1. 拉格朗曰型余项 (a = n + l ). 此时 


r n ( b ) = 


n + 1 

n + 1 


b 




n+L 


c ) 


( b - c ) 


n+1 


(n + 1)! 


/( 时 i ) ⑷ 

(n + 1)! 


( b - a) n ^K 


2. 柯西型余项 （a = 1): 


r n ( b )= 



(6 — c ： T +1 


/( 打 + D ( C ) 

( n +1)! 


e = ct 十 0(6 — a ), 0 < 8 < 1 — 汐 


b — c 

b - a ， 


r n ( b ) = ( b - a) n+1 (l 


er f in ^ + 0( f >- a )) 


注 1. 泰勒公式（带任意型余项）在 a = 0的特殊情彤常叫作麦克劳林公式. 

2. 将带一般型余项的泰勒公式与带佩 f 诺型余项的泰勒公式进行比较，我们看到在第一种情 
形我们有更精确的结果，而做到这一点 5 对于函数要有更严苛的要求.果然，在第一种情形，在考 
察展开式的点的邻域内要求所给的函数具有 n +1阶导数，而在第二种情形只要求具有 n-im 
导数，就是说少两阶的导数. 


第二 十三讲 

§13. 泰勒么<式对于某些函数的应用 

r 指数 函数： f ( x ) - 我们有 

/⑼=尸⑼=…=/ ㈤ ⑼= 
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带拉格朗日型佘项的泰勒公式取如下形式: 


2 

™ ^ X 

£ =1+ 1! + 2! + -- 


+ 


X 


n 


X 


n+1 



n \ (n + 1)! 


e 


$x 


o < e < i . 


对于任何固定的 a 式中的佘项趋于零，因为 


% 


n +1 


lim 

ti—co (打十 1)! 


= 0 - 


2- 函数 f ( x ) 


= sm ^:. 


我们有 


f in \ x ) = sin [ x + , 


/( 2 n +1 )(0: r > =sin 沒工十 1 


(2 n + l )7 r 


2 


(―1广 cos 9 x 


带拉格朗日型佘项的泰勒公式给出 


工 3 x 5 


5f 


一 ■ ■ ， (—1) 


fe —1 


x 


2 k-l 




(2fc- 1)! 


+ (一1) 


k x 


2 fe+l 


(2 Jfc + l)f 


cos9x 


3, 函数 /( x )= cos ^ 我们有 


U 7 T 


f ( n ) { x ) = cos [ x -\- , 


/〔 2fc ) (9 x ) = cos ( ftr 十 


2 fc 7 T 
2 


)=(— 1 ) 


k 


cosOx 


那么 


cos ^ = 1 


. / mi 

^! + 4! 


—— + ( — 1 ) 


X 


2k-2 


(2k-2)1 




4. 函数 f ( x ) = ln(l + x ), 我们有 


因此， 


f f ( x 卜士， 严 )㈦ = (-ir 

J - *i JL 


(n — 1)! 

(l + ^) n 


111(1+^) = ^-^ + ^ 


X 


■ m m 4 


iin - (- I )" 


X 


n +1 


n + 



+ (-1 广二 + 瓜， 

n 

1 \ n+1 
+1^) ^ 


我们发现，若 M < 1，则当 n — ⑺时 Kn 4 0. 此外: 

a ) 若贝！ ||&| 矣 
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b) 若 一1 < -r S ;r < 0, 贝! J < 


T 


n+1 


n(l — r) y 


其中 


R 


(-1 广 x n+1 


0 


rt 


n l + Ox V1 + 03? 


(柯西型余 项夂 


5 - 函数 /(冗）= (1 十 x) a . 我们有 


/( n )(x) = a(a 一 1) … -(a — n 十 1)(1 + x) a ~ n , 


因此 


(1 + 工 ） a = I + ax 



(x(a — 1) a(a — l)(ct — 2) 

~ iC . - 


2 


3! 


x 3 + 


a(Q ™ 1) ■ ■ - (a - n + 1) n , ^ 

工 十〜， 


其中 


Rn^ a(Q — ” : ■: f Q - W f+1(1 + 心广 1 


(n + 1)! 


0 < < 


(拉格朗曰型余项)， 


(以一叱 ，刪一 (/ 

(柯西型余项).若㈨< 1则当 n — oo 时 — 0. 


-$2 


我们看到，在所有这呰情形，当^ 


—► OQ 


时屯 — o. 换言之， 


lim fn(0 7 x) = f(x), 

n ― >oo 


这个极限表达式用如下 is 法 写出: 




» ♦ 4 


1! 


并称作函数 f ( x ) 在点 z = a 处的泰勒级数 


n\ 


我们发现，对于一切 n e N， 对于级数的第 n 项成立等式 


f (n) (a) 

n ] . 


— a ) 


n 


d^f(x) 


X =d 

—a 


因此 f 泰勒级数可改写成如下形式 


△/ 






d^f 

n\ 



这就确定了第十/V讲§4中引人的等式的精确含义. 
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注泰勒级数并不总是收敛到生成它的函数.例如 


/⑷= 


f 若 : r 一 0, 

又0,若 x = 0. 


那么对于任何自然数 fc 都有 / W (0) = 0. 

亍是我们看到，泰勒级数是零，而生成它的函数并不恒为零 I 



§14. 借助于导数研究函数，极值点，凸性 

我们的下一个目标是应用所建立的理泡来解决与函数的性状的研究有关的问题. 
问题之一是探求函数的局部的和总体的极值，我们来回忆一些已经证明了的类似类 
型的结 讼并引 人一些进一步需要的概念+ 

1, 使 尸 ㈤ = 0的点 I 叫作稳定点. 

2, 为使函数/⑷在 （ a ,&) 上不减，必要且充分的是在 （ a T &) 上 f ( x ) > 0 (可微 
函数在区间上广义增的准则） • 

3, 为使函数/⑻在（^ &) 上严格增，必要且充分的是在 ㈨ fc ) 上 f ( x ) > 0且在 
每个 K 间 ( a iT di ) C ( M ) 上 ^ 0 (严格增准则). 

由此我们有：力使 f ( x ) 严格增 t 只需对于一切: z ; e ( a t b ) J \ x)>Q (严格增的充 

分条件 

4, 若在点斯€ ( a , 6) 处取得非正常局部极值 ，则邱 是稳定点（费马定理)， 
下面我们引人几个使函数在给定点达到局部极值的充分条件. 

定理22设函数 f ( x ) 在稳定点； c 0 (即在此点 f ( x 0 ) - 0) 的某邻域中可微， 

那么 

la ) 若在邡 的左边 f f ( x ) > 0而在; c 0 的右边 f y ( x ) < 0,则工 0 是函数/(尤）的 
严格局部极 大点； 

lb ) 若在邛的左边 f ( x ) < 0而在邱的右边尸 ㈤ > 0, 则珣是 f ( x ) 的严格 
局部极小点； 

2.若 f ( x ) 在点邱的右边和左边有相同的符号，则刊既非广义的也非狭义（即 
严格意义）的极值專. 

► la ) 根据拉格朗日定理，有 

/(^) = / Oo ) 十 /'( c )^ 一 邱)， 
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其中 c 位于以吻和: r 为端点的开区间之中. 

根据条件 ，- xo ) < 0,实际上，若 a : — ；Eo > 0则 c >邮于是 f ( c ) < 
0, (x ™ x 0 )/'( c ) < 0; 而若 x - xo < 0 则 f F ( c ) > 0 且 （;r — x 0 )/'( c ) < 0. 由此得到 
f ( x ) < f ( x Q ), 而这就是要证的 ， lb ) 款之证明是类 似的， 

2. 若在吻的右边和左边 尸⑷ > 0,那么广 ㈦ 化 - 抑）在: c 0 左边小于零而在 

^ 0 右边大于零 f 由此，对于 a <邱 < 〜有 / On ) < f ( x Q ) < f { x 2 l 这就是要证的, 
尸 (2 T ) <0的情形可类似地处理 . 4 

上述定理给出了下述的在稳 定点处 取极值 的探查 法则： 

若当从左到右通过稳定点时，导数的符号由正变负，则函数在此点有局部极大 
值，而若符号由负变正，则函數有局部极小，若导数不变号，则不存在极值. 

定理 22' 设函数 f ( x ) 在点 x 0 的某邻域内连续而在此点的去心邻域中可微.若 
当从左到右通过 x 0 时， f f ( x ) 的符号由正变负，则 /( 咍在恥 达局部极大值，由负变 
正，则/⑷在吻达局部极小值，若不变号，则无极值. 


此定理之证明完全类似于定理22的证明，因为彼处并未用到函数 f { x ) 在点 
X = Xo 存在导数的性质. 


我们来叙述寻求（局部的和总体的）极值的一般法则.这里假定函数在一个闭区 
间上连续且分段可微（即去掉有限个点外处处可 微)： 

求出所有的稳定点和导数不存在的点，检验所有这些点的极值性质.然后添上 
区间的 端点， 并找出函数在这些点处的值中的最大者和最小者，就得到函数的总体 
极值- 


定理23 (极值点的第二个充分条件） 设 f ( x 0 ) = 0 且 /" (吻）存在：那么 

1) 若广 (吻） < 0,则邶是（严格）局部极 大点； 

2) 若 /" (邱）> 0,则 x 0 是（严格）局部极小点. 

► L 由于 f r \ x 0 ) < 0 } 所以 f { x ) 在点①=邱处减，而因 f ( x 0 ) = 0,故尸 ㈦ 当 
^从左到右通过吻时,从正号变为负号，因此，根据定理22,点抑是局部极大值点, 
2. f "( x 0 ) > 0,故 f ( x ) 在点; r 。 处增. 那么从定理22推出，点邱是局部极小值 
点 .< 

定理 24( 极值点的第三个充分 条件） 设 


f f ( x 0 ) -/ (2 fc - 1} ( x D ) = 0, 严 )( 判 ）— 0, 


那么 


1) 若 / (2 fc >( Z 0 ) < 0，则3：。是局部极大值点; 

2) 若 /( 圳(仰）> 0, 则列 是局部极小 值点- 
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情形 L 当 fc = 1时,结论从定理23得出，设 fc > 1，按泰勒公式表出 f f { x ) 




V I V 





严 -1) ⑷ 

(2 k - 2)! 


(x - xo ) 2k ~ 2 . 


由此 


/ V )= 


/啡- L ) ( c ) 

(2fc-2)t 


(x — x 0 ) 2k ^ 2 ^ 


由于/㈣ (抑） < 0 ; 所以/讲- 1 )⑷减，从而/ 叫- 1》 (x) 当 z 从 x 0 通过0寸，从正号 
变负号，这表明 f ( x ) 从正号变负号.所以邮是局部极大 值点. 情形2的讨论类似. 


定义11函数 /( a) 在区间 （ a ，&) 上叫作是上凸的，如果它的图像位于它在该区 
间中每点处的切线的下方. 

这就是说，如果; to 是 (a,b) 中的任意一个固定的点且 

I 

/l(^) = /(^o) + f'M +(x- xo) 

那么 

/l(x) ^ f { x ) Wx € (a, 6), 

我们说明，线性函数① fi ㈤ 的图像是函数 f ( x ) 的图像 在点抑 处的切线. 

定义12函数/⑻在 ( a , b ) 上叫作是下凸的，如果它的图像位于切线的 上方， 
即 

fi ( x ) ^ f { x ) Vjc S (a，&)， 

定理 25 1) 若在 ( a , b ) Ji /"( a ) S 0,則 / Or ) 在 ( a, b ) 上是上凸的- 
2) 若在 ( a , b ) -L f / f ( x ) ^ 0 5 M f ㈤ 在 ( a , b ) 上是下凸的， 

► l) 从泰勒公式得 

/㈤= /(xo) + fixo^x - Xo) + ’ j C ) (Z -^o) 2 3 

其中 c 6 (a T 外由于 r(x) ^ 0 ? 所以 Vo: e ( a 7 b ) f ( x ) < ⑻，这就是要证的 • 情形 

2) 的讨论类似 .• 4 

定理 25' 若 /"( x 0 ) < 0且/" ㈤在点邶处连续，则存在点 邶的 J 邻域使 f { x ) 
在此邻域上是上凸的. 

①注意，这里把“线性 函数" 等同于一次多项式——译者注. 
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► 由于 r ( x ) 在点仰 处连续且 r (吻）< 0,所以存在数 d > 0,使在点 仰的 5邻 
域中/ 〃㈤ < 0, 于是根据定理 25, 函数 f ( x ) 在此邻域上是上凸的 - < 

注 1* 若在定义11和定义12中成立严格的不等号 ， 则函数叫作是严格凸的 . 在定理25和 
定理 25' 中，严格的不等号蕴含函数的严格凸性 1 

2,函数 f { x ) 的凸件的定义 ^ 等价在每点^ &处 

S ⑷二 9 ^ o ( x ) - f ㈤ - /i ㈤ 
在点吻处有局部极值* 此外， 在点 m 处成立条件 

ff (^ o ) — 0, g f {^ o ) = 0, = /"(： r 0 ) + 

因此，使用关于函数 g { x ) 在点； r 0 处的极值的定理，我们得到，若 f f { xo ) < 0则 9 ^) 在点 
工 0 有局部极大值，而当/〃(吻 ） > 0时在此点有局部极小值.在第一种情形说函数 /( x ) 在点邱 
处严格上凸，而在第二种情形则说严格下凸. 

定理 26 设函数/(幻在区间 （ aj ) 上是凸函数， JL 有一阶导数*那么导数 /( x ) 
是此区间上的连续且单调的函数，并且 f ( x ) 的严格凸性蕴含 f ' x ) 的严格单调性. 
这里上凸性对应于导数 f ( x ) 的减性，下凸拍 ^ 对应于 f ( x ) 的增性. 

► 我们只讨论函数是按照非严格意义下凸的这样一种情形.在 ( a y b ) 中任取两点 

工1 <工2,设 J/1 = /(工1)，^2 = /(奶)，在平面坐标系中以弦联结点和（$2，汉3)， 
并记此弦之斜率 迟二^为 ko . 过点 ( xr . y ,) 作函数 y = f ( x ) 的图像的切线.由于 

X 2 — X \ 

函数 f ( x ) 下凸，此切线位于图像的下方，从而也位于与它有公共点 ( x lyyi ) 的弦的 
下方,但这只可能发生于切线的斜率 r ( x !) 不超过弦的斜率 fco , 即 fixr ) s 知的 
情形. 

关于点 { X2 . V2 ) 作类似的讨论，导致不等式 fco € f (奶)，由此，得 fixt ) <fco ^ 
f ( x 2 y 根据点 A < 巧的选 取的任意性，这就表明尸 ㈦ 在 ( a , b ) 上 不减. 

现指出，根据达布定理， f { x ) 取遍其中间值，而根据 f ( x ) 的单调性，这就推出 
函数 f ( x ) 的连续性.于是，所讨论的情形已完全解决. 

其他情形的讨论完全类似.< 

注从定义11和定义12 推出， 联结函数图像上不同两点的弦， 对于上 凸函数来说，总在图 
像之下，而对于下凸函数则总在其图像之上,此性质常用来作为函数凸件（对应地上凸或下凸）的 
原始定义， 

我们来更详细地考察凸函数的性质 + 作为例子，我们只考虑上凸函数.借助于不等式来解析 
地写出上凸函数的凸件.具有端点 =/( U ) 和【町， 3 / 2 ),於=/0幻的弦上的点 ( x , y ) 
的坐标的值可写成 

X = Ai；Ci 十 入 2 心 ，V = MVl + 入 2 奶， 

其中 h > 0, A2 > 0且 Al +人2 = 1* 这里假定和属于 ( a , b ) 满足条件; Ti < 372. 由于此 
时量1/不能超过/(^),上凸性条件得以下述关系式 表出： 


/(Aia：i + A 2 们 )会 y = Aiyi + A 2 j/ 2 — Ai/(ii) + Aa/(^)* 
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在这种情况下，函数 f ㈤ 在 (^ b ) 上连续且有右导数和左导数.下面我们来证明函数的连续性， 
并且只限于考察右导数. 

我们先证明函数 f { x ) 在区间的任意一点； p 0 处的右连续性.首先指出下述几何事实， 
即任何与函数 f ( x ) 的图像相交的直线，或者交于某一直线段，或者交于不多于两 个点， 实际上，如 
果存在三个这样的点 A = ( a ? ui )， S 二 ( X 2. V 2) 和 C = ( x 3, ys)yXi < a ? 2 < 13 的话，那么在区 
间 { x u x 2 ) 或在区间(^^ 3 )中必存在点 A ， 使得£> = 不在以 A 和 C 为端点的弦 

上.然而那时，如果 : e { X ^ X 2) 的话 f 则点 D 必位于弦之上，而弦 DC 将位于点 B 之 
上方，这与函数 f [ x ) 的上凸性抵触-而若&位于区间 （ rnd 内，则弦 AD 必从点 S 之上方 
通过 + 

由此推出 ，若点 x 5 € ( a , b ) 位于点抑的左边，那么函数 fix ) 的图像对应于点 1 C >你的那 
部分必位于联结点 （ n / (邮》 和 ( x ^ f ( xo )) 的弦 h 的延长线的下方.这表明 ， 如果 t 是弦 h 
的斜率，则对千一切 a ? ：>加有 A /( x 0 ) < k ^ Ax ， 其中 Ar = x — x D , 因此，我们断定当 A；c — (M 
时 A /(^ 0 ) = 0( 厶 a ：) — 0,这表明函数 f ( x ) 在点仰 e ( a ，6) 处右连续，类似地可证函数 /&) 在 
点吻处左连续，于是在区间 ( a y b ) 的所有的点处，此函数都是连续的 ■ 

当转向证明 f ( x ) 在点$ =邱处有右导数时 T 我们指出，对于任何 点抑和 n 只要满足 
耶 < 抑 < 外联结点（叫 /( 伽 )） 和的弦就一定不会位于联结点 (^ f ( xo )) 和点 
( x 7 , f ( xi )) 的弦的下方，因此，对于这两条弦的斜率如和綸成立不等式如多如，即 

fce = 

于是，当差量 Ax 从右方单调趋于零时，比值是不减的.另一方面，这个比值是 以量心 
为界的，这里 fci 是上面在证明在点/=吻晶连续性时所考察过的量 ■ 因此，根据单调函数 

的性质，比值的极限 lim 存在，它依定义乃是困数在点功处的右 导数. 左导数 

Ax -^0+ 

的情形类似. 

于是 > 我们证明了，对于上凸函数，在闭区间的每个内点处都存在右导数和左导数，虽 
然它们不必相等. 

另一方面，我们证明了函数 /(；£) 在点: T 0 处的右导数不超过斜率而当 — 财时量 fcl 
的极限是函数(岣在点$ =抑处的左导数 f (^ o - h 由此推出，在开区间的任何一点处，右导 
数不超过左导数，而若考察两个不同的点抑 < 怎1，那么联结（办， /( 如 )） 和的弦的斜 
率 fc 把在点邱处的右导数 f ( m +) 的值和在点们处的左导数 r ( u _) 的值“分开'即 

f ( 10 +) > fc ^ /’( n —) > /( 工 1 +)- 

由此推出， f ( x +) 在区间 ( tx f 6) 上不增 • 对于左导数有同样的结论.由于这两个函数都是单调的， 
它们中的每个都具有不多于可数多个的第一类的间 断点. { a , b ) 区间的其他的点都是这两个函数 
的连续点.根据最后的不等式,在这样的点处，两函数的值相等，而此时函数 /( W 有常义的导数 


△/ ㈣ 
Ax 






A/(j ： g) 

Ax 


fc 7- 


Ax 


xo 


f(xo) = f(xo+) = /( 工 0 —)， 


此常义导数间样是在该点处连续的，非增的函数- 
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此外，根据第一类间断点的性质，在这样的点处对于尸@十）和 f ( x -) 都有右极限和左极 
限，且这些极限分别与该点处的右导数和左导数重合-其实，对于上凸函数，右导数在每一点都右 
连续，而左导数则左连续，我们还是只考察函数 fix) 在点: CO 处的右导数,根据定义,它等于当点 
X 从右边趋于邮时联结点（吻，/(处 )） 和 (x.fix)) 的弦的斜率 fc 的值的极限，我们指出，随着 
r 的减小，量 fc 不减.如果 吻 < A < A 则通过点 （ m / h )) 和 (x, f{x)) 的弦的斜率不超过 
/'( A +). 而量 fcl 当 xi ^ x 时趋于 fc * 因此，函数 / y { xi +) 当 : Ei — 怎0+时的极限 i 不小于 Ar ， 
即 i > fc , 由此推出 

I ^ lim fc — 尸 0 co +)， 

S—►*0 + 

然而由于 f{x + ) 不增， 总有 1( /> 0 + )，所以 i =尸(卽十)，这表明函数 f(x + ) 在点利处右 

连续. 


第二十五讲 


§15. 拐点 

定义 13区间 {«, 6) 中的点邛 叫 作是可微函数/ ㈤ （或它的 图像） 的拐点，如 
果存在点吻的去心邻域，使得在它的右半邻域中和左半邻域中函数 f ( x ) 分别都有 
凸的图像但两边凸性的方向相反- 


定理 27 (拐点的必要条件） 若函教 f ( x ) 在点 : r =抑处有二阶导数且 点吻是 
拐点，则 

/"(x 0 ) = 0. 

► 根据条件在点如处存在二阶导数/〃 ㈨ )，因此 f ( x ) 在该点连续，为确定起见， 
我们认为函数 f ( x ) 在点邱的右半邻域内上凸，而在左半邻域内下凸，那么根据§1 4 
定理26,导数 f ( x ) 在点仰 右边不增，而在它左边不减,这表明它在点抑有局部极 
小值，使用费马原理，由此断言 

( r ( x )) u , 0 = /"(吻）= 0- ， 

往下仅在严格的意义谈论拐点，就是说在拐点的定义中在两个半邻域中皆成立 
严格的凸性. 

定理 28 (严格拐点的第一个充分条件） 设函数 f { x ) 在点 x = xo 的去心邻域 
中二次可微且当和当 a > x 0 时 f f ( x ) 有相异的符号，那么，若 /" (邱 ） = 0或 
者 /" (邶）不存在则邡是函数 /( 岣的图像的严格拐点■① 

①只要/在点: T 0 处有一阶导数，条 件“若 = 0或 . ”是多余的一一译 者注. 
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► 由于 f fr ( x ) ^ x < x 0 mx > x 0 分别保持相反的符号 t 所以/ ㈤ 在这两部分有 
方向相反的严格凸性,依定义是严格拐点 . 4 

此定理可叙述 为：若 r ( x 0 ) = o 且 r ( x ) 在点吻处严格增， 则吻 是严格拐点 
(当/"(刊）= 0且 nx ) 在点邱严格减时有同样的结论)々 

定理 29 ( 严格拐点的第二个充分条件） 设函数 /( CT ) 在 （ A &) 上二次 可微， 

f / f ( x 0 ) = 0 且存在/( 3 )(吻 ）〆 CK 則； r 0 是严格拐点， 

► 由于 f ^( xo ) ^ 0,那么或者 / W ( x 0 ) > 0或者 f ^( x 0 ) < 0. 在第一种情况， 
r ( x ) 在点抑处严格增> 而在第二种情况 r ( x ) 在此点处严格减 5 所以，从定理 2 8 
推出，在两种情况下都是严格拐点 . 4 

定理 30 (严格拐点的第三+充分条件） 设叫 G ( a , b ) 且设/ ㈤ 在上 

次可微.设存在 /( 说 +1 )(邮）/ 0且 f ^( x 0 ) = /⑶(吻） -■■• = / ㈣ (吻）= 0. 那么 x 0 

是严格拐点+ 


► 我们 指出， 根据条件/ 啡 +1) (吻）一 0, 即是 f ^( x ) 的增点或减点，考察点工0 
的去心5邻域!7, f ^( x ) 在 t / 中当 z 通过邱 时改变符号且在吻的两个左右半 

邻域中分别保持不变号- 

下面可认为 fc > 2,因为 Jt = 1时定理加从定理 29 推出设 xeU . 根据泰勒公 
式，有 




( 2 k - 3)! 


Or - x 0 ) 2fc " 3 + 


/( 2fc ) (c) 
(2 Ai -2)! 


(x — xo ) 2k ~ 2 



严)⑷ 

{ 2 k - 2)[ 


( x - xof k ~ 2 . 


其中 c =办 ） eU K ( x - x 0 ){ c - xo ) > 0. 但- x ^) 2k ~ 2 对于 )7 不变号，而 
/⑽ ( c ) 变号. 因此/ ⑺⑷变号， 所以根据定理点吻是严格拐点 . ， 


例 l ^ = x 3 : 点 a = 0 是（严格）拐点 ■ 

2 .y = x 2 k +1 ： 点 : r = 0是（严格）拐点. 

定义14平面 zOy 中的直线 a : - a 叫作函数 f { x ) 的竖直渐近线，如果板限 
lim / ㈤ 和 ^ lim ^ / ( x ) 中的一个等于土 oo . 

例 y = ~. 这里直线 ^ = 0 就是竖直渐近线- 

X 

定义15直线 y^kx + b 叫作函数 f ( x ) (确言之，是函数 y = /⑻的图像）当 
x -+ +oo 时的斜漸近线，如果当； r —► +oo 时 


a { x ) — f { x ) — fca ： — 6 — ► 0* 


①定理28蕴含这个说法，但反之不真——译者注， 
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当 I — 时的斜渐近线类似地定义. 

定理 31为使函数/卜）当 X — > +OQ 时存在斜漸近线 y = kx + b y 必要且充分 
的是当工 — ^ +CO 时下述条件（同时） 成立： 

1) Um - k, fc eM ； 

怎—^ qo * 2 J 

2) lim (/( a ?) — kx ) = 6, b G R . ■ 

aj—H~oo 

T 

► 必要性设 y = Jb ： 十 6 是渐近线，那么， 


当 : r —► + oo 时 a ( x ) =/(工） - kx - b ^ O . 


因此 


f ( x ) — kx — b 


X 


0 当 a : —► +oo 


由此推出 


lim ^ - = fc , 

X—► + £» X 


还有 


Lim ( f ( x ) — kx ) — lim [(/ ⑷ —fcx — &) + fc] = & 

K—►-hoo +oo 

定理的第一部分获证. 

充分性由于 lim ( f { x ) - kw ) — b 所以 

3!— H-OO 


⑷ = ⑽ — L a 


定理完全证实. 

如果对于函数 fix ), 定理31的条件1成立，则说直线 y = kx 给出了渐近方向. 
我们引人一个当函数由隐式给出时求斜渐近线的例子. 


例考察曲线方程 


x 3 + y ^ — Zaxy — 0 


将其参数化， M：y = tx , 那么得到 


x 3 {l + t J ) — 3 axH — 0, 

o 3^2*^ 

1+ t 3 -=0 ， x = 


3 


2 


X 


l+f 


因此 ， f = 一1 即直 


由此得知，-= i = t ( x ) 当 ； r — + oo 时是有界量，且办） — > 一1 . 

.出了渐近方向.现在莱求渐近线方程 y^^x + b 中参数&的值.我们有 


y = —x + b + o ( l )， 

怎 3 + (—X + 6) 3 — 3 ax(—x 十 &) = o ( x 2 ). 



由此 
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Zx 2 (b + a ) + 3 x(ab — b 2 ) + b 3 = o ( x 2 )^ 


fc + ci + 



3x2 


= 0 ( 1 ). 


在最后的等式中过渡到极限： T 4 0 O 得到 6 +a = 0,由此& = —A 所以待求的当 
x oo 时的渐近线的方程是 

边界极值设函数定义在闭区间队 b ] 上. 

定义16点 a 叫作边界局部极大值（极小值）点，如果存在开区间 ( a,a + 6) C 
( a ,6], 使得计于它的每点 a ; 都成立不等式 f { a )> f { x ) (纣应地， f ( x )> /( a )). 

当 f ( a ) > / ㈤ 时，成立非正常（局部） 极大； 当 f ( a )《 f ( x ) 则成立非正常（局 
部）极小. 

对于点6可作同样的定义，只需把区间 （ a , a +❼换为&叫 
边界极大和边界极小都叫作边择极值. 

引理 1为使在点 a (或 6) 处有（正常）边界极值，充分的条件是在此点处函教 
f ( x ) 有异于零的单侧导数 ■ 

► 证明与达布引理的证明类似. 

例如，若当 ； r 6 ( a,a + S ) 0^ f ( x ) > 0,则 a 是边界极小值点，因为对于 

x € ( ct f ^ 存在 c £ ( ft , a + 6) 使得 /(无） —/( a ) = — a ) >0，从而 

/⑷ > /(a), M 

构作函数 f ( x ) 的图像的一般方案 

1. 找出函数/(幻的定义域- 

2. 考査函数的特性（奇偶性，周期性，变号性).找出图像与坐标轴的交点， 

3. 指出函数在定义域的边界处的值以及在间断点处的值.找出竖直渐近线- 
4找出斜渐近线. 

5. 确定单调性区间，确定局部极值和边界极值. 

6 . 找出凸性区段以及拐点. 

7. 在函数图像的构作中反映出所列出的它的特征. 
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第二十六讲 


§16. 插值 


插值或插值法的目的是根据函数及其导数在定义域内■的某些给定的点处的已知 
的值来近似求出此函数.这个问题是完全确定的，如果函数的形式已给定 7 且未知 
参数的数目不超过给定的函数值及其导数的值的数目的话.譬如说, n 阶多项式有 
n +1 个参数（它的系数)，就可以根据它在 n + 1个不同的点处的值来确定. 

设在点 Xir " 处多项式 P {^) 相应地取值/(工1)，…， /(^ n )- 

定理32存在唯一的 n - I 阶多项式 P { x )^ 使得 P ( xk ) = k = 1，…， rt - 


► 我们有 


Qfc (工）= 


{ 1 , X = ? 

Oj ， . ■ ■ j —i y -j ' ' " y 


其中 


Qk (^) = 


(x - Xj) - ■ (x-x k ^i)(x - Zfc+l) --(x~ x n ) 

{^k —工 1) - ” (^k - - ^fc+l) ^n) 


那么 P ( x ) 可写成 


p { x ) = /( xi ) Qi ( x ) 十… + f ( x n ) Q n ( x ). 

我们来证明多项式 P ( x ) 是唯一的，实际上，假定还存在一个具有上述性质的多项式 
Q ( x) t 那么 Q ( u =) = /( xfc ), k = 1,…， n . 由此得到 n—l 阶多项式 F { x ) = P ( x )— Q ( x ) 
有 n 个既即 F ( x k ) = Q,k - l f --- ,n , 因此 F { x ) = 0, 即多项式 P ㈤ 和 Q ( x ) 

恒等.， 

给出多项式 P { x ) 的公式叫作拉格朗日插值公式.这里，点^叫作插值 
节点. 

设/⑷是某个函数.用 Pk (^) 代表在点3：1, …， Xfc 处取值 /(〜 、… ，/(叫）的 
fc - 1阶多 项式. 那么插值公式可以写成 


n 

F(x) = Ptix) + ㈤ 一巧 _ 】 ㈤）= P n (x)- 

k :2 

根据定义 k — 1 阶多项式 Pk (^) ― Pfc - l ( x ) 在点 Xl ,' - y ^ k -1 处取值为零1因此 
它等于 A k {x - A ) …卜 - x fc _!). 系数 Afc 与多项式 P k {^) 的最高次系数重合且根 
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据拉格朗日插值 公式， 它等于 


A k 


/(> 1 ) 



/( 叼) 


(^1 一 : r 2 ) … • {^1 - X k ) (X2 - 0^1 )(x 2 — 13) …( 奶一 Xh) 


+ ■■■ + 


fi^k) 


( x k - Xi)--(xk - x fc —1 厂 


选样一来，系数 At 是 a , …， 叫 的某个 函数，把它 i 己作 乂*： = ^ , x k ) y M 

么插值多项式 P ( x ) 可写成 


P { x ) = fl ( xi ) + ( x - Xl ) f2 ( xi , X2 ) 

H - 〜 -1) 九(忑 1， …、 x n ) y 

其中：置 X = Xi 显然有 P ( xi ) = f { xi ) = / i ( a ； i ). 这个公式叫作牛顿 （ Newton ) 插 
值公式，函数九(以，… ，⑹ ^ = 1，…， n ， 叫作插值函数. 

在牛顿插值公式中令 x = x n ^ 


f ( x n ) = P { x n ) = f ( xi ) + ( x n - x 1 ) f 2 ( x 1 , x 2 ) 

+ … + ( x n — : Tl ) … ( x n — …， 

这里插值节点 & 是一个任意的数，因此把^换成&我们得到 


/㈤=/(XI) + (工 - X l ) f 2 { x U X 2) H - + [ x - Xi )-^( x - x n - 1 ) f n ( x l7 -- ? x) 


把插值节点去掉一个点 x n ^ l 5 对于插值节点 h 
中减掉所得的恒等式，于是得到 


〜_ 2 写出这个公式，并从上式 


fn (^1 f ' * 1 1 1 1 — 


j 1 ' * ■> — 2^ *^) 一 ^/n — 1( 怎 1 ， * ■ ■ ， 1.) 


X — X 


n 


这样一来，对于 n = 2,3,…成立关系式 

MX^)= 姐 — 也 ) ， /3{^,X 2l ,) = _ h{ ^ 


X — Xj 


X - X 2 


这些关系式使得可借助简单的算法计算出插值函数，为了确定 n 


阶牛顿插值多 


项式的全部系数，只要计算插值函数在 气3 个点（重数计算在内）处的值，这里 

本质的事情是，每当增加一个新的插值点时，先前算出的插值函数依然保留，且仅需 
对它们添加插值函数在该点处的值. 

定理 33设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , b 】 上有 n 阶导数 } a ^ x 1 < < - < x n 

b f 那么成立公式 

f { b )^ P n ( b )+ R ( b ) 
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其中 R ( b ) = ^ P-(b - A)... (fc - 且 c 是属于 （a, 6) 的某个点- 

n\ 

► 考虑辅助函数 


g{^) = f{^) - Pn{^) - (x-Xl)--(x- Xn ) H , 

其中丑是某个数，其值待定，我们有 


g(^i) = ■ ■. = g{^n) = 0 . 

我们从关系式= 0 来求董兄由此，使用罗尔定理 n 次，得知存在数 c e (a， b) 
使= 0,由此 

f [ n ) ( c ) - nlH = U . 


所以 



第二十七讲 


gl 7. 割线法和切线法（牛顿法).快速计算 

设函数/⑻在闭区间 [〜&] 上可微，那么函数/㈤在 [aj 上连续，于是根据 
柯西关于中间值的定理，对于任何介下-数/⑷和 /(&) 之间的 aeR , 在闭区间 K&] 
内部存在点 C ，使得 f ( c ) = a . 无 ifc 在理论意义上还是在实践意义上，计算数 c 的达 
到预先给定的精确度的近似值都是一个自然而重要的问题，例如，可以提出这样的问 
题，求方程 x 2 =2的根，精确到小数点后第十位，也就是说， 求出力 的近似值％ 
使得成立不等式 |V2-co[< 10_ 1Q , 及诸如此类的问题 * 

我们来考察求这样的近似值的两个自然的方法，即：割线法和切线法.切线法也 
叫作牛顿法，因为牛顿第一个使用了这种方法.这些方法之重要，不仅是由于它们自 
身的意义，而且也是由于它们是许多应用于复杂得多的情形的计算程序的最简单的 
模型.两个方法都是迭代式的，即它们由顺次计算某些数心，心，……作成.这 
里，当 n — oo 时，差 | C -— 0,因而从某个号码 n G 开始，它变得小于预先给定的 
值，这个值叫作给定精度或计算误差. 

割线法 我们确定 A 为水平直线 y ^ a 与函数图像的“弦”的交点的横坐标， 
此弦即联结点 （a，/ ⑷）和 { bj ( b )) 的线段，用代表闭区间 [ a , b ]. 令 A = f ( a ) 和 
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B = f ( b ) y 从对应的三角形的相似性出发，我们对于所求的量 a 有方程: 

a — A B — a a — B 

xi — a b — x \ xi —b 


由此求得 


x\(a — A ) 


b(a-A)^x l (a~B)^a(a^B), f)+f( Q - A ) . 

n — a 


然后， 选取闭 K 间和 [ x u b ] 之中的一个作 L 使数 a 仍在它的两端点处的值 
之间， 即在心 的端点处 /( x ) - ^有相异的符号.按照同样的原则选取杖并依此类 
推.我们得到一个嵌套闭区 间组 ： loDh D -^ DlnD -'^ 如所 周知， 这组区间含有 
公共点 c 

如果，醬如说广 ㈦ > 0则 f ( x ) 不减 f 从而由 f ( x ) 的连续性推出/⑷= a ，因 
为在每个闭 区间及 的两端函数以 - = m - ^ 都取异号的值. 

切线法 这个方法如下作成.为简单起见设 a = 0. (如果不是这样，则代替方程 
f ( x ) = Of 而考虑方 程没⑷ = 0, 其 中 〆$) = /(怎） — Q；-) 值; Cl 由 关系式 


m 

b — xi 


=m 


HP xi b — 


m 

m 


来确定，对于 ngl 有 

/(^ n ) 

Xn+i = Xn ~rwr 

在两种方法中，还应该会确定何时终止计算过程.为了简化此问题的求解并减 
少计算量，人们使用下述的组合的方法. 

割切线法 此方法的实质是寻找遵从条件的点对“计算‘ 
和办的值的程序是这样的.设在/ 0 = [ a , b ] 上 f , f ( x ) > 0. 用割线法确定而用切 
线法确定那么 ^ < c < y 1} 接着把 [ x uyi ] 取作同样用割线法确定奶，而用 
切线法确定於，得闭区间厶= [ x ^ y 2 ] : 依此类推. 一 旦出现 \ x n ^ y n \< 5 , 到此计算 
c 的过程就达到精度5而终止. 


例设/ ⑻ = x ^- a,a = 0 ,a = 2. 应用切线法、为确定起见令利= 1.值 
由下面的公式 求出： 


x n ^^x n -^^ = x n 

fM 


X 


2 

ti 


a 


2工71 




2 



为了弄清这个计算程序收敛得多快，我们来估计第 n + 1步的 误差- 为此，用 tv 
表示量〜=|^/5 — ; r n l . 那么 


^ (v^ — ^) 2 = a- 2x n ^/a-\-xl ， 
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由此 




+ x n I - y/a - r n+ i- 


从不等式得知当 n^lBi 



工 n +1 


2 



因此 7 由于 a = 2 , 


^ n +1 ^ 




2^/a 


K r 


2 


由此可断定,如果知近似^精确到小数点后第位，即、< 10-' 则 X n+1 近似 
已精确到第 2 A ; 位，即 1( T ' 例如,若取 L 4 为邮，周知它近似^精确 
到小数点后第一位^即- 1.4| S 10- \那么得到 n < l ( T 2 ， r 2 < 1( T 4 , 〜< 
10- 3 '.. . 我们看到，在第 n 步时， 精确度由小数点后不少于 A : 位的数给出，此处 
k = 2 n . 于是为计算力精确到小数点后第 A ： 位，只要完成 n 次迭代就可以了，此处 
n = [ log 2 k ] + l . 

对于牛顿方法的这种类型的估计，在求解方程 f { x ) = 0的一般情况下也是成立 
的，如果初始近似值取得足够“好”的话.此断言之证明基于应用展开至第二项的夢 
勒公式. 

要注意以下 事实： 在估计数值算法的有效性时，应该不仅注意到迭代的数置，而 
且也要注意到在每次迭代时进行的算术运算的数目.例如，在计算 W 时,每次迭代 
中进行的算术运算数目等于3: —个除法，一个加法以及一个乘法，因此，为计算斤 
精确到小数点后第&位 ; 应完成 3[ log ^ fc ] + 3 次算术运算.但这还不是全部，首先应 
该注 意到， 不必在迭代之初计算小数点后全部 A ： 位的值，因为近似精度并不因此而 
提高； 其次，竖式除法比乘以一个数困难得多，而乘法又比加法困难. 

我们还指出，牛顿法提供了用乘法代替除法的可 能性. 实际上> 例如 f ( x ) = 
— a , xo = 1. 那么 

X 


工打+1 =怎 


尸 ( 工 n) 





OLX 


和以前一样，我们有 





a 


+4 


=- ( 2 a^ — ^ r n+1 . 

Or 
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现在，例如当 a < 1且 r 0 < 104时，对于使计算精确到小数点后第位的（迭代次 
数) n 的值 t 我们有： n < [log 3 k ) + 1. 

对于数值算法的有效性问题的研究的更为精密的途径是考虑关于表示数的各位 
数字进行的运算，那么可以说，例如两个 n 位数字的自然数的加法需要进行不多于 
3n 次的运算，而“学校”方式的数字竖式乘法需要 W 次分级相乘和 n 2 次加法.因 
此， 两个 n 位数字的自然数的相乘运算速度为 0(n 2 )， 好像是很自然的.在20世纪 
50年代， A. H. 柯尔莫戈洛夫院士提出证明这个初看是正确的结论的问题.但事情 
并非如此. 

在 1961 年， A. A. 卡拉促巴证明了一个出色的定理，在计算数学领域开辟了一 
个全新的方向——怏速计算理论.他证明了两个 n 位数相乘可以经 3 )次运 
算实现，而不是 0(n 2 ) 次. 

定理34 (A, A, 卡拉促巴定理）存在一个算法，使得经 0(4吻 3 ) 次运算完成 
两个72位数字的乘法， 

► 用二进制表示数： a =. 我们注意到 

a6=i[( a + &) 2 -(a-ft} 2 ]. 

一个数除以4只需把它向右退两位，这只需 0(n) 次运算.于是只要证明进行 n 次 
数字的平方需要 0 ( n ^^) 次运算就可以了.用归纳法来证.为简单起见，设 n = 2 fc 
并设 


a = 2号 ■ a +氏 

其中 a 和/3是^位数.那么成立恒等式 

a 2 ^ a 2 { 2 n - 2^ ) + (a -1- ^) 2 2 ^ 一 /3 2 (2兮 ， 1), 

若记完成 n 位数的平方的运算数目为冰贝!I 


K(n) ^ (^) + 


K(2)K^K{l) + c, 

K(n) ^ 3^= + c (n H- y -h ^ -h ■ - + 5 


其中 A; = log 2 n. 由此得 


K{n) K 3 fc (3c+ 1). 4 


t 




， 130 , 


第五章单变置函数的微分 


最后， 我们来指出作为许多迭代数值计算算法的基础的共同的思路.设要寻求 
函数在点仰处的值，即计算九= f( Xo y ^ u 来代表对/ 0 精确到(到小数点后 
n 位) 的近似值： 

= \ f n — / o |. 

假定已知一个具有以下性质的函数 G ( x )： 


Wo)=/o f G'(x)U /o =0. 


那么 


G(/ n ) 


= G { f 0 )+ G f ( U )( fn - fo ) + 


2 


(fn 


/o) 2 . 


由此推出 |/ 0 - C ( f n )\ ^ c 纪，其中 c = 现在令 L = G(/n) ， 我们得 

到对 / G 的精确到小数点后 2 n 位的近似值.据此们得到对于近似计箅 / D 的值的快 


速收敛算法，我们发现，前面考察的计 算数吻 的平方裉的算法乃是当 /( x 0 ) = 


和 G(U) = ^ 


fn + 


工0 




fn 


时的特殊情形. 
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第二十八讲 


§1. 真实原函数.可积函数 

定义1函数 F ( x ) 叫作函教/卜）在 (a,6) 上的真实原函数，如果对于任意的 
( a , h ) 都有 F \ x ) - f ( x ), 即在区间 (a，b) 的每点 a : 也函数 f ( x ) 的值都是函教 
F ( x ) 的导数. 

定理1设 f ( x ) 定义在 （〜(?） 上且 F ^ F ^ ix ) 是它的两个真实原函数.那么 
存在数 c € R, 使得对于一切; c e (a, b) 

— ^2(^) ^ ^ 


► 设函数 


G(x) = Fi(x)-F 2 {x). 
那么 G { x ) 是可微函数且在 { a , b ) 上处处有 


O^x) — F{ (^) — i^(^) = 0* 

R^=ha + b ). 那么根据拉格朗日有限增量公式有 


G(x)- G(x d ) =： G r (0(x-x 0 )=0 
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即 


G { x ) = G ( x 0 ) yxe ( a , b ). 

然而,置 c = G ( x 0 )^ 我们得到 G { x ) = c 对于区间 （ a ， fc ) 的一切点 2 ：成立 . 4 

注从定理1推出这样的 结论： 任何两个函数/<岣和 g { x ) 的原函数和 G ( x ) 相差 
一 个常数当且仅当它们的导数重合，即 F' = / = 0 = G'. 早先曾指出 ， 远非一切定义在某区间 
(a, 6) 上的函数都有导数. 

对于原函数，也有类似的情形，即并非一切函数都有原函数，但若定义在 { a 7 b ) 
上的函数 f ( x ) 有原函数,则它叫作是可积的. 

在转向研究可积函数类之前，我们先对真实原函数的概念作些推广. 


定义 2连续函数 F ( x ) 叫作是函数 f { x ) 在区间 （ a ，&) 上的原函数，如果在此 
区间的除去有限个点外的每点处都成立等式 F f ( x ) = f { x ). 


定理2设 A Or ) 和 F 2 0 r ) 是 /( t ) 在 （ d ，&) 上的原 函数. 那么存在数 c 使得在 
此区间的每点都成立 


-Fi(a;) — F2(x) = c, 

► 设心，是使 M ( aO 或 Fi { x ) 不存在的点的有限集合,那么集合 （ a , &) 被分 
解成有限个开区间在这些开区间上两函数都有导数.因此，根据定理1，它们的 
差在每个这样的开区间上都是常数.此外，这个差在整个定义域上是连续函数.由此 
推出，在任何两个邻接的区间的公共边界点处，它的值等于右极限和左极限.这些值 
就该与它在相邻区间内的值重合.而这表明，函数在相邻区间上包括在它们的公共 
边界处取常数值.因此，它在整个区间上是常数 . 4 

定义 3某个函数 f ( x ) 在开区间上的全体原函数所成的集合叫作 f ( x ) 的不定 
相分.这个集合记作/ f ( x)dx (读作： f ( x)dx 的相分)_ 


从定理2推出，这个集合中的所有函数彼此相差一个常数，因此，若 F ( x ) 是某 
个原函数，则可写出等式- 

J f ( x)dx = 巧工)十 c s (1) 

其中 c 是任意常数.这个等式应该理解作由定义在 Kfr ) 上的函数组成的两个集合 
的等式，且左边是生成 f ( x ) 的不定积分的集合，而右边是与函数 F ( x ) 相差一个在 
此区间的每点 a ： 都取值 c 的函数的全体函数的集合. 

例 1* / 1 - da : = + c , 因为:= 1* 

2. J 0 ■ 血 = c 

3甲 / cos xdx = sin x + c y 因为 (sin x) f — cosx . 
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为了证明这些等式，应该对右边部分求导数并确认其导数等于左边写在符号和符 
号咖之间的函数.此函数叫作被积 函数. 符号/叫作积 分号， 而写在它右边的表达 
式叫作积分表达式. 

易见，被积表达式不是别的，恰是/⑷的原函数的微分.实际上，若 F ㈤ 是 
f ( x ) 的原函数，即 F y ( x ) = f { x ), 则根据微分的定义 dF ( x ) = 而由于 

I 

J f { x)dx = F ( x ) + c ，+ c ) = dF (^), (1) 

所以可以写出等式 

J dF ( x ) = F ( x ) + e，<i (/ f ( x)dxj = dF ( x ) = f ( x ) dx ’ (2) 

并且最后的关系式中的等号指的是集合 ff { x ) dx 中的全体函数都有同一个微分 
dF ( x ). 同样我们有 ^ 

f ( x)dxj = f ( x ). (3) 

定义4求给定在区间 ( a , b ) 上的菡数 f ( x ) 的不定积分叫作积分此菡數.求不 
定积分的问题本身可以看作是求函数的微分的问题的逆. 
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事实上，根据前面引入的性质 (1)-(3) (见第二十八讲)，这些等式的确是等价的- 
而等式⑷仅表示函数/和 3 的任何两个原函数 F ， G 彼此仅差一常数.面根据定 
理1的注，为此必须且只需 f = 9^ 

L 

注性质 （4) 给出了两个不定积分相等的准则：它们重合当且仅当它们的导数或微分重合 • 我 
们现在证明下面的件质： 


J(f(x) + g(x))dx = J f(x)dx + j g(x)dx, (5) 

J af ( x)dx = a f f [ x)dx Va 十 Q , (5’） 

这些等式应该理解为位于右边和左边的两个函数集之重合 . （我们 i 己得， 两个集合相等，指的是它 
们由同样一些元素所组成 .） 我们来说明，集合 

J f [ x)dx + J g { x)dx 

是由一切可能的由函数的和 F ( x ) + G ( x ) 生成的函数组成的，其中 F { x ) E J f ( x ) dx , 
G ( x ) € / 即 

J f ( x)dx + J g ( x)dx = {^(^) + 

其中 { F ( x )} = S f ( x ) dx ,{ G ( x )} = Jg ( x ) dx . 

现在，为证 （5), 根据性质 （4) 只要对这些等式求导就够了.证明完毕. 

我们指出，为了应用的简便,宜把记号//(4办和 l 9 ^) dx 看作寻常的函数，分别以它们代 
表函数 /( ir ) 和 〆岣的某原函数，而把在由它们线性组成的表达式之间的等式理解为“精确到常 
数' 即等式的右边和左边相差一个在 ( a , b ) 上取常数值的函数. 

借助于性质 （4) 还可以容易地建立不定积分的两个 性质， 它们对于直接的求积 
分是重要的. 

分部积分法 

I 

u ( x ) v ( x ) — J u ( x ) dv ( x ) = J v ( x ) du ( x ), ⑹ 

变置变换法 

J f ( x)dx = J f ( ip ( t ))^ f ( t ) dt , (7) 

其中 o : = V ( t ) 是定义在区间 ( a ^) 上的 t 的可微函数，并且值的集合 Mt )} 含在区 
间 （ a , 6) 内，我们假定在两个等式中，左边的积分确实 存在； 由此就推出这些等式右 



边的积分的存在性. 

► 我们来证性质 （6). 由于按条件等式左端的积分存在，那么它的微分等于 
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d(uv _ j udv) = udv + vdn ― udv = vdn, 

由此，根据性质⑷推出性质⑹. 

为证性质⑺，我们注意到，根据复合函数的微分法并根据性质^ x = ^(0 

时有 

f(x}dx) 广 f(x 、 dx 、 = f{x) - <p f (t) 

= 伽⑻ 〆 W- 


因此，根据性质⑷，积分 ff ( x ) dx 当 ; r = p ⑴时同时也是函数的不定 
积分 ，即 



f(x)dx 



/(v? ⑷ ) 知 ⑷= J f((p{t))<f f (t)dL 


借助于求导数，易于验证下面的对于最简单的初等函数的不定积分的等式成 


立: 


1) fx n dx 


3) 

5) 

7) 


dx 

l + x 2 
dx 


X n+l 

n + 1 


+ c，n 〆 一 1; 


2 ) 


dx 




In |x| + c ; ① 


arctanx + c; 


4) / T 


dx 


arcsin a? + c; 


6 ) 


- x 2 

dx 


to 


十工 


十 



士 1 


In \x + ± 1| + c 


f a x dx = ——— h c, a > 0, fi 1 


9) J cos xdx = sin x + c; 


8) f simcfec = — cosx + c; 
r dx 

10J J — K 一 = — cot a ： + c; 

sirr x 


dx 


cot a ： + c; 


n ) 


12) f Ln xdx — x\nx — x + c 


正如已经指出过的，并非任何函数都有真实原函数，因为并非任一函数都是另 
函数的导数，例如我们来考察函数 


[ 1,若； r e (0,1) 

/(^) ^ I 2,若 r = 1, 

L 3,若: z : e (1, 2)_ 

送个函数^义在(0 ? 2)且不可能是某个 [0,2] 上的函数 Fix ) 的导数，因为根据达布 
定理，导数取遍其中 间值， 而函数 f ( x ) 总共取三个值： 1,2,3. 

①函数/ ㈨ + 2 x >0 也是的原函数——译者注， 

( In \x\ + 1 : r < 0 a ： 
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后面将要证明牛顿-莱布尼茨公式.由此公式推出，在开 E 间上连续的函数有原 
函数，即可积.因此，一切初等函数都在整个定义域生成的开区间上可积.不过积分 
的结果远非仍为初等函数,这就像在求导的情形时一样，例如，可以证明函数 


lix = J ^ (积分对数)， 


six — 


/ cosx 1 
…… dx 


(积分正弦) 


都不是初等的. 

本身不是初等函数，但却是通过初等函数借助于积分和微分形的解析关系式定 


义的函数，通常叫作特殊函数，不过应该回过头来 说明， 例如从数值计算的观点来看, 
特殊函数一般而言比初等函数"一点也不坏' 有时甚至“更好' 然而一切最简单的 


初等函数在它们满足的函数关系式的简洁方面还是有优越性的. 


再次强调，求初等函数的积分不可能仅只有一种方法，因为原函数可能已不是 
初等函数，但还是有一些办法以明显的形式来求原函数，说起积分法，再次指出，要 
弄清楚我们已知的一个函数 F { x ) 是不是 f { x ) 的原函数，没有必要“取积分' 即计 
算//⑻牦只需简单地求出泸 ㈨ 且将其与 f ( x ) 进行比较 . 


例 1. 设函数/⑷在 ( a , 6) 上有连续导数， C ( x ) = E 那么 

a<n ： $a? 


F ( x ) = E - C ( x ) f ( x ) ^ - f C { x ) f f ( x ) dx . 

a < n^x 

实际上,如果 1 不是整数，则由于 C (： r ) 和^/(^)在不含整点的区间上逐 
段为常数， 

F f ( x ) = - C ( x ) f ( x ). 

早已确认， F ⑷在 ( a t b ) 上连续,所以 F ( x ) 是函数 - C ( x ) f ( x ) 的原函数. 

2. 设函数/⑷在 ( a ? &) 上有连续导数， 〆 4 = 那么成立公式 

- + = J {/(^) - f>(3：)f(x))dx. 

a < n^x 

实际上，若 z 不是整数> 则 


厂’ ㈤ = (- p ( x ) f { x)Y = f ( x ) - p ( x ) f f ( x ) + 

进而，由于 F ( x ) 是连续函数,所以 F ( x ) 是函数 f ( x )^ p ( x ) f ( x ) 的原函数. 

有时，施用微分来进行检验是一个很笨重的程序，因此有理由借助于各种办法 
把计算过程归结为表格式的积分.为了有把握地快速计算积分，必须确定采用标准 


补充.按海涅方式的极限概念向沿集合基收敛的函数的推广 
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的积分方法的技巧.最简单和最一般的计算方法是变量变换法和分部积分法（参阅 
性质和 (6)). 

各种不同的积分方法的更详细的材料可在文献 [4,745,16] 中找到， 


第三十讲 


补充_按海涅 ® 方式的极限概念向沿集合基收敛的函数的推广 

本讲的主题是函数按海涅方式的经典的极限概念向沿集合基收敛的一般情形的 
推广.众所周知，数学分析课程的结构是建立在两个等价的收敛 概念: 按柯西方式的 
极限和按海涅方式的极限的基础之上的.课程的内容要求同时对两个概念进行研究. 
特别是，这样可以把极限的研究在各种形式下,包括在积分论,多元函数等等各方面 3 
能统一起来并做得明白. 

必须指出，沿集合基收敛的概念最先是由 A . 克雷瓦诺夫斯基[22】（以某些不同 
的术语）叙述的.在1937年， B . 格利文科 [23] 对于积分的一般定义使用了这个 
概念，其后，如 A . H . 柯尔莫戈洛夫所指出的，法国数学学派在滤子理论的框架之下 

引人了同样的概念. 

随着按柯西方式收敛的理论的成功发展，必须对函数按海涅方式[ 24 ]， I 25 ]的极 
限概念作相应的推广成为刻不容缓的 事情. 这里我们来解决这个问题，我们要引人沿 
着基的孖极限的概念，此概念与按海涅方式的极限的经典定义在最简单的具体情况 
下是一致的. 然 后我们建立所引人的沿基的 H 极限概念与按柯西方式的函数极限 
的通用的定义的等价性.最后，作为所引入的沿着基 H 收敛的概念的一个不平庸的 

例子我们演示一个定义和研究沿着基的上极限和下极限的新途径- 

i 设4是一个元素 z 的基本集 ， d = { i } 5 而 S 是它的子集的基，它由无穷多 

个终端&组成， bdA . beB , 这些终端满足下述条件： 

1) 每个终端都是不空的 集合； 

2) 对于任何两个终端存在终端&3,使得- 

定义5称序列 e A , 是沿着基 B 的基本列，如果对于任一终端&，仅 
存在序列的有限多项不属于 6. 

定义6基本序列称作是（沿着基 S ) 单调的，如果条件4 G &蘊含条件 x n ^ G 
b 对于每个终端 b 都成立. 


下面我们限于考虑还满足下述条件的基： 

①海涅 （ H. E. Heine), 1821—1881, 德国人-译者注+ 
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3 ) 对于任何两个终端 b u h ， 有或者 h C h 或者 62 C h - 

4) 存在至少一个沿着集合基 S 的单调序列. 

5) p 6 — 0, 

2. 来证明沿着基单调的序列的一些性质. 

引理1单调序列 { x n } 的任何子序列{讲= x nh } 本身是单调序列. 

► 设 b 是基 S 中的任意一个终端.那么在它外面只有序列 { x n } 的有限多项.因 

Itt 的不含在终端6中的项也只有有限个.从这些项中选择具有最大脚标 

fe - feo 的 项训. 那么 Vk 0 +1 e b . 而若幻 > feo + 1，则 > n ko +1 , 由此， 根据原始序 
列 { x n } 的单调性，有灿 ，= 〜 fcl e &，从而序列{恥}是单调的，4 

引理2设 { x n } 是沿着基 B 的单调序列.那么存在其子列{炖}，汎和 
依赖于 { yh } 的终端序列 k e B ， 使得 e b fc ， 租；^穿 bk ^- iM^i c b k . 

► 我们任意从 S 中选一个终端作 k 序列仅有有限多项不在 h 中，设^ e 
那么（根据 {〜} 的单调性）对于任何 0 ,有 x n ^ k eb ^ 选一个使％不属于其 
中的终端作为 h 这样的 b 2 是存在的，因为= 0 . 实际上，如果对于任 

何终端 b 皆有^ e fr 则^, e 但那时就+ € 是空集.作为我们取序列 
的具有这样的指标 W 2 的项，从开始序列的在它后面的项都属于6 2 且 n 2 是具 
有这种性质的脚标的最小值，依此类推. 

这样我们就得到两个 序列： 元素％ =的序列和终端的序列 { b s }, b , 6 S 使 
Xn 3 e b s , Xn 3 i \+1 且 6 fi +i c b s , 对于每个 S > l 成立.碡 
序列 { b n } 称为基本终端序列. 

引理 3设 { h n } 是基本终端序列.那么对子每个终端6 e B 存在终端 b n eB 
使 c L 

► 设&是基 S 中的任意一个终端.在此终端之外，仅有有限多个元讲.那么存在 
至少一个值 Jt = feo , 使如 € h 我们来考察基本终端序列中的终端 b k0 ^. 

根据赋予基 S 的条件,成立两种包含关系之一: 1) & C 6^ 0+ 1或 2) 6 D 心。 +1 .但 
第一种情形是不可能的，因为否则的话关系式 y^ebc h ⑷ 成立从而心 e 6 feo+ll 
这是不可能的，因为根据序列 切 和 {&} 的 结构， i/fco e & fc 。 但如。穿因此，第 
二种形发生^即& 3 b k ^ i . < 

引理4成立关 系式门 bk = 0 . 

k~l 

► 假设 不然， 即存在 z 属于所有的心.由于 n 存在一个终端&不含 L 

beB 

按引理3, 存在、 使 W &. 由此推出^不属于终端从而3 ¥ Q 
与前面所作的假定矛盾 . 4 



补充+按海涅方式的极限概念向沿集合基收敛的函数的推广 


■ 139 . 


我们指出，根据所证的引理，基本终端序列本身构成了一个与初始的基 S 等价 
的基.有时也把等价的基叫作是共尾的 ( confinal ). 

3.设是定义在4上的实函数.称数 i 是函数 f(x) 沿着基 B 的 C 极限， 
如果对于任给的^>0存在终端6 = 6( e ), 使得对于一切: r e 6有 |/( x ) _ < e . 记 

作 Z = C-limf(x) 或简记为 f = lmi /( x ). 

这对 I 于函数极限按柯西方式的定义.现在我们给出极限按海涅方式的类似的 
定义+ 

数 f 称作是函数 f ( x ) 沿着基 B 的按海涅方式的极限，如果对于每个沿着基 B 
的单调序列 {^ n } 都成立 


lim 



/( 工 n ) =厂 


1 己作 ： Z 

B 


定理 3 


存在 C -\ imf ( x ) 的必要充分条件是存在 




且两者相等. 


换言之，函数沿着基 S 的 ifm 极限概念和 C 极限概念是等价的. 
^ 必要^设 C 极限存在 ，即 


C- lim/(x) 


那么，根据定义,对于任给的 6> o , 存在& = 6( e ) 使得对于一切 xeb 成立不等 
式 \ f ( x ) - l \<€. 

考察任意一个沿着基 S 单调的序列 { X n }. 从单调性的条件推出，存在仰使得 
对于一切 n > n 0 成立关系式〜&■因此 

\ f { x n ) — l \<6 Vn > no , 


即 

lim /(〜）=h 

n — hcx> 

充分性 假设充分性不成立■设 i ，但 C 极限不存在或不等于 [ 

迭 表明， 存在 £ >0使得对于每个终端 beB 都存在$ € b 使 \ f ( x ) -/| > s . 

我们来考察基本终端序列 {6 n }. 设 A e bl 且|/(之1) &由于 J/s =门 b = 

b^B 

0，所以存在终端 & ⑴ e s 使得 A _ &⑴.根据引理3,对于某 rn 有 C 6⑴.因此 
:\糸 6 m * 

接着，存在点勿 e b ni 使得 |/M 和上面一样，我们找到终端满足 

条件句？然后选办使|/(办）依此类推.这样一来，我们得到序 
列 { z n }, 它满足条件办 e b nk ^, z h ^ b nky 并且终端序列 h = &« 0 Db ni Db n 2 D -- ■ 
我们来证明，序列 {&} 沿着基 S 是基本的且是单调的. 
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基本性取任一终端浐 G R 裉据引理3,存在终端 b k C b \ 若> Jfc , 则 
c 4 c b \ 序列 { z n } 中仅有元素 q4 不属于终端 & n s ，而且对于任何 n >^ 
均有;€ 6 〜 C 6' 这表明序列 { z n } 是基本的. 

单调性用反证法.设存在终端 M e 汉使得对于某号码 fc 有 A e z h ^ ib \ 
从序列 { z n } 的结构得到 K 《因此九，3 M (根据基的性质 3). 由于斗 G 6' 
所以 a e 但这与裉据序列 { z k } 的结构当有 A 0 相矛盾 • 从而序列 {&} 

是单调的. 

接着，从 L 有 Jiim ^/( z n ) = L 因此，可在不等式 |/(^)-*^ > e > 0 

中取极限得0 > e > s o , 而这是不婣 

我们说 t 数 Z 叫作函数 /㈦ 沿着基 S 的极限 > 如果对于任何沿着基 B 的 
基本列 { x „} 都成立条件 

lim f ( x n ) = L 

n ― >oq 

i 己作 ： Z 

定理 4 下述三个极限概念 等价： 


1) limf { x ) = l ; 

2) H - lim . f ( x )= 

3) 

.s 


l 




L 


> 下列命题串 成立： 1) ^ 2) ^ 3) ^ 1). 其中前两个是明显的， 第二 个命题从定理 

1推出 ， 4 

4. 我们来证明沿着基的上、下极限的一些性质.设 { x n } 是沿着基5的单调序 
列并设存在 ^ lim /(^ n ) = I 那么 f 叫作沿着基5的部分极限.部分极限中的最大者 

(如果存在的¥)°°叫作函数 m 沿着基 b 的上极限并记作 ㈤ ； 类似地，最小部 

分极限叫作函数 f { x ) 沿基 B 的下极限并 i 己作 lim /( x ). 

数 I 称作上极限数，如果 B 


1 = mf supf [ x ), 

o^B 


而数称作下极限数，如果 


h 




定理5设函数 f ( x ) 终极有界.那么沿着基5上、下极限存在且 






inf sup /( x ), 

b 邑 B 戈它 b 


lim f ( x ) 




sup inf f ( x ) 

b^B^ b 


对于基 S 的任意两个终端 b u b 2 , 有 


inf f { x ) ^ sup f { x ). 



补充.按海涅方式的桎限概念向沿集合基收敢的函数的推广. 
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实际上，存在基 B 的终端 b 3 那么 


inf /( x ) < inf f ( x ) ^ sup f ( x ) K sup f ( x ). 

①印 3 x€ba a ： €fe2 


因此，根据 f { x ) 沿着基 S 的终极有界性，存在数 A 使 


A 


inf sup/(x). 

b € B x ^% JK } 


我们来证明 


— A . 

J 3 

第一步 I 可找到终端 6* e 尽使对于每个 z e 有/ ㈤ < A + L 从引理3 
推出，存在终端 & ni G s 满足 c f . 我们来证，可找到元素 A e & ni 使得 
A + l > /( Xi ) > A — L 只要证明 

sup f ( x ) > f ( xi ) > A - 1 

就够 X 如果这样的元素 A 不存在，则 Vi e 满足不等式 f ( x ) S A - L 因此 

sup f ( x ) < A - 1, 

x € b fll 


从而 


A 


inf snpf ( x ) < A 
tea 



发生矛盾. 

进而可以找到终端使得〜辛6〗 1 )(这样的终端是存在的，因为丑 s = n & 

b 巨 B 

= 0 ). 

第二步.选择终端6( 2 ) G S 满足条件 

_ 

i 

f ( x ) < A +^ Vx € b (2) . 


考察终端 b $ 2) c d ( 2 ) n 从 D . 终端 f e F 不含 Xl * 进而同在第一步中一样，存 
在终端^ C < 2) ，它含有点的/ A 使得 

^ _ ^ < fi x 2 ) < 久 + 豆， 

依此类推.最后我们得到序列 K }, 满足条件 

1 1 

^ j ^ ^n B _i ^ ^ — — < S (^s) < A + _ - 

s s 

和在定理 1 的证明中一样，我们确定 { x n } 是沿着基 S 的单调序列*此外，当 
ri — ^ 00时成立等式 lim f ( x n ) = A , 即 A 是沿着基 S 的部分 极限- 

n—^oo 
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第三步.我们证明，函数 f ( x ) 沿着基 S 的任何部分极限都不超过 A . 从量 A 的 
定义知，对于任意的^>0,存在终端6满足条件 


sup/(^) < A + £. 

a?e6 

设是任意的使存在的沿着基 B 的单调序列.根据序列 

的基本性，它仅有有限个于6,即存在号码 n 0 使得对于一切大于叫的号码 
nj ( x n ) < X + e . 过渡到极限 n — 00 ,得 


lim f ( x n ) ^ A + e . 

’ n ― ►qo 

根据 e > 0 的任意性，得 lim f { x n ) K A . M 

如前面那样，设 6 和别是上、下极限数 . 我们称数 l 2 ~ h >0 是函数/⑷ 
沿着基 S 的振幅，并记 


OSC/ ㈤ — l2~ 
B 


用这些记号，柯西准则叙述如下. 

为使函数 fix ) 沿着基 S 存在极限，必要且充分的是 oscf { x ) = 0. 
我们指出，从定理 3 特别 得到： B 


1) 


㈤ ⑷ 


2) lim f ( x ) 




， mf , up /( x ); 
㈣ / ㈣ 


3) lim f ( x ) = inf sup f ( x ). 

注 1 .定理 1 即使在最简单的情形也多少比断言按柯西方式和按海涅方式的逐点收敛的等 
价性的经典定理来得强，因为它只要求序列的单调性，这一点有时的确是便于应用的. 

另一方面，可以考察这样的基 T 对于它每个基本列都不是单调的.这时， Hjn 收敛当然没有定 
义，但是断言收敛和 C 收敛的等价性的定理2依然成立，因为它的证明本质上与定理1的证 


明是一样的，只要简单地用基本列替换单调列就可以了. 

2-必须强调，如果情况是这样，即至少存在一个沿着基单调的基本列，那么 收敛， 收 
敛的概念皆可定义.此外，如在引理2中已证的，对于这样的基，总存在基本的终端序列，它本身 
是可数基，与初始的基共尾+用滤子理论的语言来说，这就是说，推广关于//收敛性和 C 收敛性 
的等价性的海涅定理的 问题, 只能对于具有可数基的滤子来考虑. 


3. 我们只限于考察数值函数的收敛槪念.不过，定理2可以毫无困难地推广到两个基的映射 
的情形，当且仅当这两个基之上存在单调的或简单基本的序列. 


4- 限制基 S 的条件3,有时不能满足*这时，常可代替基 S 而考虑满足这个条件的给定在同 
一基础集合上的与基 B 等价的基这里等价的含 意是， 任一函数沿这两基中的一个收敛，蕴含 
着它沿另一个收敛到同一值. 


引理2中的基本终端序列 { b n } 和基 B 就是等价的基的一个例子, 


第二部分 

黎曼积分.多变量函数的微分学 


数学分析课程的这部分包括单变量函数的积分学基础，和在多变暈空间中的微 
分学.作为主要研究对象出现在这两个题目中的几何概念把速两个题目联系了起来, 
数学分析的基本概念，在很多情况下都来源于对现实空间中几何对象的最简单 
性质的表示.可以举阿基米德的测置面积的方法和欧多克斯的“穷竭法”为例.函数 
黎曼可积的概念与曲边梯形的面积，即其若尔当容积的存在性的问题联系了起来， 
数学分析的概念的另一个来源是算术.因此，我们尽力来阐明数学分析的算术 
观点 4 根据这些算术观点数学分析的概念是由具有与自然数的性质相关联的算术属 
性的离散因素所引发的.欧拉和阿贝尔求和公式的证明，积分和方法，黎曼积分理论 
中的均匀划分，模为1的数的序列的一致分布的外尔准则，由艾森斯坦给出的关于 
函数的代数性的判别法等均属此类.我们将指出，曲线长度的公式是以简化的方式 
引出的. 

有一系列被考察的概念会在以后其他课程中作更详细的研究.对于这些概念,这 
里给出了初步的然而足够明确的表达.这将使以后学习相关内容变得容易，并有助 
于将来对于理科专业课的 理解. 
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第一讲 

§1. 引言 

设函数 f ( x ) 定义在包含闭区间的区间 （ Q ， 灼上.夹在直线 x = a f： r - 
b，y = 0 以及曲线 y = /( x ) 之间的图形叫作曲边梯形，它的面积在横轴之上的部分 
取正号，在横轴之下的部分取负号.这个面积值叫作函数 f { x ) 在闭区间 [ aj 上的定 
积分，记作 

[ /⑷如， 

J O 

其中数 a 叫作积分下限,&叫作积分上限. 

关于积分的这个定义，有一系列疑问. ； 

1) 何谓面积？（下面要对这个原则问题给予极大的关注). 

2) 为什么这个面积几乎用与不定积分同样的记号来标记？ 

3) 在不定积分与定积分之间存在怎样的联系？ 

我们提前来回答最后的一个问题. 

首先指出，定积分可以看作是积分上限（或下限）当另一积分限固定时的函数， 
即譬如说固定数 a ， 则对于任一 & e ( a 7 /3), 得到在区间 K &] 上的积分值作为函数的 
值.这就定义了一个给定在区间 （ a ， 灼上的函数 F ⑻ I 其实，如果函数/⑻在闵 
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上连续，则从后面将要谈到的牛顿〜莱布尼茨定理推出，函数 F ( x ) 是可微的，且是函 
数/ ㈦ 的原函数，即 F \ x ) ^ f ( x ) 7 此外述成立等式 

f f(x)dx = 增 - F(a). 

J a 

设朽⑻是 / ⑷的另一个原 函数. 那么，由于 F^x) = F(x) + a 其中 c 是常数， 
所以 

r b 

Fi(b) — 巧⑷ := F(b ) 十 c — F(a) — c = F(b) — F(a) — j f(x)dx. 

J& 

换言之，这个等式对于构成不定积分的集合中的任何原函数都成立.于是，牛顿-莱 
布尼茨定理指出了这一情况，即不定积分和定积分乃是彼此紧密联系的概念.面为 
了进一步研究这些 概念， 必须弄清楚 曲边梯形的面 积概念是什么意思.对于研究这 
个问题可有不同的途径^且与此相关，对于同一梯形，面积可以存在也可以不存在. 
然而如果在两种不同的意义下 5 面积都存在，则在两种情况之下它总诙是同一个值. 

§2. 黎曼积分的定义 

已然指出， “定积分” 概念本质上归结为“曲 边梯形 面积” 概念的定义.曲边梯形 
指的是位于带状区域 d S Z 在 b 中，夹在函数图像= /⑷与横坐标轴之间的图形. 
换句话说,此图形由形如 


{(T ， i/)|a /( 工 ) } 

的点集 A 和形如 

{ ( 工， y)W f{x) ^y^Q} 

的点集 S 组成. 

任何平面图形 D 的面积记作 〆 £>).注意到，平面上任意图形的面积都是非负 
的数 • 定积分与面积的不同之处是它等于图形』的面积与图形 S 的面积的差，即 

[f(x)dx = fi{A) - fi{B) 

J a 

而不是它们的和，这可能出乎预料. 

从中学的几何课程中知道具有面积的图形有下述最简单的 性质： 

1 ) 若 C 则 ^{^l) ^ 

2 ) 若功门氏=% 则 M ^ iU ^) - + w 巩) ■ 

3) 矩艰的面积等于它的相邻的两条边的长度的乘积. 

由其边平行于坐标轴的矩形组合成的图形是有面积的.这样的图形叫作是最简 
单的. 


§3. 黎璺积分的定义 
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现可用以下方式来定义曲边梯形 I ?的面积，亦即函数 f{x) 在闭区间 \a f b] 上的 
定积分的概念，为简单起见，我们仅讨论函数 f { x ) 非负的情形. 

在图形 D 内和包围图港 D 分别作内接的和外切的最简单的图形 A 和1> 2 .暂 
且可假定函数 f(x) 是连续的.显然，见 c D c IV 我们还发现，图形认和囹 
形的边界的某些部分分别是闭区间 [A b ] 上的阶梯函数.我们记得，函数 h { x ) 
叫作阶梯函数，如果它在每个间隔中取常数值 hi.i = } ^a = ^o < 

设图形认对应于阶梯函数 h ( x ) 而图形1? 2 对应于阶梯函数 
g{x). 那么 h (; r ) S f(x) < g{x). 

把量 

n 

I{k) = hjAxj 

i=l 

叫作阶梯函数的积分.成立不等式 " a ) < j( 9 y 

我们来考察两个数集合 A = {I{h}} 和 B = {1(g)}. 根据关于这两个集合的分 
离性的引理，存在数 J 分离这两个集合.如果此数是唯一的，则称之为函数/(4在 
闭区间 K 6 j 上的积分，而函数本身叫作是在此区间上可 积的. 

已经知道，如果数 id J ⑹和 sup /⑻重合，则它们的公共值等于 L 因此, 

DsJD ZJjCD 

成立下述关于有界函数的可积性的准则. 

定理1为使在闭区间上有界的函数 f{x) 是在此区间上可积的，必须且只需对 
于任意的 e > 0存在阶梯函数 h(x) 和 g{x) 满足条件 h(x) ^ f(x) ^ g(x) 并使得 


此刻我们不证这个定理，因为我们将基于更为传统的途径来建立黎曼积分理论, 
而在这个方法的框架之下可积性的准则将被证明.据此我们证明两种建立黎曼积分 
的途弪给出同一个可积函数类. 

致们还指出，上面所述的方法给出了通过内接和外切最简单图形来定义图形 U 
的面积概念的可能性.用类似的方式我们下面要定义若尔当可测的图形，并证明为 
使对应于函数/(4的曲边梯形是若尔当可 测的， 必要且充分的是 /( W 是黎曼可 


积的. 

还存在其他的构建方法 5 借助于这些方法可以引人面积的概念，也可以引入我 
们开头感兴趣的定积分的概念.这些构建方法的精义在于建立某一函数类到实数的 


对应，使得此函数类的每个函数依这样的方式对应于一个特定的数字，这种对应方 


式必须满足最简单的图形的而积所具有的自然的性质.我们指出，构建方法越复杂， 
所建立的使 “定 积分”概念有意义的函数类就越广泛.我们将考察由德国数学家黎曼 
提出的构建方法，据此 T 相应的积分叫作黎 曼积分 • 同样我们还要了解更一般类型的 
积分： 勒贝格积分，然而,基本上我们只学习黎曼积分.黎曼的原始的构建方法的叙 
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述可在论文 《关 于函数用三角级数表示的可能性》中 找到， 此论文是黎曼于1853年 
写成的.此文首次发表于1867年，而于1914年译成俄文. 

举例来说，勒贝格积分是比黎曼积分更为一般的，因为一切黎曼可积的函数都 
是勒贝格可积的，而反之不真.我们强调，如果函数依两种不同的方式都可积，则积 
分的值总该一样.因此,积分概念的推广，只可以这样来实现，在更广泛的函数类上 
賦予的定积分数值对于那些已经具有定积分值的函数，保持其定积分值不变. 

我们来叙述黎曼积分的构建方法.我们认为函数 f ( x ) 定义在一个包含闭区间 
[ a , b ] 的区间（％/?)上 - 

定义1称有限多个点 ： 所成的集合 T 1 为闭区间 K &] 的一个（非 
标码）分法，如果 n>lJLa = xo<xi < — ^ < x n ^ b . 

定义2说分法在分法了 2 之前（或分法 r 2 在分法之后)，如果成立集合 
的包含关系 Ti cr 2 (或乃 分法 T 2 叫作分法7\的加细 - 


显然，下述性质成立. 

1°任何分法都是自身的加细. 


2°若 T 3 = UT 2f 则分法 r 3 既是分法的加细，也是分法 Tii 的加细. 
对于任一分法了= { 功，…用 At 表示闭区间 [ x k - u x k ]. 此区间之长 


度 记作: 


△怎 = 叫 _ 叫 一 1- 


定义3量 A：r = max Axk 叫作分法 T 的直径. 
在每个闭区间 Afc 上选取一点&彳=1， …， n ， 则 


Tfc- 1 ^ ^ 叫 . 

定义4点集 {^ 0 , … yXn ；^ ly -- - U 叫作闭区间 [ a , b ] 的标码分法. 

把标码分法记作 K s 而把对应于它的未标码分法记为 r = T ( V ). 

定义5和 

n 

( V ) = /(6)^1 + …+ /{^ n ) Ax Tl = f (^ k ) Ax h 

fe=l 


叫作函数 f { x ) 对应于标码分法 V "的积分和. 

定义6如果数 J 满足条件：对于任给的 e > 0,存在 d = S { e ) > 0使得对于闭 
区间 [ a , b ] 任意的标码分法 V ，只要 A v < J 就有 

\ I - a ( V )\< e } 



即 


§3. 黎曼积分的定义 
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I k=l \ 

那么就称 J 为函数 f(x) 在闭区间 \a,b) 上的（黎曼）定积分，记作 



定义7若函数 f(x) 在闭区间 [a 7 b] 上有黎曼积分，则称它是在 [〜 b ] 上（黎曼) 

可私的. 


容易证明下述 命题： 若存在两个数 A 和/ 2 皆满足函数 f ( x ) 在闭区间 h & j 上 
的黎曼积分的 定义， 则它们相等 f 即 Ji = 

► 实际上 5 若 h < h 则将取作量那么根据积分的定义，存在数占= 

6⑷ > 0,使得对于任何标码分法 V 满足6者，皆有 

\oy -™ /i| < |^V — ^2 丨 < 匕 


因此 

/2 — ,1 S |,2 〜 Ov| + |^V — ^l\ ^ 2^ ~ 1"2 _ 了 1. 

由此得到 h - h < T 2 - h - 这是不可能的 ■ 因此忍=4 

可将定积分看作是沿着某个基的极限,我们来确定这个基，就是说要刻画构成这 

个基的终端的集合- 

回忆基本集 A 的于集&构成 的基万 的定义，基 S 的终端 bdA 满足下述条件: 

1) 空集不是基的终端； 

2) 对于基5的任何两个终端 tx , b 2 j 存在终端使得 ba Cbif )^ 

作为基本集冼我们取闭区间卜>]的一切标码分法的集合.对于每个 J > 0,令 

b 6 为直径小于 *5 的标码分法的全体所成的 集合. 一切〜所成的集合{~}就是要找 
的基积分和 o ( V ) 是定义在标码分法集乂上的 函数. 那么函数/⑷在闭区间 ㈧ 6] 
上的定积分不是别的，恰是积分和沿着基 B 的极限 s 即 

r b 

1=1 f ( x)dx ― lrnitr ( y ). 


这个等式的意思是：对于任何数 e > 0都存在集 S 的终端~ = Me ), 使得对于任何 
标码分法 V € b 6 ( e ) } 成立不等式 \ a { V ) - I \< e . 

在前述积分的定义中，作为量6 > 0应取产生终端 h { e ) 的那个量5_ 

由于积分是积分和沿着基 S 的极限，所以对于积分适用关于函数沿着某合基的 

极限的定理. 

我们来证明可积函数的下述重要性质- 
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定理2 设函数/ ㈤ 在闭区间 [ a , b ] 上可机那么它在 [ a , b ] 上有界. 


► 假设函数 f ( x ) 在闭区间 [a j 上不是有界的.取此闭区间的任意一个直径小于 
S 的分法 T;a = x 0 < x 1 <^^< x n = b . 那么存在闭区间 A r = 使函数 

/⑷在上无界.我们来证明函数 a ( V ) 无界.取任一数 M > 0. 这样来构作分法 
r 的标码 V 使 \ a ( V )\> M . 为此任取点 L …，心 — 心 +1 ，…，心置 


A 


_ _ 

/ ⑸ A 叫 




由于函数 fix ) 在闭区间 Ar 上无界，所以存在点匕 e 使 


I 瓜 ）1 > 


M + A 
Ax t 


由此得 


1^)1 > \mr)Ax r \ 


■ ■ 


k=l^k^.r 


> M ， 


从而 < t ( V ) 无界 t 那么函数 f ( x ) 不可积. 


第二讲 


§3. 黎曼可积的准则 


我们来建立在闭区间上有界的函数黎曼可积的准则. 

定义 8函教 /( 岣在闭区间 [ a , b ] 上对应于分法 T = {刊 ，… , x n } 的和 


71 

S { T ) = 


其中 Affc = sup /( x ), Ajt = [ x k ^ j , x k ],Axk = Xk - x k - i , 叫作是达布上和- 

而 

n 

s { T ) = 

fe=i 

其中 mjt = inf f ( x )^ 叫作达布下和 * 


S 3, 黎璺可积的准则 
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定义 9设 W 表示闭区间 [ a ,6 j 的一切分法的集合， 数 r = T mf 5( r ) 叫作函 
数/⑷在 [a 7 b] 上的上积分，而数= sup s(T) 叫作函数/⑻在 [a,b ] 上的下 

TGA f 

积分. 


定理 3 (闭区间上函数黎曼可积准则） 为使在闭区间上的有界函数黎曼可积， 

必须且只需 


lim (5( T ) - s(T)) = 0. 

At — 

为证 i 准则，需要达布上、下和的下述性质， 

引理1对于任何标码分法 k 皆有 

s ( T ( K)K S(T(V)), 

引理2设是任意的一个分法而 a(T 0 ) 是此分法的标码的集合，那么 

s(T 0 ) = inf 5( T 0 )- aup o{V). 

V€q{T 0 ) V^otlTo) 

引理 3 对于任何非标码分法乃和 T 2 

MUK S(T 2 )^ 

引理 4 对于有界函数 ^ 上、下积分尸和厶必存在，量对于任何分法 r 皆成立 
不等式 

s ( T ) < ^ r ^ S(T). 

引理5标码分法 V 的直径与和它对应的非标码分法 r = T ( K ) 的直径是一样 
的.因此若 V € 6纟则 T(V)^b s . 这里％ 表示标码分法基的终端，而〜表示非标码 
分法的基的对应于数的终端. 

引理6对于任何分法 r 有 


r - S ( T ) - s ( T ) = U ( T ), 

► 这些命题的证明没有大的困难.因此我们仅证引理3,引理4和引理 6. 

从证明引理3开始.我们指出，当分法 r 加细时，达布下和 s ( T ) 只可能增加， 
而上和 s ( T ) 只可能减小.因此，取 ur 2 就得到 

^( Ti ) ^ s ( r 3 ) ( 5( t 3 ) ^ s ( T 2 y 

引理3获证. 

引理4的证明本质上从引理3推出.若作成全体 s { T ) 的值的集合和全体 
S { T ) 的值的集合地，则引理3的结论表示任一元素 aeM 2 都是集合恥的上界. 
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那么， Mi 的最小上界，即量八，不超过 a . 这表明是集合地的下界，而根据尸 
自身的定义，它是集的下确界，因此 

s ( T ) ^ S ( T ). 


引理6的结论从下面的不等式串推出 


s(t)^ s(t) > r - s(t) > r - / + , 

引理1、引理 2 和引理 5 的结论直接从定义得出 ，< 

现可转来证明函数黎曼可积的准则. 

► 必要性设 Jim ^ a ( V ) = I . 这表示，对于任何 ei > 0,都存在数心=> 0, 
使得对于任意的标 1 ^分法 I 只要直径 A 就有 \ a { V ) — /| < 即 

I 一 Si < < r ( V ) < / + (1) 


考虑任意的直径小于 A 的非标码分法 r . 有 


s ( T )^ inf MV ), S ( T )= sup a ( V ). 

V ^ a { T ) 

_ 

那么从⑴推出 

I 一 ^ ^( T ) ^ I — ei pS ( T ) ^ I -\- 

因此数 s (： T ) 和 S ( T ) 位于同一个长度为的闭区间 [ J-qV + q ] 中.所以 

|^( r )-5( T )| ^2 ei - 

若取 Q 二 I 和6 二 & ( I ) ， 则得到，对于任意的 e > 0存在5 = 5( e ) > 0,使得对于 
任何分法/只耍 < 3 ( e ) 就成立 \ S ( T ) - s ( T )\ < e . 从而 

\im ( S ( T )- s ( T ))= 0 . 

△ T ― 

充分性我们来证明，从条件 Hm ( S { T ) - s { T )) = 0推出极限 lim < r ( V ) 

At — ^ ' Ay—D 

存在. 

首先 证明， 上、下积分 r 和相等.根据引理6有 

I 

0 < /* - /* KS ( T )- s ( T ), 

因此当 a t — 0时 A = r — 4 — 0,即九= 0,从面 


/"=/* = L 
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剩下的是证明 ^ 0 ^( V ) = /. 给定任意的 e >0 . 则存在 <5 = J ⑷ > 0,使得对 
于直径小于5的任意¥法 r 成立不等式 

S { T ) - s { T ) < 6. 

那么对于任意的标码分法 V ，满足 Ay < <5者，有 


S ( T ( V ))- s ( T ( V ))< e . 

祕 

s ( T ( V )) ^ a ( V )^ 5( r ( V )), S ( T ( V )) S { T ( V )). 

那么两个点 <10 和了 皆属于长度小于 e 的闭区间 [ s { T ( V ) lS ( T { V ))]. 这表明这 
两点之间的距离小于 e . 所以，对于任何分法 I 使 Av < ^者，皆成立不等式 
\ a { V ) - J | d 从而 = /. ， 

注在证明可积准则分性时，建立了下述论断* 

若对于有界函数成立条件 

lim (S(T) - s(T)) = 0 

则成立等式 r = △• 

例 1. 狄利克雷函数 

卜若 工是有賴， 

1 巧一\() 5 若1是无理数， 

在闭区间 [ a ，&] 上不是黎曼可积的- 

实际上，取此区间的任一分法.在分法 T 的任何间隔中都既含有理数亦含 
无理数，故函数在此间隔中的振幅叫等于1+因此 

n « 

fl ( T ) = S ( T ) - s ( T ) — y^wiAxj — ^2 — b - a . 

i=l t=l 

但根据函数黎曼可积的准则，该满足条件 


Um (5(T) - ^T)) = 0 

At—►O 


才是,这表明狄利克雷函数 n ( x ) 黎曼不可积 • 


2 . 黎曼函数 


R ( x ) — 


\ o , 若 z 是无理数. 



在闭区间[0，1]上黎曼可积. 
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给定任意的数 e > 0.令 JV = + 1，并取5满足条件0 < 任取分 

Le J 2 N Z 

法 T , 使 A T < 5. 函数 R { x ) 在任何间隔 A 上的振幅都满足条件0 < 叫 （ 1,把和 
fi ( r )- S ( T )- s ( T ) 分成两部分，一部分 w 对应于满足不等式0 < ^ ^ 1的那些 

项的和，另一部分 fl 2 对应于满足不等式 ^ ^ ^ 1的那些项的和.在和式 fl 2 中 

所含的间隔 Ai 中必含有分母小于 TV 的有理点.这些点的总数不超过 iV 2 . 因此 

0 ( 7 ") — +^2 ^ + f/ Axi ^ — + sn 2 < — + —— 

其中在求和号上的一撇和两撇分别表示区间包括在和式 A 及和式 fi 2 中.因 
此黎曼函数 R ( x ) 可积. 

注在上面考察的例子中引人的量 

n n 

fl(T) = S{T) — s{T) ^ — m*：)AiFfc — ujfcAx^ 

k^l k^rl 

叫作对应于区间的给定的分法 T 的 w 和.这里，量 ujfc 二 A / jt 〜叫作函数 f ( x ) 在闭区间 
Afc = 上的振輻.若在量 hw 的定义中代替闭区间 A * 以开区间（办_】，以)，则 

得 到数地 = sup m ， rn f k = inf /⑴， 和 4 = Jtfi 一 这样得到的貴疗 ( r ) 也 

叫作 U ； 和. 




讲 


§4. 函数黎曼可积的三个条件的等价性 

我们在三个等价形式之下来证明函数的黎曼可积准则. 


定理 4 为使闭区间上的有界函数可轵，必要且充分的是下列三个等价条件中 
的一个成立： 

1) lim (5(T)^^(r))^0; 

At — ^0 

2) /" = /*； 

3) inf {5( T )^ s ( T ))-0. 

► 我们来证明下述蕴含关系链成立：1)^2)^3)->4). 

根据对§3定理1的注，得知 1) 今 2), 现证 2 )今 3). 下述关系 成立： 

inf(S(T) - s(T)) = ft = r - 
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a) 首先证明 h 是 S { T )- b { T ) 的集合的下界.我们有 

r ^ S ( T ), -h ^ s ( T ), 

因此 

5( T )- s ( T )> r -/*. 

b ) 现证量 h 是 S(T)- s(T) 的集合的下确界，即对于任给的 e > 0,数 + e 都 
不是下界.从上确界和下确界的定义 推出， 存在分法和 T 2 使 

s ( T l )<r + ^ s { t 2 ) 

由此,対于分法 T 3 = Ti | jr 2 有 

S ( T 3 ) < S { T '、 < r + | ? s { T z ) ^ s ( T 2 ) > 一誉， 

从而 

S(r 3 ) — s { T z ) <r -h+e^h + E. 

可见 h + e 确实不是 S ( T )- 4 T ) 的集合的下界 - 

由于命题 2) 说的是 h = 0, 所以从上所证得 i ^{ S { T ) - s { T ))=0. 那么，从命题 

2) 我们推出了命题 3). 巴 

现证 3) 今 1)* 根据 3)， 对于任意的 e > 0, 存在分法 乃 使 S ( T X ) - 3 {^) < | . 

用 n 表示分法乃的点的数目.根据函数/⑷在闭区间上的有界性，存在数 M > 0, 

使得对于这个闭区间上的一切点 z 都成立 l/(^)l < M ， 置5 = 再取任意的分 

法 r ， 使得 A r < &那么对于分法 r 3 = 有 

外⑸- s ( T 2 ) < 5( T 0 - 5( T 0 < ^ 

也就是说， n ( T 2 ) < n { T t ) < 类似地有 fi ( T 2 K ^(n 

我们来给出量 U ( T ) 的上方估计.由于 

n{T) = a{T 2 ) + (n(T) - n{r 2 )i 

所以只需估计 fl ( r ) - Q ( t 2 ). t 2 是分法 r 的加细，它由在分法 r 的某些间隔中加 
入分法乃的点而构成.这样的间隔的数目不超过％它们中的每个的长度都小于 I 
而函数在这些间隔上的振幅不超过 2 M . 因此 n ( r ) - n { T 2 ) ^ 2 Mn 5. 

于是我们得到 £ 

n(T) < | + 2 Mn 6 — e . 

这表明 

lim ( S { T ) — s ( T )) = 0. < 
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§5. 函数黎曼可积的特殊准则 

我们把闭区间的 n 等分的分法记作 凡， 把函数对 应于几 的达布上和记作& 
而下和记作〜. 

我们来证明函数黎曼可积的下述特殊准则. 

定理5为使闭区间 [ a , b ] 上的有界函数 f ( x ) 黎曼可积，必要且充分的是 

lim ( S n - s n ) = 0. 

71—^00 

► 必要性从黎曼准则 （§4 定理 1) 推出. 

充分性设 


r - inf 5{ T ), h ^ sups ( r ), 

T T 


那么对于任何分法: T 皆有 


s ( T ) < 4 < r ^ S ( T ). 


因此 

Sn^h^r ^ s n . 

由此得到 

S n — S n ^ I * — ^ 0 . 

I 

但因 ^{S n -s n ) = 0, 故尸 = 厶 = 厂于是根据 §4 定理 2 (条件 2 )，函数 /㈤ 在 
闭区上可积 . 4 

推论为使闭区间上的有界函数可积，必须且只需下述等价条件之一成立： 


4) - = 0; 

5) i ^( S n - a n ) - 0, 

显咸我们有蕴含关系链 5)^3)= M )=^4)^5). 推论获证. 

条件 4) 和 5) 满足§4定理2的条件1)，2)和 3). 

例考察数列{^},0 S < 1.设 a 和/?是任意的满足条件0 < a <卢 S 1 
的数.用化表示数列的前 Q 项中落在闭区间 [ a ,/3] 内的项数，即满足 a ^ 
x k ^/ 31 ^ k ^ Q 的脚标免的个数. 

如果对于任意的 a 3 /?{0 ^ a < /3 ^ 1) 都成立关系式 

lim = /3 — or , 

Q-+oo Q 

就说数列 { x n } 是模1 —致分布的 （ u . d (mod 1))1 

我们来证明下述一致分布准则，它是外尔 （ H . Weyl ) 建立的， 
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定理 6 (外尔准则）为使数列 { x n } 是模 1 一致分布的，必须且只需对于任何 


黎曼可积函数 f ( x ) 都成立等式 


1 Q f l 

= l f{x)dx ' 


⑴ 


► 


充分性 周期为1的周期函数 


/⑷= tp ( x ) 


1，若 a $ x S 尽 

0,若 [0, i ]\[ ct ,/?] 


在闭区间 [0,1] 上可积.而且 


Q 


iVg = 


I 



^ p { x)dx : = /?- 


0 


所以 


lim 令=玲- 

q—^oq y 


因此，序列 { x n } 是模1 一致分布的， 

必要性设 f ( x ) 是任意一个在闭区间 [0,1] 上黎曼可积的函数，那么根据可积 
准则，对于任意的 £> o , 存在分法 r 使得 


n 


n 


£ 


n ( T )^ S ( T )- s ( T )<^ s ( T ) = Y , m i ^ S { T )= Y , M ^ x ^ 

O . ■ -i 


显然成立不等式 




s ( T ) ^ / f ( x)dx < S ( T ) 

0 


f 1，若 : c e Ai , 


n 


^ p { x ) = ^{ x ) = 


我们发现，若等式⑴对于某些函数 / l ㈤ ,/2⑷,… JA ^) 成立，则它也对于函数 
g ( x ) = dhix ) + ■ - ■十 Crf r ( x ) 成立.因此，从一致分布的定义出发，我们得到 


Q 


lim 



<P(33 r ) 





1 


^ p { x)dx : 


0 


lim 


Q 





1 


= S { T ) 


0 
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结果 f 对于任意的 s >0, 存在= Qo { e ) 使得对于一切 Q > Q 0 有 

! Q F 1 Q F 

^ r=l j ^ r=l 

还有，由于成立不等式 ^ p ( x ) ^ fix ) <中 ㈤ ①， 

4 

s ( r ) - 1 < • ^ -L y ^/(^ r ) ^ ^ 电 ( x r ) 《 s ( T ) + 

^ r=l ^ r;l ^ r^l 


因此，与秦 EJM 一样，积分值 fofi ^ dx 也属于闭 E 间 [ S ( T )-|,5( T } + |] ? 

所以 " =1 

-■ f < n { T ) + ^ < e . < 

Q f^i ^ 3 

注对于函数可积的条件 1)—5) 还可添加另一个如下形式的等价条件. 


6) inf 0^ (T) 




0 . 


► 实际上，对于任何 * 都成立估计式4 €叫，由此推出 n f ( T ) ^ n ( T ). 另一方面，任 
意给定 e > 0时，对于给定的分法乃总可添加某些新的点，使作成的新分法7\满足不等式 


Q{Ti) < ty(r) + s. 这表明，如果 ^ 0 则亦有 inffi(T\) ^ 0 . ， 


§6. 积分和方法 

积分和方法基于下述引理. 

引理7设函数 /($) 在闭区间 [ d ,6] 上可积，并设 {&} 是任意的满足以下条件 
的标码分法序列：当 n + oo 时分法的直径的序列 { Ay n } — > 0®. 那么当 n — oo 时 

a) S n = S(T(Vn))^I ； b)s n = s(T{V n ))^l; c) a n = <r(V n ) ^ L 

► 根据积分的定义，并根据函数黎曼可积的准则，对于任意的 f > 0,存在数 d = 

S ( e ) > 0使得若 △〜 = Arko < &则 

£ £ £ 

— ^ 2 t Sji — A < 豆， l s rt 一了 〈互 ■ 

但因当 n — oo 时序列 {A V J 趋于零，所以在零的 J 邻域之外只有不多于有限数 
n Q (5) 多个值.因此在数/的5邻域之外，也只有不多于峋⑷个〜的值，& 
的值，^的值.因此 

I = lim <r n = lim S n = lim s n M 

n—^oo n—co n—^oc 

① 按定义和相邻的 Ao -,, A , +1 在端点处相交，所以这个不等式在这些端点处未必成 

立_译者注. 

② 此处宜写 — 0 — ^译 者注. 
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例 — 

由于函数#在闭 E 间 [ a ^ b ] 上连续，它在此区间可积.为了求积分值,剩下的只 
是选取序列 { V n } 并计算极限 hm 


对于 A : = 0, 


置 


t i > — ^ A b — d 


A , = a + fcA 


由此， 


<r n ^Yl ， fcA A = e a A (1 + e A + … + e (n ~ 1)A ) 

fc —0 


nA 


e°A 


A 


l - e A 




A 


因为当 n — oo 时成立等式 lim -^=-- = 1, 所以 

n — nx >^^ — 1 


lim < j n 

Tl ― fcfiO 


e b — e 


a= L 


e x dx . 


dx 


2 -设 0 < a < & ■那么 f 咢 

取闭区间卜 J 的任意一|$ 
f n . 那么对于相应的积分和 


?分2 : 




xo < - •< x n — bj 并置 《 a ； 


有 


x k—l 怎 ki & 






E 3 ?fe _ Xfc — 

^■― 1 —r^^ ■ ■ — _■ 

X k -lX k 

te=;l 


Zfe . 


尤 k 


因此 


lim o 

n—M 30 



b dx 
x 2 


3, 求极限 lim 


n—►oo 


1 1 1 

^ + — —— + ■ - - + ——— 
n + 1 n + 2 n + n 


显然有 


lim V - 

i^oo - t —^ , k n 

k=l 1+ - 

n 



1 dx 


+ x 


由此,根据稍后证明的牛顿 4 布尼茨公式，得 i =把 2 . 
特别地，使用此结果求得下面级数的和 




(一 1)*一1 


2n / I \fc — 1 

lim V^-T ― 

ilM ^ if 1 


lim 


H 


- ■ 


S^(^T + A + 


a ■ ■ 



n + n 


In 2, 


①对于 Sfc , fc 取值零是无意义的 




译者注. 
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4. 下面的等式 成立: 



7 T 


ln{l — 2 a cos x + a 2 )dx 


2 艾 ln | a 〖 若 | a | > l s 


o 


0, 


若 |aj < 1. 


置…心 X 那么 Ax , = ^■因此 


n 


n n 

SMi — 2«cosxfc + ct 2 ) 

fe=l ^ k =\ 


n 


—In TT I (a — e tXk )(a 
n t=i 


e 


-^)j = 7rlii|a 2n 


H 


n 


过渡到极限 


n 


，即得所求的积分值 


&设 f ( x ) 在闭区间匕叫上不减且有界.那么对于量 


5 n 


k=l 



b 


f ( x)dx 


a 


成立不等式 


0<5 ^ m ^ m {b . a) 


n 


显然有 


0 ^ 5 n 


n a 


d ) 


a + — (t — a ) 

TTr 


-/ ⑻ 


dx 






(办一 a ) 


fc: 

b 




/(a + ^(6- a )) 一 f 


k 


a 



n 


(& - a)) 


dx 


n 


n 


-E 


k 


k 


f [ a + - { b - a)j - 

Tl 


k 


a 



—(t-«))l = —(/W-/(a)) 

n / J n 


此即所欲证者. 


6. 设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , b ] 上有有界的且可积的导 函数， 并设符号、表承 


如例5中的值.那么 


lllXI Tl$n 


a 


2 


(m - /(«))• 


根据拉格朗日关于有限增量的定理，在每个闭区间 △*： =上，友 
id 对于任意的 T e Afc ， 存在点 a 属于开区间 ( x k - ux k ) y 使得 

k 


/ I a + - a )) — f ( x ) = /’(O \^ a + —(b - a ) — x ). 


设 m k , M k 分别是导函数 f \ x ) 在闭区间 Afc 上的下确界和上确界.那么叫^ 


. 黎翬积分作为沿着基的极限的性庚 
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从心的定义 f 有 


s n 




6—a〉+A / l \ 

(a + -(b- a) -x) f(Xk)dx 

( b — a )+ a 、 n / 


由此推出不等式 




将不等式两边同乘以％并过渡到极限，就得到所需的极限关系式.由此，特别 
地对于例3的数列得到 


lim n ( - 

n— kx> \n + 



-1-1- In 2 

n + 2 n + n 


7. 设函数 p ( x ) 在闭区间 [ O f l ] 上连续且总取正值.那么成立不等式 




^ e 


fo in p ㈤ 如 


Jq 


置叫=苎， = 0,…具那么对于相应的积分和，根据调和平均、几何平均和算 


术平均之间^不等式，有 


^ e k=1 


pix ^'- pix ^ ^ 


p(^l) +- h?>(Xn) 


_L 應 

- h … H - 

pM p (^) 


在这些不等式中过渡到极限 n 


就得所要求的不等式. 


第四讲 


§7. 黎曼积分作为沿着基的极限的性质 

回忆一下在§1末尾给出的，黎曼积分作为沿着某个基的极限的定义- 
设 A 是闭区间 [ a ，&] 的全体标码分法所成的集合.集合4将是基 B 的基本集. 
对于任意的 6>0, 这个基 B 的终端 b ^ b 6 e A 乃是由全体直径小于 <5的标码分法 
Ve A 所成的集合.换言之> 终端 b 6 是送样给出的： 


bs^{Ve A [ A V < &}. 
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和以前一样，没 cr ( V ) 是对应于标码分法 V = : El , " .. y ^ n } 的积分和, 

即 

n 

a(V) = ^2f^ k )Ax k . 

k=l 


那么数/ = lima ( V ) 叫作函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上的黎曼积分， 只要了 存在的话. 

换言之 ， I J 是函数 f(x) 在闭区间 [ a t 6] 上的积分，如果对于任意的 e > 0都 
存在数6 = 5( e ) > 0 5 使得对于闭区间 [ a ，6] 的任何标码分法 V ，只要 Av < &就有 
|J - cr(y)| < 8 . 

现设 W 是闭区间 ta ， 61的全体非标码分法所成的集合.此集 W 是基 S ' 的基本 
集，基扠的终端％是全体直径小于6的非标码分法所成的集. 

达布上积分和达布下积分的定义设別 r ) 和 s ( T ) 分别是对应于非标码分法 : T 
的达布上和和下和，且 n ( T ) = S ( T ) - s { T ). 那么数= T inf 5( r ) 叫作函数 f ( x ) 

在闭 S 间 [ a , b ] 上的达布上积分，而数 h = sup s ( T ) 叫作达布下积分- 

任取一个固定的非标码分法 IV 用 a ( T 0 ) 代表对应于同一非标码分法几的全 
体标码分法 V 所成的集合，即 T 0 的一切标码所成的集合.那么 ，从奶 的引理2出 
发，达布上积分和达布下积分的定义可写成 这样： 

/* ^ inf sup /* = sup inf ^( V ). 

TeA ’ v ^ cl { T ) Ty v ^ Q ( r ) 

我们给出上面引人的概念的一些性质. 

引理8设标码分法 K 是分法耵的标码，即 K ea ( T 0 ). 那么，若 / eh 则 

1) a(7b) C bs ; 

2) U ^( To ) = U a (7 o ) = bs ^ 

7 q t A^o <5 

► 实际上， A % = Av . 因此对于任意的标码分法 Vi 6 a ( To ) 有 Aki = Ak < & 因 
此 a { T 0 ) C b 6 . 性质 2) 的验证类似 ■ 4 

现指出基 S 的一些 性质， 除了早先指出的： 

1 ) 基的每个终端都 不空； 

2) 对于任两终端 h 和 h 存在终端 C 6 if |^ 这两条性质之外,下列三条性 
质也 成立： 

3) 对于任何终端 h 和6 2 ,要么 h C h 要么 b 2 c I 总有一式成立. 

4) 回忆沿着集合基的基本序列和单调序列的定义（见第一部分第30讲).分法 
序列{ V ；}叫作是沿着基 S 的基本序列，如果对于任给的终端& £ 都仅存在序列 
的有限多项不属于 &. 基本序列 { V n } 叫作是沿着基 S 的单调序列，如果对于任何 
终端&，从条件 K e 6必得到 K +1 6 6. 作为沿着基 S 的单调序列，可以取闭 E 间 
[ a ,&] 的这样一个标码分法序列 { V n } ，使得 K = T (^ n ) 是此区间的 n 等分 分法. 




黎曼积 分作为沿着基的极限的性质 
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5) 门 b = 0. 

beB 

对于沿着基 B 的上、下极限我们引用下述 记号: 



由此，根据柯西准则1得到函数黎曼可积的下述准则. 

定理8为使函数黎曼可积，必要且充分的是成立等 式尸二 

► 从上积分尸和，的定义及沿着集合基的上极限的性质（第一部分第三十讲定 
理3)，有 


r 






inf sup cr(V) 

T V € q ( T ) 


inf inf 

5>0 At <5 


sup c ( V ) 

Ve ^( T ) 


u As / ⑺ 




inf sup cr(y) 










即尸 s J*. 类似地得厶 < 人. 4 

注 i . 这样一来，形如 r = h 的黎曼积分存在的准则，用沿着基的极限的语言来说,本质 
上等价于沿着基当 Av — 0时极限存在的柯西准则- 

2. 从沿着基当 Ar — 0时按柯西方式的极限概念和按海涅方式的极限概念的等价性推出，函 
数可积的充分必要条件是，对于任何分法序列 { V n } 9 只要当7! — oo 时 — 0,积分和序列 
{ a ( V n )} 都是收敛序列.从另一方面来说，先前证明了的特珠的可积准则说的是，这里只消限制于 
一个积分区间的等分序列郎可*此时，所考察的基的特殊性是 — 0. 

我们来加强定理 7. 我们证明积分和沿着基的上极限与达布上积分是相等的.为 
此需要一些引理. 

引理9设函数 f ( x ) 的绝对值在闭区间 E = [ a ? 6] 上不超过数 M . 设7 1 是此 
区间的一个直径 S >0 的分法*还设分法乃是由对: T 添加一个点所得的 分法. 那 
么对于达布上和巧 T ) 和 5(^) 的差有估计式 


| S ( T !) - S ( T )| < 2 M 5. 

► 考察分法： T 的那个含有不属于自身而属于的点 t 的间隔及= [ oo ,6 o]， 那 
么点组 r ={ a 0 < b 0 ] 和 n 二 { a 0 < * < bo} 都可看作闭区间五 o 的非标码分法 ■ 设 
SCO 和 S ( n ) 是在此区间上的达布 上和. 那么从定义推出 


s ( r t ) — s ( r ) = s ( n ) -別 T ). 
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由此 

\ S ( T 1 )- S ( T )\ = | S ( n )-5( r )|< \ S ( n )\ + |5( r )| < MS + MS = 2 M $. M 

引理 10 若在引理 9 的条件下，分法7\命对分法 T 1 添加不多于 n 个点得到， 
则成立 

| S ( Ti )- S ( r )| < 2 M 5 n . 

引理10之真确性由 n 次使用引理9而得到. 

引理11设 闭这间 E = \ a , b ) 的分法 T 满足引理中的条件，而同一区间的分法 
7 i 含有的内点教目不多于 n . 那么成立不等式 


S { T ) < 5( T X ) 

► 考虑分法: T 2 = TIJT ^. 那么根据达布上和的基本性质，成立不等式 

S ( T 2 ) < S ( T ), 5( T 2 ) ^ 5( T X ). 

再有 f 使用引理10于和式 5( T ) 和 s (: r 2 ) ，得 


S ( T ) - S ( T ^) ^ 2 MSn 


由此得 


S ( T ) < S ( T 2 ) + 2 MSn < 5( T \) + 2 MSn 


定理 9 设函数 f ( x ) 的绝对值在闭区间£7 = [ a , b ] 上不超过教 M > 0. 述设 r 

I 

是函数 J{X) 的达布上积分而 < 7 { V ) 代表对应于闭区间迟的标码分法 V 的积分和, 


还设尸 


心 ( n 那么^ 


r . 


注根据函数的有界性数 r 和都存在. 

► 用 T { V ) 代表闭区间五的从标码分法 v 去掉标码点而得到的非标码分法，而 
用 a { T 0 ) 代表全体满足条件 T { V ) - T 0 的标码分法的集合， 

那么，直接从定义和沿着基的上极限的性质，以及从引理8推出. 


S { T ) 


inf sup V )， 

ve ^( T ) 


/* =mf 5( T ) 






=lim a ( V ) 






inf sup sup c ( V ) 

A T <^V^a[T) 


m 5(T} - 


于是总成立不等式 
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我们要证的是 /* - J \ 我们发现，对于任意的 e > 数 /* + e 已不是值 S ( T ) 
的集合的下界，因此存在分法乃使得 

r ^s(T 0 )^r + e. 

我们还看到，量 S ( T ) 作为 J 的函数是非减的.因此，存在知 > 0 ， 使得对于任 
何满足条件0 < 6 < 5 0 的占 都有 


J * ^ sup S ( T ) ^ J * + s . 

由此，特別地推出，存在满足条件 A(T X ) < 5的分法7\使得 

， 一 f <尸 + 匕 

用 n 代表分法％的内点个数.那么根据引理11，成立估计式 

5( T \) < S ( T 0 ) + 2 M 6 n . 

因此 

J *- e < 5( Ti ) ^ 5( Tb ) + 2 Mdn <T + e + 2 M 5 n . 

所以成立不等式 

0 ^ j * _ /* < 2 e + 2 M 5 n . 

_ 

但由于数 e>o 和0<5<知可以选取得任意小，所以尸—尸= 0,尸= r .螭 
定理9的推论成立等式 

► 考虑函数 5 (怎） 二 - fix ). 则按定理9有 J *( g ) - ⑷-但 J *( g ) = - Mf ), 且 

I *{ g ) = -A(/). 所以 J *( f ) — 人 (/). < 


§8. 黎曼可积函数类 


我们来证明闭区间上的任何连续函数和任何单调函数都在此区间上可积- 


定理10闭区间上的连续函数在此区间上可积. 

► 根据康托尔定理.闭区间 [ aj ] 上的连续函数 f { x ) 是在此区间上一致连续的. 
因此 s 对于任意的 e > 0,存在 d = <5⑷ > 0使得对于满足条件 \ x - y \ <5 的点 


x,y G [ a , t ] 成立不等式 


1 /(^) - f(y)\ < 


£ 

2 (b — o ) 


取闭区间 [ a , b ] 的任意一个直径 A r < 5的分法 T . 那么有 


叫 = sup ( f { x ) 


f(y)) ^ 


6 


2 {b - a ) - 
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由此得到 

fi(T) = 亡 叫△叫 < ^~r f^Ax k = ^<E. 

k=l 、 ^ k=l 

因此，对于任意的 e > 0, 我们找到了 d =啦）> 0,使得对于任何直径 At 

的分法 r 成立不等式 fl ( T ) < I 即 lhn n ( T ) - 0. 由此根据可积准则推出，函数 

― ►[] 

f ( x ) 在闭区间 \ a , b ] 上可积 . ， 

定理11任何在闭区间 [ a ,6] 上有界且单调的函数皆在此区间上可积. 

► 不伤一般性，可仅考察函数/(岣在闭区间 K 6] 上非减的情形.给定任意的数 

e > 0并置 


= f ( b -)- f ( a +) + V 

= sup ( f ( x ) - f ( y )) - f ( x k -) - /( n +)- 

那么对于任意的分法 T : a =刊< a <… < 4 = 6,只要直径 Ar < \就有 

n n 

ft ( T ) = ^2 ^ k^Xk ^ 5 J ]] Wjt ^ S ( f ( b ) - f ( a )) < e . 

h=i fc 二 i 

我们这样就得到了 lim n(T) = 0 ? 从而， 根据可积准则，函数 f(x) 在闭 K 间 [ a ， b ] 上 

At—►O 

可积 .< 

定理12任何在闭区间上有界，除去有限多个间断点外，处处连续的函数 
在此区间上可轵. 

► 根据函数可积的准则 infft ( r ) = 0,只要对于仟意的^ > 0都构作分法： T 使 

fi ( r)<e 就可以了. T 

设 fix ) 的间断点的数目是 m 且 M = sup 把每个间断点 d 以= 

1，- .都用形如 Afc =(也 - 乂 + g ^) 的邻域包起来，那么在闭区间 


A r 


— 



SAfm 


1 


_ ■ ■ 

SMm 


]， 




1 , .. ， t m H- 1 , do — a, d^+i 


的每个当中函数 f ( x ) 都是连续的，从而根据康托尔定理，是一致连续的.因此，可 
选取数5 = > 0,使得对于任意的属于同一个这样的小区间的点 A J/， 只要 

b - M <在就有 U ⑻- f ( v )\ < 2 ( b E - aY 设❿是 l a ， 的任意一个直径 At 。< S 

的分法.把分法 r。 与前面构作的间断点的邻域联合起来，得到 [txj 的一个分法 r. 




那么 


§9. 定积分的性质 
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S1(T) = flj + fl2, 


Sli = 叫 Aa；fe ^ 2Mm 

k^l 


S 


4 Mm 


£ 

2 


n *2 


^2 ^ ( fe ^ a )-—^ 


6 


△ fc€To 


2(6 - a ) 2 


于是 Q ( T ) < l 



第五讲 


§9* 定积分的性质 

我们来考察与在给定的固定的闭区间上的可积性相联系的积分的性质.在闭区 
间上的可积函数的全体所成的集合用符号 R [ a . 6] 来代表,或简记为/兄 

命题 1 设函数 / ⑻仅有 / 个点处不等于零 . 那么 /e/i ? 且 



b 


f(x)dx = 0, 


a 


► 


设 M = max 任取 e > 0 并置 5 


e 


2 MI 


对于任意的标码分法 [ 只要 


A v < S 就有 

rx 

K )1 = 

p m 

k=l 


< I - - M = ^ < e . 

2 MI 2 

我们用到了如下事实：在和式 < j ( V ) 中只有不多于 i 个被加项异 于零 ， K Ax k < 
d . 根据数 e > 0的选取的任意性，得 

lim ^(V) = 0 < 

命题2设函数/⑷和 s (: r ) 在闭区间 [ A &] 上可积 I 那么 
1) 愚数 /(^) ^~g{x) e i ?[ a , b ] 且 



b 


(f{x) + g{x))dx 




a 




f{x)dx + I g{x)dx ； 


a 


2) 对于任意的实数 fc ， 函数 kf{x) e 丑 [( 1 ,叫且 



b rb 

kf{oc)dx = k I f{x)dx 

a Ja 
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► 由于/ ㈨ 和沒 ㈤ 在闭区间 k 6】 上可积，且对于任意的标码分法; a - < 

< xi < - >< < x n = b 成立等式 . 

a / ⑺ + cr g (V) = 

所以， 令 Ay — 0 就看到等式左边的极限存在，从而右边的极限亦存在，即函数 
J(x)+g(x) 在闭区间 [ aj ] 上可积，此外还有等式 

/ b y*b pb 

(f(x) + g{x))dx= I f(x)dx+ I g(x)dx. 

J a J a 

在第 2 ) 种情形下， <r kf (V) = ka f {V). 由此推出函数 kf(x) 的可积性以及等式 

/ b 

kf(x)dx = k I f(x)dx . ， 

Ja 

命题 3 1) 设函数 /(ar) 在闭区间 【a，b] 上可积且不取负值.那么 

f f{x)dx ^ 0 , 

Ja 

2) 设函数 f(x) 在闭区间 [«,&] 上可积且不取负值，并设 f(x) 在点 ar =利处连 
续且/(吻） >0 . 那么 

j f(x)dx > 0, 

J a 

► 1) 对于任意的标码分法 R 作积分和 ( T ( V ). 此和非负，因此作为积分和的极限 

的积分值非负. 

2) 由于： c 0 是连续点，且 f ( x 0 ) > 0 t 所以存在数 S > 0 , 使当_ - < 5 
且 : r e | a ，&] 时 f ( x ) > 任取直径 Ay < | 的标码分法 V . 那么在区间 

(工 0 -5 ^o + 5)f][a,b) 中必整个含有分法1/的某些间隔，其长度之和不小于&由 
此得 1 

命題4设函数 /( 岣在闭区间 [a,b] 上连续且非负，而且 f^f(x)dx = 0 . 那么对 
于所有的$ e [化 6] 有 f(x) - 0. 

► 用反证法.假设存在: Co e [ a , b ] 使 f(xo) > 0. 那么由命题 3 断定 f^f(x)dx > 0. 
这与条件 f f(x)dx = 0相矛盾 ■ 4 

命题5设 a < & JL 在闭区间 [a,b] 上成立不等式 f( x ) > g{x). 那 么有® 

/ b fb 

f(x)dx > / 沒 


® 这里当然应该先说 / € R^bUe R [ a t 6] ——译者注- 


§9. 定积分的性质 
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► 


考察 h{x) = f{x)-g{x)^Q. 从命题3推出 f h(x)d^ ^ 0,而从命题2推出 



b 


f{x)dx 


a 



b 


(h(x) + g(x))dx 


a 



6 pb j'b 

H- / g(x)dx > I g(x)dx. 


a 


a 


命题 6 设 a<& 且在闭区间 [a,fc] 上成立不等式 m</(xKAf . 那么 



b 


m(b — g ) ( / f(x)dx ^ M(b — a) 


a 


命题 6 是命题 5 的直接推论 . 


命题 


设函数 f(x) 在闭区间 [a,b] 上可积，那么函数|/(^)|也在此区间上可 


积且 



b 


a 



b 


f(x)dx ^ / |/(a?) 


► 由于 \m - f(y)\ > 1/( 邱一 \f(y)l 所以 


sup \f(x) - f{y)\ ^ mp (|/(忠)| — |/(y)|)- 

因此叫 (/) > 叫 (|/ l ). 由此，对于任何分法 T 皆有 

% {T) ^ 

根据函数 fix ) 在闭区 [ a ，&] 上可积这一条件，存在分法 : T 使< e ■ 由此得 
fi | / |( T )< e , 根据可积准则这表明函数 \f(x)\ 在闭区间 [ a ，&] 上可积， 

由于成立不等式 

-1/(01 ^ /to ^ \mi 

所以对于任何标码分法 V 都有 

-<Tj/|(V) < <r f (V) 4 ： o-|/ f (V). 

I 

在最后的不等式中过渡到极限，得 

- f |/{^) jda: ^ f f(x)dx < f |/(;c)K 

J a n J 狂 

即 |f/ ⑷— '<L b l/(x)i 血 

命题 8 设 f(x) e 丑»].那么 / 2 ⑷ € R[a y b], 

► 用 M 代表函数 |/( x )[ 在闭区间 ㈧ 6] 上的上 确界. 那么，成立不等式 
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从而 ^ k { f 2 ) ^ 2 JV /^(/), 由此得 

n f 2 ( t ) < 2 Mfi /( r ). . 

根据可积准则，这表明函数 f 2 { x ) 在闭区间上可积 . 4 

命題9设函数/⑻和£?⑷都在闭区间上可积.那么它们的乘积 /(： r ) s (: r ) 
也在闭区间 [ a , b ] 上可积. 

► 我们有 

f 9 = \[(f + g ) 2 -( f - 9 n 

故从命题 S 和命輝2推出函数/ ㈤ 和 3 (^) 的乘积在闭区间 M 上可积.， 

定理13 (关于复合函数的可积性）设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b \ 上可积， m 二 
mf = sup f ( x ). 并设 p (; r ) 在闭区间 [ m ， M ] 上连续■那么复合函数办 ㈤ = 

^[^ yb ] are [ a T i >] 

在 [ a , b ] 上可积. 

► 任取 e > 0. 根据函数 ip ( x ) 在闭区间 [ m , itf ] 上的一致连续性，知存在 J = < S ( e ) > 
0 } 使得只要 xi ^ X 2 e [ m ， M ] 且 h — x 2 | < 5,就有 |^(^ i ) — c ^(^2)| < 而根据函数 
/(⑷在 [ a , b ] 上可积的准则，找得到此区间的分法 r , 使得 


^lf(T) = Y,Mf)^k<e5, 

k=l 

其中叫⑺是函数/ ㈤ 在分法 T 的区间、上的振幅. 

把分法 r 的全部小医间 A kt k = v - , ， n ， 分成两类，使叫 (/) < 5的作成第一 
类.在这些小区间上同样成立 ^ k { h ) < e . 把分法 r 的其他的区间，即满足 Mf ) > ^ 
的那些区间，归人第二类，与这些区间相联系，和 n h { T ) 表示成 n h { T ) = n ! + o 2f 

其中 

Sii = 'UJ& ⑻ A > 二 △工 fe ， 

k fc 

这里在 h 的和式中的一撇表示，求和是关于分法 r 的属于第一类的区间 Afc 的脚 
标 fc 而取的，而在％的和式中的两撇表示求和是关于分法 T 的属于第二类的区间 
△ A : 的脚标 fc 而取的. 

从和式的定义有 

卩 1 = < ey^ 'Ajrjb < e(b - a). 

k k 

我们来估计属于第二类的 K 间 Afc 的长度之和的上界.我们有 

^ 二 n f (T) < 5e. 

h fc k 
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■ m • 


因此 

ilc = 那么对于和式 fl 2 得到估计式 

ff u ； k{h)Axk < 2C E n Axk ^ 2Cs, 

h h 

于是， fl h { T ) < e { b^a + 2 C ). 那么根据数 e > 0 的取法的任意性，得关系 
式 mm h ( T ) = 0,根据可积准则，这表明函数= ^(/(^))在闭区间 ㈧ 句上 

可积！， 

§10. 黎曼积分的可加性 

积分的可加性由下面的命题来表述， 

定理 14 设函数 f(x) 在闭区间 [a,b] 上可积 . 那么对于任意的 c e K &], 它也 
有闭区间 [a ， b] 和 [c,b] 上可积 - 反之，若 /&} 在 [a ， c] 和 [c,b] 上可积，则它在 [a,b] 
上可积，且 & 

f f{x)dx + f f(x)dx — f f{x)dx. ⑴ 

J a J c J a 

► 设函数 f(x) 在闭区间 h 6] 上可积.那么根据可积准则，有 iMU(T) - 0,即对 

于任意的 e > 0存在分法 r 使得 n ( T ) < 6 . 考虑闭区间 [A &1 的分法 r 。 = T [ j { c }, 
得到 Q ( Tq ) < n ( T ) < s . 分法 To 可以表示为闭 E 间 [ a , b ] 的分法和闭区间 | c s &] 

的分法 t 3 的并，因此 

niT^ + n(T 2 ) = a(T 0 ) <e. 

从而 

fi ( Ti ) < ^( Tb ) < 

根据函数可积的下确界准则，由此推出/⑷在闭区间 [ ci， c j 上可积，亦在闭 K 间 [ c ，&] 
上可积. 

现设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , c ] 和 [ c ，&] 上都可积.那么对于任意的6 > 0,存在 
闭区间 [ a ， c ] 的分法和闭区间 [ c ，&] 的分法 r 2 , 使得 n ( T ,) < |, n ( T 2 )<|. 因此， 
对于闭区间 h &] 的分法 r =乃 U 乃有 

a ( T )= n { T !) + fl ( T 2 ) <| + |= e . 

由此，根据函数/ ㈤ 可积的下确界准则，/⑷在 0,6] 上可积.取闭 K 间 [ a ， c ] 的任 
意的标码分法 Vi 和闭区间 [ c ，&] 的任意的标码分法并作成闭区间 kb ] 的标码 
分法 V = V 1 UK . 有等式 

tr ⑺=咖）+咖)- 
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在此式中过渡到极限 ZV — 0,就得等式< 

作为定义,我们令 

i*ft pb 

I f(x)dx — I f(x)dx = 0 . 

Ja Jb 


设函数 fix ) 在闭区间 [ c ， a ] 上可积，那么对于 c < a s 作为定义,认为 


/ f(x)dx = 一 / f{x)dx. 

Jc 

根据这些定义,定理的结论可这样改写. 

推论设 ; Co < Xi , a , b , c & [^ Ot ^ i ] 且函数 f { x ) 在闭区间 [ x 05 a ： il 上可积，那么 

/ c pb pa 

f(x)dx+ I f(x)dx + I f(x)dx = 0 * 

Jc Jb 

这里，同样断言在所示的以为端点的闭区间中积分存在. 

为了证明等式成立，根据等式关于点 a 、 b ' c 的对称性，只消考虑 a < c < &这一 
种情形.而这恰与定理的结论完全重合- 


第八章黎曼积分理论的基本定理 


第六讲 


§1. 黎曼积分作为其积分上限（下限）的函数 • 积分的导数 

在第七章中证明了，如果函数/㈤在闭区间 上 可积，则对于任何 J e [ a } b ] } 
它都在闭区间 [ a , x ] 上可积，那么，存在函数 

I f(u)du. 

J a 

我们来证明这个函数的一些性质. 

定理 1设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , b ] 上可积.那么 F { x ) - Sa fi u ) du 是此区间 
上的连续函数. 


► 


从函数 f ( x ) 的可积性推出，它在闭区间 [a, &] 上有界，即存在常数 M > 0使得 


对于一切 [ a,6] 成立不等式 \ f { x )\^ M . 取任意的点 x,x +Ax^ [%b]， 有 


|AF(x)j = \ F{x + F { x )\ 



iP+Aar 


f { u)du 


X 









X 


^M|Ax| 


给定任意的 e > 0. 那么对于任何满足 |Ax| < ^ 的心有 | AF ( x )| < & 因此当 
Ax — 0 时 AF ( x ) 是无穷小量.可见函数 F { x ) 產闭区间 [a, 6] 上连续. 4 
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定理2设函数 At ) 在闭区间 [ a 5 fe ] 上可积，且在此区间的 内点邛 处连续，那 
么 F ( x ) = f ( u)du 在点 x = Xo 处可微，且 F f ( xo ) = /( 忠 o ). 

► 根据函数 f ( x ) 在点 X0 处的连续性，对于任给的 6 > 0 , 存在5 = 6(4 > 0,使得 

对于一切 u 满足 \ u - x 0 \ < 5 者成立不等式 


/(^ o ) - e < /( u ) < f { xo ) + 

任取 0 < jAM < £，使具端点吻和: r 0 十 At 的闭区间包含在闭区间㈧内.积分上 
面的不等式，得 

〜^ F ( x o + Ax )- F ( x 0 ) ^ 1 r o+Ax ,. 

(/(^d) - s)du ^-^--- ^ — / {/(^o) + £)du. 


厶 ; C 



Xq 


Ax 


Ax 


汰 0 


也就是说，对丁任意的满足0 < \ Ax \ < <5的厶 A 成立不等式 


f(xo)-e^^^<f(x 0 ) + e. 


由此得知 


外。)=上 0 雙=， ㈣ . 


§2. 牛顿-莱布尼茨定理 

欧拉求和公式.阿贝尔求和公式 

人们把牛顿-莱布尼茨公式叫作积分学基本定理，因为它把定积分和不定积分的 
概念联系了起来. 

定理 3 (牛顿-莱布尼茨 公式） 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ， b ] 上有界且只有有限 
多个间 断点. 那么函数 如是 函数在闭区间[% 6] 上的原菡数，且对于 
任何原函数 $( x ) 成立公式 

f f ( u)du = $(6) — 0⑷. 

J a 

► 从上一节的定理1和定理2推出，函数 F { x ) = /； f ( u ) du 在闭 E 间 [a, 6] 上连 
续，且在函数/⑻的一切连续点处 F { x ) 有导数且导数等于 f { xY 因此，函数 F { x ) 
是函数 /(W 的原函数，此外,成立公式 

f f { u)du = F ( b ) — F ( b ) — F ( a ), F 、 a ) 二 f f { u)du = 0, 

J a 

设 ^( x ) 是函数 / ⑷的任意的一个原函数.那么 ， 根据原函数的性质,存在常数 C 使 
^{ x ) = F ( x ) + c . 因此成立等式 

^(6) - 企⑷= F { b )~ F ( a )= f b f ( u ) du . < 


牛頓-莱布尼茨定理 
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作为牛顿-莱布尼茨公式的应用，我们引人 欧拉隶 和公式和阿贝尔求和公式. 

定理 4( 欧拉求和 公式） 设函数 f { x ) 在 闭区间 [ a , b ] 上有连续的导函数 
p ( x ) = 那么对于任意的 礼成 立公式 


52 /(^) - 







f ( u)du — 



p ( u ) f f ( u)du — p ( a ) f ( a ). 


► 把此等式的左进记作 G ( x ). 易见 f 函数 G ( x ) 在闭区间 [ a ，&] 上连续.实际上，如 
果数 a 不是整数，则函数 G 在点: r 处可微. M^x = n 是整数 ，当 v 从左到右经 


过点 ar 时， G ( y ) 的表达式中的和式 


f ( n ) } 所以和式 


E 

a < k^y 




f ( k ) 增加 f ( n ), 而函数 p ( y ) f { y ) 要减少 


f ( k ) 的跳跃与函数 P ( i /〕/ ⑼的跳跃恰好抵消，因此可以使用 


牛顿-莱布尼茨公式 . 那么在非整数$处有 


G { x ) = G ( a ) + 



= —p(a)f(a) 




(- p ( u ) f ( u)ydn 





f ( u)du 



p ( u ) f \ u ) du . 


这个公式的重要性在于，它可用来近似地把求和改变成积分.我们发现，取半整 
数作力求和的限常常是方便的- 

例（简化的斯特林公式）对于 n > 2 成立不等式 

I 

5 、 

实际上、从欧拉求和公式得 


Inn ! 


5： 

0*5<TTt^ ti+0,5 


lnm 


n+ 0.5 


\ntdt 


0.5 


n + 


厂 

Jo.s 


n-HO.5 


p ( t ) 


dt 


臺 )ln + 


我们来估计量 Kn ) 




而且 


4 


H 


dt . 



^ /o p { u ) du . 那么 \< r ( t )\ ^ 


r ( n ) 



-- 成 = - 



2 




n+i 


冲) 

t 2 


dt 


①不难算出 0 < 冲 ） 在 ^ 且在半整点处 疗取值 s ^—译 者注. 

8 o 
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因此，成立估计式 \ r ( n )\ < 2.24 = 1 于是我们得到 

o Z 


InnS ^^+^ lnn +^+^ ln ^- h ^ 


) H - ^ In 2 — Ti — r { n ) 


Inn ! — n + 


|)lnn + 


n ^ |^n+ -J in 


1 十去 ) + 卜 2 + | +) 1< ： 备 1112 十畫 <bl5 - 


对此不等式取指数，就得到所述的估计式， 

我们发现，当定理4中的求和限取整数时，它可以改写成稍许不同的形式. 

定理 5 设 a 和6都是整数且函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,6] 上有连续的导函数.那 
么成立下迷 公式： 


乞/⑻ =/( a ) 



n—a 



f ( x)dx 






^ 由于 a ，6 是整数 3 所以 〆 a ) = />( fc ) = 此外， 


乂 P ^) f \ x)dx = - m - tf {a) ^ j { x } f( x ) dx 

把所得的表迭式代人定理 4 的公式中，就得到定理5的结论 . ， 
例对于整数 W > 1成立关系式 

^^ =lnw + 7+ 忐 + B^ + 0 (‘). 

n=l 


根据定理 5 .得 


SN 




N 1 广 


N 


dx 


1 


dx 




lniV + 1- 乂°° 學 da : 



00 W 


dx 




用 1 代表以下表达式: 7 ™ 1 - ^ 00 我们有 


Sn 


In iV 十 7 十豆 


In TV + 7 十 


dx 


N 


r p (^) 

N 怎 2 


dx 


f °° da ( x ) 

N 工 2 




2 N 


其中 〆 $) = 1 - W ，^} = IoP ( t )^ 用分部积分法计算最后的积分，得 


SN 


…7 1 « t { JV ) a 

ljiN + y + 2 N ~ N ^ + 2 


N 




dx . 


, 定积分的变最变换公式与分部轵分公式 irr 


最后，令 cr 0 ( x ) = < t ( x ) - ^ cri ( x ) = < 7 Q ( t ) dt . 显然有 < ri ( N ) = a 0 ( t)dt = 0 ■在 

关于^的最后的公式中再用分部积分法计算积分，得到 




1^ + 7+忐 + ^ 


00 


N 


dx 


+ 2 


N 


dai ( t ) 


由此求得所需的关于的公式. 
现在来证明阿贝尔求和公式， 


定理6设函数 f ( x ) 在闭区间上有连续导函数且设 A { x ) = S 那么对 

a < m^x 

于任何 : re 皆成立 

X ! °^/(打）一凫(4/(欠）= 一 / 

a 

► 用 G ( x ) 代表等式的左边.类似于定理5的证明，函数 G ( x ) 在非整点处有导数， 
且导函数在非整点处连续，而在整点处函数 G 连续，我们还见到，在 t 取非整数值 
时 A f ( x ) = 0. 因此，在非整数 a ： 处对函数 G 求导得 G ^( x ) = - A ⑷尸⑷ ，而等式右 
边的导函数也等于这个函数.故从牛顿-莱布尼茨公式得到待证的等式 . 4 


第七讲 


§3,定积分的变置变换公式与分部积分公式 

变量变换公式与分部积分法在积分的计算中起着重要的作用，这些算法都是牛 
顿一莱布尼茨公式的推论，下述命题成立 

定理7 (关于变最变换的定理）设函数 f ( x ) 在某闭区间 [ x 05 xi ] 上连续.还设 

点 a,b [ xo^xijja < 6, p ( a ) = a , </?(/?) = 6 且函数# ( f ) 当 a < t < ^3 时的值的集合 

是闭区间 [ iccxi ] 的子集合，此外 s 设导函数 〆 ⑻在闭区间 [ a y 0 \ 上 连续. 那么成立 

公式 ^ & 

f f { x)dx = f 
J a J<x 

► 由于函数 fix ) 在闭区间 [ a ，&] 上连续 , 所以根据牛顿布尼茨定理，它有原函 

数 F ( X )， 且 F f ( x ) = f ( x ) J ^ f ( x)dx = F { b ) - F ⑷、 

对于一切 f € [〜孙根据定理的条件，函数= F ( ip ( t )) 有 定义， 且在此闭区 
间上有导数,而且 


外卜咖⑴）= F ^{ tW ( t ) = /⑽) VW - 
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这表明，函数 G ⑷ 是函数的原函数.因此成立等式 

/ /(^(t))^(i)dt ^ F{^W)) - ^(^(«)) = F(b) - F{a) = / f(x)dx. < 

J a J a 

定理 8 (分部积分 公式）设在闭区间 [a,b] 上给定光滑函数/㈦和 g{x ). 那么 

有 

f f(^)9 r {^)^ = f(x)g(x) 

Ja 

其中符号 h ( x )\ b a 代表差 / i ( b ) 〜 h ( a ). 

► ^ h{x) = f{x)g(x), 那么 

作） = /'( 工 )5 ㈤ + /㈤ 5' ㈤- 


a 



f(x)g(x)dx 


因此 



h f {x)dx 


a 



b 


f(x)g(x)dx 



a 



b 


f{x)g , (x)dx 


a 


根据牛顿-莱布尼茨定理， 



b 


h r (x)dx ^ h(b) - h(a ) 二 /(x)g(T)G . 


a 


把此式代人前式，便得所求之公式. 



§4,关于积分中间值的第一定理和第二定理 

定理 9 (第一中值 定理） 设函数 f(x) 和 g(x ) 在闭区间 [ a , 61上可机还设在 
此区间上函数 g(x) 非负，高对于函数 f{x) 有不等式 m < f{x) ^ M 对于两常数 
m < M 成立-那么存在满足条件 m S p ( Af 的实数叫使得 

rb rb 

j f(x)g(x)dx = fi I g(x)dx^ 

Ja J a 

► 由于不等式 

mg{x) < f(x)g(x) ^ Mg{x) 

成立，所以将其积分便得 

rb fb 疒 6 

m j g(x)dx ^ / f(x)g(x)dx ^ M I g(x)dx. (1) 

J n J a J a 

由于 5 ⑷ > 0 所以 / fl 6 g ( x)dx ^ 0 . 那么，如果 S ^ g [ x)dx = 0 , 则从不等式⑴得到 

rb rb 

j f{x)g(x)dx = 0=1 g(x)dx. 

J a J a 





+关于积分中间值的第一定理和第二定理 
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从而数 / x 可取作 m - 

如果 /I & ㈤ 办 > 0,那么 




令两个积分的比值为 / i . 那么有 



f { x ) g ( x)dx 



g ( x)dx 


其中 m ^ /a ^ M . 


推论 


设函数 /( a ：) 和 g ( x ) 皆在闭区间 [ a 7 b ] 上可积，还设函数 g { x ) 在此区间 


上非正，而对于函数 f ( x ) 有不等式 m < f { x ) < M 对于两常数 mKM 成立，那么 
存在满足条件 m ^ M 的实数使得 



f ( x ) g ( x)dx 



g ( x ) dx . 


► 


置 3 l ( x ) = - g { x ). 则函数/⑷和 gi ( x ) 满足定理9的条件，从而有等式 



b fb 

f ( x ) g 1 ( x)dx — ^ I gi 


其中 m € p < M . 在此等式中代人 讥 ㈤ = 一 〆 x )， 就得推论之结论 ■ 4 

推论 2 设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , b ] 上连续两函数 g { x ) 在此区间上可积且非 

负，那么存在点 [〜 b ] 使 



■ f { x ) g ( x)dx ^ /( c ) 



g { x ) dx . 


► 




根据关于闭区间上连续函数的中间值的柯西定理，存在点< c < b , 使得 
/( c ), 由此根据定理 9 得到推论的断言 . _ 

推论3设函数 /(： r ) 在闭区间 [ a , b ] 上连续，那么在闭区间 [ a , b ] 上存在点 c 使 



f ( x)dx ^ f ( c){b — a ) 


► 


该论断从推论2对于 S ( a 0^1 得出 . ， 

注函数在闭区间 [ a , b ] 上的算术平均值趋于量 



f ( x)dx 


因此把此积分叫作函数/(4在闭区间 kt ] 上的平均值- 
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定理 10 ( 第二中值定理）设函数 /㈤ 和分⑷在闭区间 [ 〜 &] 上可积.并设函 
数 〆 岣在此区间上非负且不减，那么在闭区间 [a t b] 上存在点 C 使得 

b fb 

f(x)g(x)dx = g(b) j f(x)dx. 



a 


a 


► 考虑一列分法 T n :a = x 0 <-^ <x n ^ b y 其满足条件 ： 的直径等于心， 

0. ( 例 如： 总可认为闭区间 hfc] 的分法 r n 是 n 等分分法，从而 


当 n 4 oo 时 

心=^),置 


n 


= ffM I f(x)dx, M = Sup \f(x)l 

fc=i £ce[o，bj 






sup I〆〆) 一 分 ( 怎 ")| = g(x k ) - gixk-i) 

x f y x ,f ^^k 


于是 


6 


<J n - / f(x)g(x)dx 


a 


n 



① k 


{g(x k ) - g(x))f{x)dx 


Xh 


n f^k n 

^ 22^k(g) / |/(x)|cte < < M5 n g(b). 

k=l fc =l 


因此 ， lim = /: f(x)g{x)dx. 


n—oo 


由于积分作为下限的函数是连续的，函数 f(x) - j^mdt 在闭区间 [ a ,&] 上连 
续且在其点 a 和点卢处分别达到它的最小值和最大值 . 


我们变换和式有 


n 


(工 fc) 

fc=l 



b fb 

f(x)dx — I f(x)dx 

«fc-l 


n 


= ^9(^k)(F{xk-i) ™ F(x k )} 


fc=l 
n—1 


n 


9{^i)F(x k ) - ^2 9MF(x k ) 


h =0 


k 


ti —1 


g(^i)F{a) + ^(3(x k+1 ) - g(x k ))F{x k ) 


h 


由于对于一切 $ e h 6 ] 成立不等式 


F(a) ^ F(b) < F(/3), g(b) ^ 0, 


且函数 ？ ( 勾非负，不减，所以从对于％的最后的等式得到 


F{a)g(b)^a n ^F(/3)g(b). 


-关于积分中间值的 第一定 理和第二定理 
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令 


过渡到极限，得 


F(^)g(b) < 



f(^)g(x)dx ^ F{0)g{b), 


由于函数 f ( x ) 在闭区间 K &] 上连续，那么根据关于中间值的柯西 定理， 存在点 
ce [ a ， b ] 使得 


9 {f>)F(c) 



f ( x ) g ( x ) dx . 


即 



b fb 

f ( x ) g ( x)dx = g { b ) I f ( x)dx 


定理 11 设函数 /( a ：) 和 9 ( x ) 在闭区间 [ a } b ] 上 可积， 还设函数 9 { x ) 在此区间 
上非负且非增.那么在闭区间 [ a , b ] 上存在点 c 使得 



f ( x ) g { x)d 


⑷ 



f ( x ) dx . 


► 置 = - X , fi { xi ) = f (- x ), gi ( xi ) = 那么根据 5(3；) 在闭区间 [ a ，&] 上 

非增知函数 51 ( x 2 ) 在闭区间 [-6,-0] 上不减.因此对函数 / ibi ) 和 9 iM 可使用 
定理 10. 由此 推出， 在闭区间 - a ] 上存在点- C ，使 



fi (^ i ) 3 i ( xi)dxi = gi (- a ) 



/i(xi)dx x - 


在此式中作变量变换 


-叫得 



f ( x ) g ( x)dx ^ g ( a ) 



f ( x ) dx . < 


推论设函数/0)和 s (; r ) 都在闭区间 [ a ， b ] 上可私，还设函数^在此区间 


上单调.那么在闭区间 [a,b] 上存在点 c 使得 



f { x ) g { x)dx ^ g { a ) 



f { x)dx + g { b ) 



f { x ) dx . 


► 


先设函数 S ⑷在闭区间 [ aj 上不减.那么函数 ^ i (^) = g { x ) - g ( a ) 在此区间 


上是不减的而且非负.因此，根据定理10有 



b rh 

= gi ( b ) / f { x ) dx . 


代人 9 l { x ) 的表达式就得推论的断言. 

现设函数在闭区间 kb ] 上非增.那么，置 9i ( x ) = g ( x ) - g ( b ) 函数 9 l { x ) 非负且 
非增，因此，对于函数/⑷和 9i ( x ) 定理11适用.由此推出所要的公式 ■ < 



* 182 ， 


第八章黎曼积分理论的基本定理 


例设 &> a >0 ,那么成立不等式 



a 


^llkX 


X 


dx 




2 


a 


使 


实际上，函数土在闭区间 [(^] 上是正的且非增 . 那么根据定理 11, 存在 c 4 

22/ 


f b sinx , 


1 f c 


/ dx 

= 

- 1 sin xdx 

• 

• 

Ja x 


a Ja 



case — cosa| 2 

- (一 

a a 


现引入第二中值定理对于光滑函数的另一证明 . 

定理12设函数 f(x) 在闭区间 [a,b] 上连续，函數 g{x) 在此区间上可微而且 
导函数 〆 (岣在此区间上非负且连续.那么在闭区间 [a,b] 上存在点 c 使 



a 


b fc 疒 6 

f{x)g(x)dx = g(a) j f(x)dx + g(b) I f(x)dx 


a 





设 


m 





t 


f(x)dx 


a 


那么函数 F ⑷作为积分上限的函数是可微的，由于被积函数 f(x) 是连续的，因此有 



b fb 

f(x)g{x)dx = / g(x)dF(x). 


a 


a 


用分部积分法计算积分八得 


b 


g(x)F(x)\ a 



b 


F(x)dg(x) 


a 


而由于在闭区间 [(x ， 6] 上导函数 g f (x) 非负， F( ： r) 和 g\x) 连续，所以根据积分第一 
中值定理有 

b FW(x)dx = F(c) I" g f (x)dx = F(c)(g(b) - g(a)). 



a 


a 


因此 




9 (b)F(b) - 9 (a)F(a) - F(c)(g(b) ™ g(a)) 


⑷ 



e 


f(x)dx + g(b) / f(x)dx. 


a 
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第八讲 


§5. 带有积分形式余项的泰勒公式 

在下述定理中所证的等式叫作带有积分形式余项的泰勒公式. 

定理 13 设是整数并设函数 /㈤ 在 闭区间 [ajj 上有 n + 1 阶连续导函 
数 +那么成立公式 

f(t>) /„(a, &) b) f 

其中 fn(a t b) 是泰勒多项式，即 

f n (^b) = /(«) + ^Yp( & - a) + ■ ■ - + 了 …⑷ ❼ - a )' 

而余项 ftn(^ f >) 具有如下布式 

Rn(M) = ^ / 严 +1) ⑴ ({> - 矿出- 

► 用数学归纳法.当 n = 0时应成立等式 

/(&) = /( a ) + A / /» = /(^) + J 

这正是牛顿-莱布尼茨公式.因此定理的结论对于 n ^ O 成立， 

设当 n = k 是结论成立，即成立等式 

f(b) = /fc(a，b) + Rk {^i - 


我们来证明结论对于 n = k + l 也成立，为此，对 Rk (^ b ) 进行分部积分，得到 




k ! 





( k + DU a 




^ 广 )_— # +1 [ + i^£ 


/( fc +D ⑷ 

{ k + l)l 


(fc - (^广十 1 + 6). 


将此表达式代人到依归纳法假设对于 n = k 成立的等式中，就得到 


/{&) = /fc+i + ■Rfc+ifa’fc)* ^ 
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注： L 作积分变量变换 t^a + u ( b - a) y 泰勒公式中的余项可写成 

Rr ,( a , b ) = (& - :!广 +1 f : f [n ^ 1} {a + u { b - a))(l - u ) n du . 

2. 若将中值定理用于余项 H ^( a y b ), 则可得带有一般形式余项的泰勒公式，然而却是在对函 
数陚以更苛刻的条件之下+实际上对于任意的 a > 0有① 


Rn (o j ~ 


^ f 广 +1) w (6 - tr 十 1_a (* - *广 

士广 +1 )( c )(6 -c 广+ 1 — tt ( fr - a )。， 


dt 


其中 C 是开区间 ( a , b ) 中的某点， 

作为例子，我们将对于某些初等函数当 a = O y b ^ x 时得到带有积分形式余项 
的泰勒公式.在前两个例子中我们使用上面所证的定理中的泰勒公式，而在后面的 
例子中我们用特殊的方法来简化公式的推导. 

1.指数函数由定理推出 


e 


X 


X 


2 


1+ 工十可 + 


h 轟 


■ + 


X 


n 


n \ 


+ iZn ， 


其中 

T « n -1 广 1 

Rn — J^nr(Oj^) = 汉！ j e 郎 (1 — u) n du. 

2, 三角函数我们有 


sinx 


^ (一 1) ㈠ 工驮 - 1 


E 


k 


( 2 fc — 1)1 


+ 


COS 3； 


r p — m 

5： 

k—Q 


k ^2 k 


1 )*X 


(2 k )\ 


+ ” n ， 


其中 


(— l ) n x 2nJrl f l a 

( 2 n + l )] i {1 ~ U) n " lc ° SWX ^ 
(— i ) n x 2n f 1 

r n = ― . ,, — / (1 一 u) 2n co^uxdu. 

Jq 


3 对数函数设/⑷ = mi + 砵那么根据几何级数的和的公式，我们得到 


fix ) 


1 


1 


n 




+ X 1 一 (—x) 


E (-叫 

fc =0 




n 



X 


①注意当0 < a < 1时上并不是常义可积的 


译者注 
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S6 . 带有积分形式余项的泰勒么 k 式 


从0 到; T 积分此等式，求得 


_!L fX ±n 

/(x)=ln(l + 幻 =E^ + &， ^^ C ~ 1)n /o T+i dt 

左 = 1 


4. 反正切设 f ( x ) = arctana ：. 那么 


勝占十 w +洁 

K =0 


从 0 到 r 积分此等式.得 


/ i ^ fe r 2 fc+l +2 n 

arctan^ 1 公 +1 K - 1 L 7X7^ 


k=Q 


0 1 + t 2 


由中值定理推出，存在量 二 &{x) 7 0 < < 1 ，使 


丑 n 


(—1 )"X 


3n+l 


(1 + 0 x 2 )(2 n + 1). 

oo 时^ 的极限等于0,即对于 j^K 1 ,级数 


由此得知，对于 M 《1，当 n — oo 时 i£n 的极限等于0,即对于 j^K 1 ,级数 

^ i ~~ 收敛 , 且等于 arctam 

fc= ° 5. 二项式公式设 / k ) = {i + ^ r . 曾经证明（第一部分第二十三讲例5)，这个 
函数在点 z 二0的邻域内的泰勒多项式 ffb ) = 9n - l (^) y ^ > 取如下形式 


g { x ) = 1 + otX + ■ ■.十 


«(a - 1) ... (a — 托 + 2) _ n _i 

( n -1)! 




Jbs =0 


而且泰勒级数 £ 当 M < 1 时收敛且等于 （1 + x ) a . 还有，函数 /( z ) 满足下 


列微分 方程: 


- (1 十 ; c)/'(x) = 0. 


代替函数/(4以其泰勒级数代人到此方程中，将自变置 z 的幂的系数等于零，就得 


到等式 


kak — (a — fe 4- l)o*5- 




0, fc 多 1， 


这些等式的真确性可以直接验证- 



,1S6 ► 


第八章黎曼积分理论的基本定理 


我们来求关于表达式 h ($) = a ^(^) - (1 + ^ g ^ x ) 的公式有 


Tl — 1 


h(x) = a 芝 2 — (1 + 工 ) 


k —1 


fc =0 


ti —2 


n—1 


^ ota k x k - ^{k 4 - l)a k -^ix h - ^ka k x 


k =0 


?i—2 




(aao — ai) + y^((a — k)ah — (k + l)a^-\-i)x k + (aa n -j — (n — l)a n -i)x 


(or — n + l)a n _ix 


7 tdj%SC 


因此，泰勒公式的余项 K = Rn { x )^ f ( x )- g ( x ) 满足方程 


aR — (1 + x)R f — —na n x n ^ l 9 ® 


即成立等式 


R 

{l + x) a 


IT — 1 


na n x f ^ * 


(1 + x) Q+t 


从 0 到: T 积分此式，得 


t n ~ l 


R - Rr.ix) = na n (l + x)° ^ — f ^ Q+r ^ 


于是，证得公式 


(l + ^r = l + a ^ + ---+ a( -~ n + 2) ^+ r , 

r = +_ 4 二(^ ± 1) (1 + 心 n 广 

( a -1)! v ’ Jo (l + ^) tt+1 

6* 反正弦设 f ( x ) = Arcsine . 那么 f \ x ) = (1 — x 2 )^^. 由此，根据二项式公 


式，得到 


n + 2 




= 1 -t + 



b - l )! 


x 2 n -2 + r> 


2 


)(4 


1 


n + 1 


0 _ 1 )! 


( l - x 2 )-^ x 2n 


f 1 u n ~ l du 
o {1 — x 2 u }^ 


还有 


)- 


fc + 1 


ki 


(- l)w 中)^ 


® 原文此处作 


-1 


译者注. 
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因此 


卜 1 ^ 2{2n -~2)!! Jo 


使用降幕公式得 


二 士 1 々 —rf 


由此得到 


\r\ < 


2n 


X 2 


积分对于 fix ) 的公式，对于某 e = 9 ( x ),\ e \< iJ ^ 


arcsm x 



^(2k^l)Ux^ 1 . _ 

(2 k )\\ 2 k + l + ^ 


其中 


-Rn 


厂 t 2n 

o Vi — t 2 


dt 


我们看到，如果叫 < 1 的话，则当 n — oo 时序列 { R ^} 的极限等于零 ■ 因此 


当 M < 1 时，泰勒级数 


^ (2k^l)}\ 工 2fc+1 

+ h ~(2k)iT 2h + l 

k =1 


收敛到函数 


arcsina;. 


7 . 积分正弦设函数 f ( x ) = £ 


sint 


dt 则从例 2 得知 


/ 糾一，-爹 ai fc ^! +r 

’ ㈤ 一工 - L . (2卜1)!十 

fe ^— L 

t = ^(a:) = ((2 n )+ ij j J ^ ~ u ) 2n+1 cos ( ua: )^ Jti 


从 0 到 x 积分对于 fix ) 的等式，得 


/㈤ 



smt 




其中 


2n+l 


1 州<乂 卜 ⑷㈣ < ( 2 n + l)!(2n + l)(2n + 2) 


由此推出，对于任意的 x G K , 当 n — oo 时表达式 i ? 趋于零 . 因此，对于任意的 a 
都成立泰勒展开式 



sint 


dt 


I ： 






^ (2k - i){2k - iy/ 

t *• 
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§6. 包含积分的不等式 


定理 14 ( 赫 尔德不 等式） 

上可积，那么 f 成立不等式 


且设/>)， 〆 ：£)在闭区间 K &] 



f ( x ) g ( x)dx ^ 



|/( 広)|他 



|咖)卩 dx 


► 函数 \ f ( x )\^ | 3 ( x )|^ 根据复合函数的可积性的定理(第七章§9的定理)，都在闭 
区间 [ a , b ] 上可积， 


考察把闭区间 [ a , b ] 几等分的分法 T n :a = x 0 < x 1 < 


彆 V 灞 


< x n = b . 那么待求的 


不等式从对于积分和的不等式 




k 


k 






或等价的不等式 


n 


n 


J2f{x k )g{x k ) < J2 l/( x fc)l P 


k 


k 


m 


a 


I 咖 *)1 


q 


过渡到极限而得到.最后的不等式是关于加法和的不等式（见第五章 §8). 


当 P 




2时，上面引人的不等式叫作柯西-布尼亚可夫斯基不等式. 


定理15 (闵可夫斯基不等式 




推广的三角不等式）设 p > 1并设/⑷, 


9 { x ) 在闭区间 [ a , b ] 上可积.那么成立不等式 



b 


1/ h ) +P ㈣ 


a 


p dxj 


< 



b 


\m 


a 






b 


Is ㈤ 1 


V 


a 


dx) P . 


1 的情形是明显的，如在定理 14 中那样，取 A 为 [0] 的 Ti 等分分法.只 


消证明对于相应的积分和的不等式 


(£ 


\f( Xh ) + g(x k )\^^Y < 

n I 


it 


1/( 抑） t 



(s 


l 5(^) l p 


或者 


(£ 


\ f {^ k ) + g { x fc )r 




(t 

\ 允 =1 





(s 


p 


IS (工 fc )| 


P 


最后的不等式是关于算术和的闵可夫斯基不等式（见第五章 §8). 
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定理16设函数都在闭区间上可积那么成立不等式 



b 


fl(x)dx I 十…十 


a 


fm(x)dx 1 ^ 



+ dx . 


► 把闭区间等分并令办 = a + s n . 对于相应的积分和 

应该成立不等式 n 




(S 

(fi 


+"■ + 

n I 


it 


2 




+ … +/s ㈣ 


b — a 


实际上此不等式从下面的一串关系式 推出: 


m 


2 


m 




5^ 5 I /. K ) 


s 


k 


3 


k=i 


(S 


fs { x k ) 


m 




hi =1 fca 




m 


^ fK x ^) 


fei^=l ka—l V 5 


3^1 


fc=i y s^i / 


2 


我们见到，在这串关系式中的不等式是从柯西不等式推出的. 


第九讲 


§7. 函数黎曼可积的勒贝格准则 

先前我们已经证明并且不只一次地使用了闭区间上函数可积的黎曼准则.此准 
则是这 样的： 闭区间上的有界函数可积的充分必要条件是下述两彼此等价的关系式 
之一成立： 

a ) Um n(T) = 0, b ) inf fi ( T ) = 0, 

T 1 
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其中0；和的概念早已定义（第七章§3引理 6). 

我们看到，这个准则丝毫不曾直接说出什么样的函数是黎曼可积的而什么样的 

函数不是黎曼可积的.勒贝格准则就是回答这个问 题的. 

为了叙述勒贝格准则，我们先定义具有勒贝格零测度的集合的概念. 

% 

定义 1数轴上的点集>1具有勒觅格零測度，如果对于任意的 e >0 都存在有 
限个或可教个开区间覆盖 A 而其总长不超过 e . 换言之，对于任意的 e > 0都存在 
开区间…■-它们的长度相应地为心，…，心/* ,使得 A c 0 J n 且对于 

任意的自然数 n 皆有& 二心+…+心 ce . n " 


记作 fi ( A ) = 0. 


么有 


命题1 教轴上任何不多于可教个点的集合有勒贝格零测度. 

实际上可以取以这些点为中心的长度为心= …人 的开区 间^ 那 


£ 


S ^2 + 






命题2 设 B c 』且= 0, 则 / i ( S ) 二 CK 

► 结论 从集乂 的任何开覆盖也是集 B 的开覆盖这一事实推出. 4 

现叙述勒贝格准则. 


定理 17 为使在 闭区间 [ a , b ] 上有界的函数/(岣是在此区间上可积的，必要且 
充分的是此函数的间断点所成的集合4具有勒见格零测度，即 fi { A ) = 0. 

在证明此准则之前，先来考虑它的应用. 

定理 18 设函数分 (x ) 在闭区间 \ a , 6 ] 上可相且 m = inf g ( x ), M — sup g { x ) } 

找[ & ， & 1 x ^[ a , b ] 

又设函数 f ( t ) 在闭区间 [ m ， M ] 上连续*那么函数 /( 沒⑷）在 K &] 上可积 ■ 

► 设: to 是函数 g { x ) 的连续点.那么根据关于复合函数的连续性的定理，= 
f ( g ( x }) 在点邱处连续.因此，只有函数的间断点才有可能是函数 k ( x ) 的间断 
点，设乂是 MW 的间断点的集合，而 S 是 hOr ) 的间断点的集合,那么 BCA . 

由于函数分⑷在闭 E 间上可积，根据勒贝格准则有 f ^{ A ) = 0,由此，根据 
命题 2 , 有 fi { B ) - 0 . 于是再根据勒贝格准则，函数= f ( g ( x }) 是在闭区间 
上可积的 . 4 

定理19设函数/( ㈨ 在闭区间 K 6] 上单调 5 那么它在闭区间[% 6] 上可积. 

► 我们来证明，函数 f ( x ) 的间断点的集合是可数集，在第四章§4 (定理 1) 中已 
证， f ( x ) 仅有第一类间断点.设抑是间断点.那么在此点处存在左极限和右 极限: 

lim f ( x ) = / i , litn f ( x ) = 而且“ 在以“和 G 为端点的开区间中可 

一 SC — *2(5 + 
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取一有理数 h 此有 3W 作成与点卽的对应.这样选出的全体有理数 r 的集合作为 
全体有理数的集合的一个子集是有限集或无限的可数集，对应的间断点的集合亦然. 
根据命题1，此集合有勒 M 格测度零.从而根据勒格准则 t 闭区间上的单调函数是 
可积的 . 4 

§8. 勒贝格准则的证明 

设函数 fix ) 在闭区间 [a，&] 上有界，用 J = I ( S ， X 0 ) 代表区间 （x 0 -5, x 0 + 
定义2豳数 f ( x ) 在点： to 处的振幅是下面的量 

w ( 耶） = uj/(x 0 ) = inf sup {f{x) - f{y))r 

换言之，量 ^( xo ) 用以下等式确定 

u>{xo) = inf{Ms{xo) — ms(xo)), 

其中 

Ms(^o) = sup f(x), ms{x 0 ) = ird f(x). 

xeiiS ) 杜耶） 

函数在一点处的连续性的准则如下： 

引理1函数 f ( x ) 在点吻处连续的充分必要条件是兩数在该点处的振幅 

^/(^ o ) = O ' 

^必要性设相反，即成立 = .令〜 =&■ 设 /= , 根据下确 

界的定义 ； 有 

sup (/(ac) - f { y )) = JVfi(xo) — m 丄 (sc。） > o；. 

x, V ^I n n 

然后根据上确界的定义得知存在 ^ n,Vn ^ / (^)使得 f { x n ) - f ( y n ) > 号 > 0.但由 
于区间 i (^) 的长度随着 n 趋于无穷而趋于零，所以 lim 知= Um y n = x 0 . 

\ fl / n—+oo 

在不等式 f ( x n ) - f ( y n ) 中令 — ⑵，并使用函数 /( 工）在点 X 0 处的 

连续性,得0 > | > a 发生矛盾.因此 ^(x o )-0. 

充分性设巧(抑 ） = 0. 那么对于任何£>0都存在= 6(e) > 0,使得对于一 
切 Ay e J ⑷有 \ f (^)- f ( v )\ <^-令此处 2 / =邮得到函数/⑷在点: r 0 处连续的 

条件 . 4 

设 D ( a ) 代表闭 K 间 [a，fc] 上的使不等式 0^) > a 成立的点: r 的集合， 
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第八章黎 A 积分理论的基本定理 


引理2点集是闭集. 


► 设吻是集合 D ( a ) 的极限点，那么存在点列当 n oo 时收敛到抑，而 
且函数 f ( x ) 在点〜处的振幢不小于 a ,即 LJ f ( x n ) ^ a . 我们发现,不管数 6>0 

如何，总是存在点列的某项^ € / 〆 如) .置 

5 i = min (工 n — xo + S,xo + S — x n ), 

即心是点〜到区间 h ( x 0 ) 的边界的距离，那么得到 C h ( x Q ), 由此 

Ms ( xo ) - ms { xo ) ^ MsA ^ n ) - ms ^ Xn ) > ^ f { x n ) ^ a , 

因此,对任何 S > 0 都成立不等式 Ms ( x 0 ) - ms ( xo ) ^ a . 那么 

inf ( Mfi ( xo ) _ ms { xo )) ^ a - 

J >0 

所以集合 D ( a ) 的任何极限点都属于它自己 T 即 D ( a ) 是闭集 . < 

* 现在来证明勒贝格准则， | 

必要性 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上可积.应该证明函数/ ㈤ 的间断点的集 
合有勒贝格测度零. ^ 

假设不然，即集合不是零測度集，由于= G 乃(1)，那么存在 a =丄使 

1 \Tt / T71 

得乃不是零测度集.于是存在数句 > 0,使得对于任何覆盖集合 D { a ) 的一列 

开区间 [ I n }; D ( a)c G 二，都存在自然数 no 使心 十…+ ‘》句，我们指出数叫 
依赖于开区间序列 [iS 

现考察闭区间卜&]的任意一个分法： T . 在分法 T 的闭区间之中我们 
把那些其“内部”至少含有 D ( a ) 的一个点挑出来，在每个这样的闭区间 
中，函数 f { x ) 的振幅不小于 e 0 . 这些闭区间的长度之总和必不少于句，因为集合 
D { a ) 包含在这些 E 间之中，除了可能有有限个点与分法 r 的点抑重合之外 .( 如果 
上述闭区间 [ x k - u ^ k ] 之长度总和小于句，则可用有限个开区间覆盖点 u G D ⑷, 
并使全部覆盖 D { a ) 的开区间之长度总和小于卽，而这是不可能的 .） 

于 是对于闭区间 [ aA 的任何分法: T 有 


S1(T) > a^o- 

因此， inffl ( T ) > ae；a > 0. 根据函数黎曼可积的准则，这就表明函数 f { x ) 不是可积 
的.发墨矛盾.必要性获得®^ 

充分性 对于任给的 e > 0,我们来构作一个分法 r 使得 n ( T ) < e . 设 M = 
⑷ 1 .令 
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由于集合 D 有勒贝格测 度零， 所以可用长度总和小于5的一组开区间覆盖它. 
把这组开区间的全体记作次 A 中的一切元的并集记作令欠= \ a , b ]\ L 那么在集 
合 if 的 每点吻 处函数 f ( x ) 的振幅都等于 0. 因此存在开医间覆盖这个点邮.在此 
开区间上函数的振幅小于 a , 把这样的开区间的全体记作 S . 那么开区间组 
覆盖了闭区间 [ a , b ]. 于是从 A \ JB 中可选出有限个开区间来，它们已覆盖把 
这有限个开 K 间的落在 M 中的端点与 — 道取作分法 T 的分点 .® 

那么和 n f ( T ) 可表成 Q f ( T ) = ^ + ^ 2} 其中 仏和％ 为形如 ^ k Ax k 的被加项 
的和.这里，在第一个和％中求和变元 Jt 跑遍使得 \ x k - ly x k }( ll 的那些 fc f 而所有 
其他的 Jb 值进人第二个和式％中. 

那么，对于 n f { T ) 有估计式 

iY{T) = fli + n 2 < 2M5 + a{b-a)^^- + ^ = e. 

由此， 根据 inf ^( T ) - 0,推出函数 f { x ) 的可积性. 

定理完圣证实 . ， 

在使用勒贝格准则（特别是在证明函数不黎曼可积）时，其下述形式有时更为 
方便， 

定理20为使在闭区间 [ a ，6] 上有界的函数是黎曼可积的，必要且充分的是对 
于任何 a >0,集 D ( a ) 皆有勒贝格测度零+ 

h 必要性由于/ ㈤ 黎曼可积，根据上面已证的勒贝格准则，其间断点的集合 D 
的测度等于零， ^( D ) = 0. 但对于任何 a > 0 皆成立包含关系： D ( a ) C D . 因此 

/i(D(a)) = 0. 

充分性显然 ， u = 0 d (-)^ 根据定理的条件，对于任何自然数 n 皆有 

n=l \Tl/ 

f ^D = 0.因此 MD ) - 0 ? 于是根据勒贝格准则，/ ㈤ 可积，4 


①这段文字是更正了原文的疏漏而由译者写成的 


译者注. 



第九章反常积分 


第十讲 


§1. 第一类和第二类反常积分的定义 


以下的目的是把函数黎曼可积的概念推广到新的函数类上，即 


1) 推广到定义在无穷区间上的 函数; 


2) 推广到无界函数. 

我们已具有的极限概念，使我们能够本质上没有困难地达到目的，而这里所推 
广的黎曼积分叫作反常积分. 

对于第一种情形，以下形式的积分 



f ( x ) dx t 



f ( x)dx 


叫作第一类反常积分.而在第二种情形，当函数 f ( x ) 是在有限闭区间上的无 
界函数的情形，积分 J ^ f ( x ) dx 叫作第二类反常积分. 

积分区间无界，函数本身亦无界的情形并不是什么新问题，因为可以通过简单 
地把积分匿间分成部分而归结为第一类和第二类反常积分的情形.因而我们不再单 
独讨论这种情况，我们停下来比较详细地讲述第一类反常积分的概念，并且只限于 
形如 JT f ㈣ 如 的积分的情形 • 
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定义1设 a 是实教，并设对于任何 A>a 函数 f ( x ) 都在闭区间 [ a ， A ] 上黎曼 

可积且 

F ( A ) = f f ( x ) dx . 

J a 

若当 A ^ +oo 时存在极限 I = lim F { A ), 则此极限叫作是函数 f ( x ) 在区间 

A-^-\-oo 

[ a T + cx >) 上的第一类反常相分 ■ 

对于积分/，使用下述 记号： 

I = j f{sc)dx J f(<B)dx \ . 


如果极限 / 存在，则说反常积分收敛.若此极限不存在则表达式 / a °°/ ⑻也被理解 
作一个符号,依然叫作反常积分，但说它发散. 

类似地定义反常积分 



f ( x } dx ^ 


而反常积分 f ( x ) dx 理解作两个反常积分的和: 




f ( x ) dx . 


注 1 . 与反常积分相 k 别，有限区间上的通常的黎曼积分叫作正常的， 

2. 从正常积分的性质和反常租分的定义，对于任何实数 a 和 h 平庸地得到 

^4-® r+oo 

/ f(x)dx+ j f{x)dx= I / ㈤ 心 . 

J & A 


例 1 .当 a >0 时成立等式 



1 


{ A 1 -^ 


lim - 

A—^+oo 1 — 0£ 

lim (In A — In a ) 

A—^^rOO 


a 1 -。) ，若 or — 1， 

若 a = 1. 


由此推出，此积分当 a > 1 时收敛且等于 ' 而当《 < 1时发散 ■ 
2.对于自然数用分部积分法得到 

疒 + 00 

/ t n e^dt = n \ 

Jo 
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第九章反常积分 


§2. 反常积分收敛的柯西准则和收敛的充分条件 


从当 A 


时函数的极限存在的柯西准则直接得到卞面的定理. 


定理1 (第 一类反 常积分收敛的准则） 为使积分收敛。必要且充 
分的是满足軻西条件，即对于任给的 e > 0 ， 存在数 B = B ( e ) > a , 使得对于一切比 
B 大的和 A 成立不等式 





f ( x)dx 


1 


< £ 


此柯西条件用符号可写成 


W >0 彐 £# = B ( e ) > a : VAi > B 



■2 


f { x)dx 


< £ 


定理 2 (— 般的 比较判别法） 设对于所有的 z e [ a , +oo) 成立不等式 \ f ( x )\ < 

g { x ) 且 设积分 / a +°°S ⑷也收敛 - 那 么积分 C °° f { x)dx 也收敛 . 

► 我们来证明，对于函数 f { x ) 的反常积分的收敛性的柯西条件满足.根据函数 
g { x ) 的积分的收敛性，对于任意的 e > 0,存在 B = B ( s ) > a , 使得对于任何土 > 
A 2 > B 成立不等式/^ 1 g { x)dx < £,但由于 



f { x)dx 


5 







2 



g ( x)dx < € 


,3 


所以柯西条件对于函数 f ( x ) 的积分成立 . ， 


例 设对于某《>1，当 


时成立不等式 


1/⑷ I 《 

即存在 c > 0和卻= Xo ( c ) > 0 ? 使当: r > X0 时 |/( a :)| < cx ~ a . 那么积分 /:°° f ( x ) d . 


收敛. 


实际上， 



f ( x)dx 


a 



f ( x)dx + 


a 



f ( x ) dx . 


和式中的第一个积分是正常的，而第二个积分 f 二°° f ⑻ dx 根据比较判别法，是收敛 
的，因为当0>1时收敛. 


§3. 反常积分的绝对收敛和条件收敛.阿贝尔判别法和狄利克雷判别法 

首先我们给出反常积分绝对收敛的定义和条件收敛的定义. 
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反常积分的绝对收敛和条件收鈹.阿贝尔判别法和狄利克雪判别法 


定义2反常积分/+°° f { x)dx 叫作是绝对收敛的，如果积分 \ f { x)\dx 
收敛， 

定义3反常积分 / o +0 ° f ( x)dx 叫作是条件收敛的，如果积分 / a +0 ° f ( x)dx 收敛 
而私分 |/( a；)]da; 发散. 

从一般的比较判别法直接推出，积分的绝对收敛性蕴含着它的条件收敛性，反 
之不真. 

和前面一样,我们认为对于任意的4 > a 函数 f ( x ) 都在闭区间 [ a , A ] 上可积. 

定理3 (狄利克雷判别法）设函数 F ( x ) - /* /㈦如在 h +oo) 上有界，且设 
函数 g ( x ) 非负、非增，并当： c — +oo 时趋于零.那么积分/ = f ( x ) g ( x)dx 
收敛. 


► 由于函数在正无穷处不增且趋于零，所以对于任意的以 > 0存在 B = 
B ( e ) > a , 使当 x > B 时有不等式0 < g ( x ) < 设 JW" = sup|F ⑷那么根据第二 

中值定理，对于任意的 A 2 > A ^> B, 存在数 A 3l 皋< A 3 < A 2 , 使得 



广^3 

g(Ai) I /(>) 咖 <6i 




( 2s ： \M. 


若现在给定任意的 e > o, 则取 q 就得到对于任意的 AuA 2} A 2 > > 

s (― ) 成立不等@ ^ 

I f ( x ) g { x)dr <£. 

Ja , 

柯西条件满足.因此积分 J 收敛 ■ < 

定理 4 ( 阿贝尔判别法）设积分⑷如收敛，又设函教^ >) 在区间 
[a, +00) 上非负，单调且有上界，那么积分/ = 血收敛- 

► 由于积分 f ( x ) dx 收敛，所以根据柯西 准则： 对于任意的 h > 0，存在 
B = > a, 使得对于任意的 Ai , A 2 , j 4 2 > 先> 成立不等式 


疒如 I 

^ f{x)dx < ei ， 

^1 

接着，按第二中值定理，存在这样的数< ^3 < ^2使得 



f { x)dx + g { A 2 ) 



f ( x ) dx . 
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第九韋反常积分 


令 M = sup 5( x ), 则因 

x>a 




: 

/ f { x)dx 

< 

1 f ( x)dx 

Ja 1 


Ja 3 


< ei ， 


所以得到 


/ f ( x ) g { x)dx 

Ja ^ 


< 2M^x ， 


因此，取 t ‘就得到，对于任意的数 


成立不等式 


I f ( x ) g ( x)dx < e . 

JAi 

所以，根据柯西准则，积分 / 收敛 ., 

例 1,根据狄利克雷判别法，当 a > 0时积分 f 广 ^ dx 收敛，因为对于任 
意的 乂 > l s 函数 F ( A ) — / X A sin xdx 有界 t 而对于 a ；> 0,当 a ; —^ + oo 时函数； 

单调减趋于零. 

2.设 f { x ) 是高于一次的多项式，那么积分 J ^ oc smf { x)dx 收敛 ■ 

不失一般性，可认为多项式 f ( x ) 的最高次项的系数是正的，那么从某 A > 0始, 
其导数将是正的且单调增至正无穷，只消证明积分 sin f ( x ) d ^ 收敛.对于 
任意的 B > A , 在积分 3 inf ( x)dx 中作积分变量变换 y = f(^),x = / _1 ( y ). 得到 





sin y 


HA ) fV^iy)) 


dy . 


根据第二中值定理,此积分的绝对值以量 
就证明了原来的积分的收敛性. 


2 


尸⑷ 


为上界且当4 — + oo 时趋于零.这 


第十一讲 


§4. 第二类反常积分 

定义4设 

1) 函数/(尤）定义在区间 [ a , b ) 上且在此区间上 无界； 

2) 对于任意的 a , a ^ c < b > 函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , a \ 上有界且 可积; 




S 4. 第二类反常积分 
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3) 存在极限 / = lim : f ( x ) d ^. 

那么这个极限 J 作是函数 f ( x ) 在闭区间 \ a , b ] 上的第二类反常积分，且对于 


极限 J 使用记号 



注1.点6叫作是积分 J 的奇点. 

2. 若极限/ € M 存在，则说反常积分 J ^ f ( x)dx 收敛，在相反的情形下说此积分发散. 

3. 若积分 f f { x ) dx 的奇点是积分下限,则第二类反常积分类似地定义. 

4. 若奇点 c 位于闭区间 Ki >] 内部，则反常积分定义作两个反常积分 的和： 



f(x)dx 



x. 


例成立以下等式 



1 


dx 


0 


X 


lim 

- 



dx 


lim 


1 


—/ a— 1 _ 


(1 - 若 at # 1， 


a 


X 


lirn^ (- lua) 


若 a 


由此 得知， 积分 Ja 1 尝当 a < 1 时收敛，等于而当 a > 1时发散 • 

以具有唯一奇 j | &的积分 f ^ f ( x)dx 为例，我们来考察第二类反常积分的基本 
性质,这些性质与第一类反常积分的性质是类似的. 

1°第二类反常积分收敛的柯西准则. 

为使积分 f (^) dx 收敛，必须且只需柯西条件 成立： 对于任意的 e > 0,存在 
S = 5 { e ) > 0 使得只要 ai ,« 2 满足条件 a u a 2 e (b - d , b ), 就成立不等式 



f ( x)dx 


< e . 


2° —般的比较判别法. 

设对于一切 z e [ a ，&) 成立不等式 \ f ( x )\ ^ g ( x ) 且反常积分 f ^ g ( x)dx 收敛.那 
么积分收敛- 

3。第二类反常积分 f f ( x ) d ^ 叫作是绝对收敛的，如果枳分 f \ f { x)\dx 收敛; 
它叫作是条件收敛的，如果它收敛但不绝对收敛，即 / a b |/( x )| dx 发散^ 

可以叙述与关于第一类反常积分的阿贝尔判别法和狄利克雷判别法类似的判 
别法. 

最后，任何具有两个无穷积分限（或一个无穷积分限）的积分以及具有有限个奇 
点的 积分， 都可看作是一些反常积分的和，其中每个只有一个奇点而且是积分区间 
的边界（也可以认为点 + oo 和点- oo 是奇点).也就是说任何反常积分的研究都归 
结为第一类和第二类反常积分， 
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第九章反常积分 


§5. 反常积分的 变量变 换及分部积分 


定理5设导 函数# ⑷在闭区间 ㈧ /?!上连续且在开区间 (a,( 3 ) 上异于零，又 
设函数/ ㈤ 在开区间 (<p(a),<p(/ 3 )) 上连续.那么成立公式 


< fi 0) 




f(x)dx 





不管积分是正常的还是反常的- 


► 先设点 a 和是有限的.那么函数和 nm ) 的奇点可能是相应的闭区 


间的端点.根据函数 


ip{t) 的单调性，当变量 t 在开区间中变化时每个 


值仅被取到一次.那么，对于任意的^ > 0和^ > 0,根据对于正常积分的变量变 
换定理，有 


fp(/3-S2) 


¥?( a + ei ) 


f(x)dx 



巴 2 


/( 冲 )) v /( f ) dt - 




在此等式中令4 0/2 — 0而过渡到极限，就得到待求的公式- 

定理6 设： 

1) 函数 /'( x ) 和 g r (x) 在区间 (a, + oo ) 上 连续； 


2) 反常积分 



f{x)g ( {x)dx 和 



f(x)g[x)dx 


之中至少有一个收敛； 

3) 存在极限 Zi = lim f(x)g(x)^ 
f 2 —+00 

那么，两个积分都存在且成立等式 


而当 <2是奇点时亦存在极限 L = lim /( x )5( x ) 



+ CO 


H-oo 


= f{x)g(x) 



f f (x)g(x)dx 



考察在闭 E 间 [a + e,b] 上的正常积分，根据关于正常积分的分部积分的定理，有 



f(x)g f (x)dx = f(x)g(x) 


f , (x)g{x)dx. 


o+c 




a+e 


在此等式中让 e — 0, & — + oo , 就得待求的公式 
下述关于反常积分的特殊定义有时有用. 


定义5实数 i 




记作 


lim f(x)dx N 作是私分 f^x)dx 的(材西）主值， 




P . V . 



f{x)dx® 


①原文用〜. P .” 表示主值，而大写的 “R V ,” (Priwipal Value ) 更常用 




译者注. 
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定义 6若 c 是函数 f ( x ) 的第二类反常积分的奇点且 c e (A 6)，则主值私分定 


义作 




第十章曲线的长度 



§1. 多维空间中的曲线 

定义1 设向量函数 A =外(*) ，… = 由 定义在某区间 JCR 并在 J 

上连续的函数灼⑴给出.把全体值 - ,^(*))的集合加 C E m 
叫作是空间欣 771 中的曲线 L ( m 维空间中的空间曲线). 


我们把区间理解成或是有限的闭区间，有限的开区间，有限的半开区间或是无 
穷开区间和无穷半开区间. 

为简单起见，下面考察 J 的情形.我们记得在闭区间的端点处，连续指 

的是单侧连续 ■ 

定义 2点叫作是曲线 i 的重点，如果区间 J 中有至少两 
个不同的点 f / f 2使得 (尤 1) = (无 2) 。1， . . . ， ( tl ) = ^ m (^2) ~ Cm * 

曲线的点，如果不是重点，就叫作是曲线的简单点. 

仅有有限个重点的曲线 L ， 叫作是参数化 曲线. 

除区间了的端点外，无重点的曲线 L 叫作是简单曲线. 

如果仅在区间了的端点“和* 2 处函数叭⑷ ，… 的值重合，那么简单曲 
线叫作是简单闭曲线. 




§2. 关于曲线长度的定理 


引理1任何参数化曲线皆可表示成有限条简单曲线的并. 

为证此事，只需把闭区间 J 划分成有限条以原始曲线的重点为端点的闭 K 间. 

I 

定义 3设函数 / ⑷在闭区间 [a,b] 上连续，如果存在 [a,b] 的一个 分法 ： to = 
a < - - < t n = b 7 使在每个开区间 = 1，... ， n ) 上 f f {t) 等于常救，則称 
函数 / ㈤ 在 [a t b] 上是逐段线性的.也就是说 ， 在每个闭区间如上 f{t ) = 
dkt + fc 二 1， .. ■ , n. 

定义 4 简单曲线 L 叫作折线，如果列⑷ ，屮 m(t) 都是逐段线性函数. 

显然，每条折线都由个别的线段组成，这些线段叫作折线的节，而它们的端点 

叫作折线的结点.对应于送些结点的点 tor - : tn 构成闭区间的一 

个分法. 

我们来考察折线的从始点 ^ m ) 到终点也(奶 ，… ，如）的一节.根据 
毕达哥拉斯定理，它的长度 KI 等于量 

\l\ = ^{yi 一 11)2 + …+ (Vm — 工 m) 2 . 

而若点也 ㈨ 化…，^ 3 0)， … , X mi n ) 是折线 ！ 的结点序列，那么此折线 
的长度 | i | 显然等于 


⑷=— + ■ ■ ■ + — * 
k=l 

_ 

定义5对应于闭区间 [ a r b ] 的一个分法了的折线 i 叫作是内接于由方程 A 二 
^( t ), , x m = 列 n ( f ) f G [ a , 61 给出的曲线 i 的，如果 折线？ 的结点都在曲线 i 上， 

且折线的结点与曲线的相应的点对应着同样的参数值. 

定义6简单曲线 i 叫作是可求长的，如果它的一切内接折线的长度构成一个 
有上界的集合. 

定义7可求长曲线 i 的长度是它的一切内接折线的长度所成的集合的上 
确界. 

注 1. M 然，如果我们想要正确地定义曲线的长度,我们必须要求内接折线不比曲线本身长， 
这是由于两点之间的最短距离，如所周知，是由联结这两点的直线段达到的- 

2 . 存在不可求长的曲线，但这样的曲线的构造很复杂，因此我们不引入这样的曲线的 例子. 

I 

§2. 关于曲线长度的定理 

定理1设函数给出空间曲线 i . 且这些凼数在闭区间 
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上有连续的导函数.那么曲线 L 是可求长的，且其长度 | L | 由下式 给出: 



► 先证明任何内接折线的长度都不超过量 



设折线的结点对应于闭区间[%&]的分法 T 的点= f 0 < <…< 

t n = b ， 那么 

Tt _ __ 

K 卜 ^2 \/( 列(“） -PlU 2 —+ ■ ■ + (^m {ts ) - ^rn(^-l)) 2 



接下去，根据不等式（见第八章§6定理 16) 



我们得到 

r \/( 〆 ⑷ 产+ …+«(*)) 2 冶 

这 =1 』 *s-l 

于是证得2是内接于曲线 i 的一切折线丨的长度的上界 ， 从而曲线 i 是可求 
扶的. 

现证明乂是这样的折线的长度的上确界，即曲线 i 的长度等于 A 
由于函数4⑷在闭区间 [ a , 6】上连续, A : = 1， . ■ ■， m 所以根据海涅-康托尔定理, 
它们都在此闭区间上一致连续- 

因此，对于任给的 s > 0,存在数5 = 5⑷ > 0,使得对于一切 t \ ee [ a , b ] ,只要 
K 一 t "| < <5就成立 

1^4(亡0 一 ^(^)! < _ a ) = k = 1， ■.. 

任取闭区间 [ a , b ] 的分法 T , 使 : a = * 0 < 6 < …< &二并设对应 
于此分法的内接折线为 [ 




. 关于曲线长度的定理 
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现给出差 A-|ij ^0的上方估计.有 



接着，使用以下形式的三角形不等式.设三角形04丑的顶点为0(0,…，0)， 

7 b m ), 那么成立三角形不等式 (p = 2时的闵可夫斯基不 

等式)： 



= s\\/m(b — a) — 


其中是区间 [ id 山]中的某点 . 4 

推论设 3 = s ( u ) 是由方程忠 1 = Xi { t ), - - -( t € U , 给定的曲线 
L 的长.那么对于曲线长度的微分心成立 公式： - 


(ds) 2 = (d^i) 2 + . ■. + {dx^) 2 . 

► 从关于曲线长度的定理得 

咖) 二 / + - 

J a 

微分此式^求得 _ 

ds(u) = \/{x[(u)) 2 H - h 

或者 

ds = -\/(dxi) 2 H - 1- (dx m ) 2 . < 

于是平面曲线 （m = 2) 的长度在极坐标 （ r ， ⑷之下的微分等于 


ds = dr 2 + r 2 却 2 ’ 


■ 206 - 


第十章曲线的长度 


其中坐标 r 和 P 由下面的公式确定 


x ^ r co^ip } y — r sin v ?， r ^ 0, 0 < 2?r 


实际上， 


da; 


<pdr — r sin dy — sin ipdr +r cos ip<kp 


因此 


ds 2 — dx 2 H- dy 2 = dr 2 H- r 2 d(p 2 


特别地,若以参数形式给定楠圆方程 


f = 


f(tp) = (a cos p，b siu ， a > t > 0, 


且夹于 Oa 轴和向径 f 之间的角度 p 从零变到 2 tt ， 那么对于椭圆长度的微分有 


— y a 2 sin 2 p + b 2 


2 


ipd^p 


例求曲线（旋轮线） 

x = R(t — sin£) f 
y = i?(l — cost ), 

其中 0 < t S 的长度，我们有 ds 2 = da ; 3 + dy 2 , ds 2 = 4 fi 2 sin 2 = 

2 -Rsin 因此 

此曲线给出了半径为 J ? 的轮子滚动时，轮缘处的点的运动轨迹- 


s — s(9) = 4R ( 1 — cos 


$ 

2 





第十一章若尔当测度 


第十三讲 

§1. 平面图形的面积和立体的体积.若尔当测度的定义 

在引人定积分的概念时，已经谈到过曲边梯形这种平面图形的面积.而且在给 
出这个概念的精确定义时，我们是从对于最简单的图形的面积成立的图形面积的基 
本性质出发的，所说的最简单的图形是指有限个矩形和三角形的并- 
我们来叙述这些性质.用 KP ) 代表图形 P 的面积 ■ 

1。对于每个有面积的图形夂函数是非负的且是单值确定的 ■ 

2° 边长为1的正方形的面积等于1, 

3。函数 / i ( P ) 是可 加的， 即若图形尸分成两个不相交的图形巧和 P 2 ,P 二 

= m(a) + pCP2). 


4。 函数是关于平面的任何运动都不变的. 

也就是说，如果图形尸 i 和 A 可借助平面绕一固定点的旋转，或经平面的平移，而彼 
此重合，那么= ( i { P 2 ). 

5 。 函数 p ( P ) 是单调的，即若巧 C 巧则 /i(Pi) ^ m (巧) . 

这些性质不仅对于简单图形的面积成立 f 而且也对于简单立体的体积成立，同 
样也对于直线上最简单的集合，即由有限个区间和有限个个别的点组成的集合的总 
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长度成立+ 

下面，我们把有限个其边平行于坐标轴的矩形的并集叫作是最简单的图形.这 
样的矩形叫作是标准矩形. 

标准矩形可以不含位于它的边上的任何一个点的子集.如所周知，每个标准矩 
形都有面积，等于它的相邻两边的长度的乘积， 

在一般情形下定义图形的面积，就像在曲边梯形的情形一样，可以类似于定积 
分存在的黎曼准则那样去实施， 

为此， 对于平面有界图形 P ， 自然要引人图形的上面积的概念（类似于达布上 
和)，它乃是一切包含 p 的最简单的平面图形 A 的面积 ^( Pi ) 的下 确界； 同时也引 
入此图形的下面积的概念，它乃是一切包含在 P 内的最简单图形幵的面积 〆 尸 2) 
的上确界. 

记上面积为 ^( P ) t 下面积力 MP )- 
我们发现，对于最简单图形 P 

^{p) = ^(p) ^ ^ (py 

若对于图形 P 成立等式 fiAP ) = Mm ， 则此量叫作图形 P 的面积，并记作 
M ( P ). 对于三维立体图形的 体积， 情况完全一样，即类似地定义三维图形的上体积和 
下 体积. 同样使用记号以 P )^( P ) 和 //( F ), 其中，作为定义，对于可测图形 p 要求 

P (尸)，(尸卜 〆 (尸). 

所引人的图形面积的概念叫作若尔当测度> 面借助此定义賦予其面积值的图形 
本身叫作是可求面积的（或者在立体的情形叫作可求体积的)，或者若尔当可测的.对 
于这样的图形，计算面积（或体积）归结为计算黎曼定积分 ■ 

例 1. 与一条坐标轴平行的线段 i 的平面若尔当测度等于零 I 此线段包含在一 
个其一边长度为零的矩形中. 

2 . 任何线段丨的若尔当测度（二维）等于零，因为它可以包含在面积任意小的最 
简单图形之中. 

3. 设 p 是最简单图形.那么它的边界 ap 的若尔当测度等于零 . P 的边界由构 
成图形 P 的矩形的边组成.这些边共有有限条，每条皆含在一个其一边长为零的矩 
形之中. 

4. 最简单图形的并、交、差都是最简单图彤. 

实际上，两个标准矩形的交是标淮矩形.因此对于由标准矩形忾组成的图形 
,4 - yp fc 和由标准矩形组成的图形 s = \^ Q h 它们的交 Af ] B ^= 

是最简单图形.我们来证明两个最简单图形 A 和 B 的差是最简糸图形.设 
P 是包含 A [ JB 的矩形，那么 A\B = Af ]( P \ B ). 




§2. 彙合的若尔当可测准则 


§2. 集合的若尔当可测准则 

和在黎曼积分的情形一样，可以叙述图形可求面积的准则，类似于借助 w 积的 
黎曼准则（形式上此准则很像勒贝格准则).为此我们引入图形 P 的边界汉 P 的概念. 
此概念本身还用到下述概念. 

1. 设6 > 0,称位于以点吻为中心 J 为半径的圆的内部的点的集合为平面上 
点聊的5邻域- 

2 . 点功 叫作集合 P 的内点，如果存在点邱的一个 *5 邻域 E { x 0 i S ), 整个包含 
在集合 P 中，即 E ( x ^ S )< zP . 

3. 点 n 叫作集合 P 的外点，如果存在邻域 ^1,5) 使得 E ( x u S ) f] p = ^ 

4. 若点 x 既不是集合 P 的内点也不是它的 外点， 那么点 z 叫作是集合 P 的边 
界点. 

5. 图形 P 的全部边界点的集合叫作它的边界并记作及 P . 若 C P 则称图形 
P 是闭的，若 dPf \ P ^0 则称图形 P 是开的集合沖 UP 用记号戶代表，叫作 
P 的闭包. 

定理1 (图形可求面积的准则）图形 p 可求面积必要且充分的条件是它的边 
界的测度等于零，即 ^{ dP ) = 0, 

► 必要性必须证明的是，若 p 是可求面积图形，则 / x (^) - o . 为此只箱对于任 
意的 s > 0,指出一个最简单的图形丑 T 使得 C 丑且 ^ i ( H ) < 6- 

由于图形尸是可求面 积的， 所以 MP ) = 因此对于任给的 e > 0, 

存在开的最简单的 图形朽 和闭的最简单的图形巧，使 P 2 C P C 忾且此外还成立 
不等式 


K p ) < ^{P) = ^(P)- 

考察图形 P 3 = PAP 2- 它是最简单的. 令 H 二 则在此图形 H 之外，仅含有图 
艰的外点或 内点. 因此 c 乩由于 n =朽 u 朽，巧= a 所以 ma ) = 
< P 3 )+ M ( P 3). 由此 


#(p 3 ) = ^(Pi) - ^(P2) < ^(p) + si ^ 社 1. 

我们注意到由于最简单的图形的边界有零测度，所以/4巧） = M 丑). 

取得 <LdPcff- 因此 ti(dP) = o. 必要性获证. 

充分性已 知道的是图形 P 的边界9 尸 有零测度.要证的是图形 F 是若尔当 
可测的 T 即成立等式， ( p ) 为此需要下述引理，此引理自身也是有用的. 
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引理 1 (平面上线段的连 通性） 设在平面上给定线段 Z 以応和烏为端点，且 
给定一个集合 M . 若皋€ M , A 2 iM , 则存在点 A 0 € f 使得洳 e dM . 


我们来证明这个引理 • 对于每点 心1, 考虑函数 p ( a ) 7 其值等于从点 a 到点山 
的 距离. 显然，对于任何点 a e f 皆成立不等式 p ㈤ 《帅设 B dflM . 那么集合 
B 不空，因为 A 既属于 Z 又属于 M . 设押= sup /?(«), 考虑在 f 上与4距离内的 

a^B 

点•在 Z 上，任何与4距离 p { a ) > po 的点仏皆不属于从而不属于 M . 因 
此，邱不可能是集合 M 的内点.另一方面，在线段 f 上点 a 0 的任何邻域内，都存在 
属于 S c ikT 的点*因此 ，点邮 不是集合 M 的外点*所以吻 e 0 M . 引理获证. 

于是> 设 ^( dP ) = 0. 这 表明， 对于任意的^>0,存在开的最简单的 图形朽 使得 
C 尸 3 且 fi { F ^) < e . 边界0 巧 由有限条平行于坐标轴的线段组成.把图形 P 和巧 
一 并包含在一个其边与坐掠轴平行的正方彤 K 之中，接着，把边界 S 巧上的线段凡 
平行于 Ox 轴的,都延长到与正方形欠的边界相交为止.于是正方形 ii ： 以及 图形巧 
都被分成一些单独的标准矩形，设选些标准矩形是 hy 'Kn (把它们中的每个都看 
作是没有边界的).那么 矩形心 或者整个含在 P 3 中，或者心 p | P 3 = = 1,…， m . 

我们来证明， 如果心 不是朽的于集，面又与图形 P 至少有一个公共点，则 
h s CP . 实际上，如果在这个矩形中 A € P , x 2 ^ P , 那么联结这两点的线段 f (它整 
个属于矩形 ft s ) 上，某些点属于 P 而某些点不属于 P . 根据引理，线段/含有点 
xo € dP , 于是点邶 e h s , x 0 e 9 P c P 3 , 而这表明 h C 朽，这与矩形心不是巧的 
子集这个条件相矛盾. 

于是， 若 h s C ) P 弄％ 则矩形心整个包含在 P 中，把所有这样的矩形心并在 
—起作成幵，显然巧 C R 

我们还要考察最简单的图形 A = 我们来证明 P c 朽.实际上，图形 

P 与任何图形一样，是由它的内点，这些内点构成集合 P \ dP , 以及边界点的全体所 
成的集 SP 的某个子集 rcSP 合成的，所以只消证明3尸 cPi , P \ aPcPi . 

包含关系 sp C 巧从 C 朽 c Pi 推出.而集 p 的任何内点 X ,根据前边所做 
之事，都 U 或属于尸 3; 2) 或属于某开矩 形心； 3) 或属于某开矩形的边界所^在第 
一种情形 xgPs ^ Pi , 从而 ; T e Pi ; 在第二种情形 xeh a , x ^ P y 而这表明 h s cP 2 
(根据集合幵的构造特 征)， 于是 z e 坞 c 巧 c 巧；在第5种情形 ，集 P 的内点 x 
属于开矩形心的边界.而此点的某 e 邻域全由集 P 的点组成，从而其中含有矩形 
h A 的点- 那么心 c 巧-由此抓 s c P 2 . 所以 xedh a cP 2 <z 由此 ， P d 

我们还有巧 D 巧/ 0，此外， P ls P 2 和朽都是最简单的图形，所以 

K p ^) = ^(^ 2 ) + M ( 尸 3) < /iC?2) + A 


结果 


/i(P 2 ) S fl*(P) < 〆( 尸） S fJr(P^) < /i(P 2 ) + 
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于是我们得到 

CK f^{P) - < KP^) +s- /i(P 2 )-^. 

而由于 e>0 是任意的，所以 

^( P ) = ^( P ), 

即图形 P 是若尔当可测的 . 4 


第十四讲 


§3. 若尔当测度的性质 

我们来验证对于平面上的可测图彤定义的非负函数/ x(P)， 具有那些最简单的图 
形所具有的单调性，关于平面运动的不变性，以及加性， 

首先我们钲明，可测图形的集合关于集合论的运算：集合的并、交、差，是封闭 
的. 換言之，若图形巧 和巧 皆 可测， 则图形皆若尔当可测 ■ 
先证明两个集合的并的可测性.根据集合若尔当可测的准则，只需诬明 ti ( d ( p , 
UP^))=o. 我们证明 

d(p 1 {jp 2 )cdp l [jdp 2 . 

任取 z e d ( p 1 \ jp 2 ). 假设 dPi ， x 拿 dP 2 . 那么点: r 或是巧 的内点， 或是巧 
的内点，或者既是朽的外点又是 p 2 的外点.由此推出，点^相对于集合巧 |JP 2 而 
言， 或是内点，或是外点> 面这与点$属于集合 PxUP 2 的边界相矛盾， 因此， 两集合 
之并的边界是这两个集合的边界之并的子集合. 

把可测集朽和幵放在一个标准正方彤夂之中，那么集合尺\朽和瓦\朽都 
是若尔当可测的，因为它们的边界包含在集合 if ，忾和朽的边界的并集之中.由 
此推出集合 

Pl \ P2, Plf]P2 = K\[(K\P 1 ) U(K \ P 2 )] 

都是可测集. 

现考察函数 m {P ) 的单调性.若朽 C 巧，则任何包含集合 P 2 的最简单图艰也 
都包含 A， 因此〆(巧 K m *( p 2 ). 但因图形巧和巧都可测，所以 

从 Pl ) = 〆(忾 K ，(巧）= ^(P 2 ) - 
这表明，函数 M (P) 是单调的. 
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若尔当测度的平移不变性从最简单图形在平移之下面积不变，从而在平移之下 
量和 ^( P ) 不变送一事实推出- 

进而 T 根据沙勒 ( Chutes ) 定理，平面的任何运动都归结为对称，平移，以及绕一 
固定点的旋转.所以，为了完成若尔当测度关于平面运动的不变性的证明，只需证明 
它关于平面绕一定点旋转的不变性.我们觉察到，在平面的旋转之下，最简单的图形 
的面积不变，然而它已不再是最简单的图形了. 

于是，设给定若尔当可测图形尸.那么存在最简单的图形尸 2 使得 A CPC 
P 2 ，且 

m ( Pi ) < ^( P ) < KPi ) + ^ M 巧） — s < ti { P ) < fi { P 2 )： 


而尸 i 和巧皆可表示成有限个标准矩形的并集，在平面绕某不动点的旋转之下，图 
形尺 A 和 p 2 分别变成可测图形和 q 25 且 a c q c g 2 . 显然，只消证明, 
如果标准矩形在旋转之下变成了矩形 n ， 那么可将它含在一个开的最简单的图形 
中且让它包含一个闭的最简单图形 n 2 , 使得 n 2 c n c ni 且差 Kno - / x ( n 2 ) 可以 
做得任意小.为此我们把矩形 n 框在一个矩形 n Q 中， no 的边分别与 n 平行且相 
距甚小.然后在 no 内作最简单的图形，使之包含 il 它就是要找的 rh . 类似地构作 
图形 n 2 . 

现证若尔当测度的加性.我们首先看到，对于最简单的图形成立不等式 

其次，设图形 巧和幵 是若尔当可测的且设 P ^ PiU ^^ iO ^ = 0 -那么，根据 
集合的可测准则 5 图形尸是可测的，因为两个集合的并集的边界包含在它们的边界 

的并集之中.我们来证明成立等式 


K p ) = K p i )+^( p ^ 


根据图形 A 和 P 2 


的可测性，对于任意的£>0,存在最简单的图形❽和 Q2 . R1 和 


H 2 y 使得 Ql C Pi C ^2? iil C 尸2 c 丑2且 


^ + ™ ^ M (尸 1 ) < 只 ( Qs )， 

fJ~{Ri) ^ < M ( 丑 1} + $ ， M ( 开 2) — ^ < / 1 ( 巧 ） S ^(^2)- 

此外，对于满足条件 0 的最简单图形 Qi 和 A ， 我们有= 

+ 且同样，< MQ2 ) + M ^2)^ 因此，考虑到集合论的包含 

关系 

( QilJ ^ i ) C (巧 U 丹 ）= p c ( Q 2 U 办)， 

我们得到 

MQi) + ^(Ri) = fi{P) ^ ^{Q 2 [jR2) 

< 1 x(^ 2 ) + M (只 2) < At(Ql) + p(iil) + 46- 
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同样显然有 

KQi) + m(JJi) < K^i) + /< 巧 ）< m(Qi) + m(^i) + 2e - 

由此求得 

而根据5 > 0的选取的任意性，有 

MP ) = 0(巧）+ /4巧). 

这就证明了若尔当测度的加性. 

§4. 可求长曲线的可测性 

我们将证明> 如果 i : 是可求长曲线，那么它的平面若尔当测度等于零 . 这表明， 
根据图形的若尔当可测准则，被可求长曲线界定的图形是可 测的， 

关于可求长曲线的下述引理以后有用. 

引理2设曲线 i 由方程 a = yy ( t) t y = e K 6] 给定 s 且是可求长曲线, 

那么此曲线对应于闭区间 [ a } t ] 的那一段的长度 s ( t) y 其中 f € [ a , b ], 是参教 * 的连续 

的单调增的函数. 

^ 函数的增性从曲线长度的加性推出.实 际上， 当 G G 时有彬 2 ) = 5( ti ) + 
如，其中卽是曲线上位于点山=和 A 2 = (^ 3 ),^(*2))之间的那段曲 
线的长度，它是正的，因此 S { t 2 ) > sitt ). 

我们来证明函数 #) 没有间 断点.其实， 假设在点处函数冲）间断.那么裉 
据吨）的单调性，点知是第二类间断点，函数在此点处有跳跃 h > 0 . 这表明，对于 
任何含有此点沁的闭区间 [ t u t 2 l 对应于此闭区间 [ tut 2 ] 的曲线的长度都超过 ft . 

还有， 由于所给的曲线 i 是可求长的，所以对于任意的 f > 0,存在内接折线 
I 使得0在 s ( L ) - s { l ) < e . 这条折线生成闭区间 [ a . b ] 的一个非标码分法 T :a = 
亡0 < *. ■ < t n = 6,且每点 A = 对应于折线^的某个结节.显然对于任 

意的预先给定的正数 <5,可以认为 At < 5. 很清楚，折线的具脚标 fc 的一节的长度 G 
满足条件 

Ifc (■ 汉(亡 fc ) — i ). 

设点如 属于某开区间 ( t k ^ u t k ^). 根据函数 p ⑷和4⑷在闭区间 [ a } b ] 上的一致 
连续性，存在正数5,使得对于一切满足# - < 6的 if ' t ' 成立不等式 

| 冰 ) 一 ，)|<^ 刚 - ， )1 〈鲁 . 
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因此有 

^ = V o(o — ^( f/, )) 2 + c^(*o - ^(^)) 2 < j. ^+i < \- 

由此，根据曲线可求任的条件，我们得到 

/i 2 /i 

豆 = h —丁 < s ( ffc + i ) — s ( tjt ) ^ (^k + h + i ) S s 、 L ) 一 各 ( l ) < e ， 

此不等式对于任何 e > 0 成立，但对于 £ = ^ >0它是矛盾的.所以，关于函数 s ⑷ 
的间断性的假定不成立 ， 4 

定理2设 i 是可求长曲线.那么它有平面若尔当测度零. 

► 把曲线 L 划分成 n 段,使每段的长度都是《 = $1 这是办得到的，因为函数 

s ( t ) 是单调的且连续的.那么曲线 L 上的第 fc 段完全^在一个边平行于坐标轴且任 
度为 2 a 的并以曲线 L 的第 fc 个分点为中心的正方形之中 ， fc = i ，- 所有的这 
些正方形的并集构成一个最简单的图形 P ， 它整个覆盖了 A 而且 

4 

KP )„(2 a )^4 n(^) a =m 

令打 — oo 得 〆 = 0,从而 ^( L ) = 0. < 

推论设图形 P 的边界是可求长曲线*那么尸是若尔当可测的 ■ 

► 根据可测准则及上述定理> 得到图形 P 的可测性4 

§5. 函数的黎曼可积性与它所成的曲边梯形的若尔当可测性之间的关系 

我们来考察由曲线 J / = /(^),y = 0, a ： = a,x = b 界定的曲边梯形 P . 函数黎曼 
可积的下述准则成立. 

定理 3 设函数 /( x ) 在闭区间 b ，&] 上有界且 非负. 那么；为使函教 f ( x ) 黎曼 
可积，必要且充分的条件是对应于曲线 J ； 二/(岣的曲边梯形 P 是若尔当可测的. 

^ 必要性已知函数 f ( x ) 黎曼可积.那么根据可积准则，对于任意的6 > O t 存在 
闭区间^ &] 的分法 T , 使得 S { T )- s { T ) < e ， 其中 S ( T )，< T ) 分别是对应于分法了 

的达布上和和达布下和. 

对应于达布上和的闭的最简单图形只包含了整个曲边梯形 P ， 而对应于迖布 
下和的闭的最简单图形朽容纳在曲边梯形 P 当中.即成立集合论的包含 关系巧 C 
PC Pi - 对应于此关系式有不等式 


s{T) = }i{P 2 ) < ^(P) ^ ^ {P) < m (^ i ) = S{TY 
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由于成立不等式 S { T )~ S ( T )^ fl { Py ) - tl ( P 2 ) < S , 所以 fl ^ P ) - ^{ P ) < ^.由 
此，根据数 e > 0的取法的任意性，推出 ^(P) = ^{ P ) y 即曲边梯形 P 是若尔当可 
测的.必要性证毕. 

充分性根据可积准则，曲边梯形 P 的边界有若尔当测度零.结果，它的一 
部分： 由= f ( x),a 给出的曲线 L 有平面若尔当测度零.因此，对于任意 

的 e > 0. 存在最简单图形兑使得 I C 把构成 Q 的标准矩形的竖直边 

向下延长至与 Or 轴相交 . 这样交点给出了闭区间 M] 的一个分法 Z 用代表 
位于 Q 之下在^/ > 0的范围内的最简单图形，而用 Q 2 代表图形 QUQi ^ 那么 

Qi c P c Q 2 , 順 2 ) 〜^ "(Q) < & 

我们发现，图形仏对应于达布下和,而图形 对应于达布上和-结果， S { T )-^ s ( T ) < 

s . 从而 


ini(S(T)^s(T))^0, 

它表明，根据可积准则，函数 f ( x ) 是可积的 . 4 

例 1. 在证明上述定理的第一部分时所作的论述表明曲边梯形 

P \ y = f(x) ^ 0 , y = 0 y x = a 7 x = b 


的面积等于 b 

^ / f(x)dx, 

J a 

2, 由极坐标方程 r = 给出边界的曲边扇形 P 的面积由下面 

的公式 确定： 0 

此公式之证明依仗于若尔当测度的单调性.把闭区间 [^0\ 分成 n 等分，分点 
为 a = (po < <pl < • • • < Pn 二 曲线 r = f { ip ) 用点 Akifk ，^ pk、、 r k = 划分成 
了 n 段,而扇形相应地划分成了 n 个扇形托.设 


fk = min ，伽) ’ 


-Ffe = 







那么第 & 个曲边扇形包含着半径为 a 的圆扇形且包含于半 径为巧 的圆扇 形中. 使 
用圆扇形的面积公式以及面积的单调性 > 有 


由此得到 n n 

fc —1 
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和〜和&是积分 



的达布下和与上和.由于函数/ ㈣ 连续， / 2 M 亦连续从而可积，故当 n — oo 时有 
〜 — — 由此得到 fi { P ) - /. 结论获得证实 - 

类似地也可以计算各种图形的体积，把依赖于某参数 n 的最简单图形包含在所 
考虑的图形中，亦把同样依赖于 n 的最简单图形包住所考虑的 图形. 算出这些最简 
单的图形的体积，然后令 n 趋于无穷，使这两类量趋于同一极限，即待求的体积.阿 
基米德就已用类似的方法来求面积和体积.也就是说，我们使用了属于阿基米德的 
穷竭法. 

于是，若尔当可测的概念在很大程度上可以决定怎样一类图形 P 在平面上和在 
全间中具有面积或体积 〆 P ). 不过,可以容易地引人非若尔当可测的平面集合尸的 
例于. 例如， 我们考察闭区间 [0,1] 上的狄利克雷函数 xb ): 

,, Jl , 若 x 是有醜 
x{x) — i 0,若 I 是无理数. 

设 P 是对应于这个函数的曲边梯形，即对于一切 I e [0, i] t 由条件0 s < xO ) 确 
定的平面 xOy 上的点 ( x t y ) 的集合 ■ 

显然,任何包含尸的简单图形都必须包含单位正方形，因此尸的上测度 〆 (尸）= 
1. 但同时，包含在 P 中的简单图形显然只能由有限条线段组成，因此它们只能有零 
面积.所以图形 P 的下测度等 于零. 这表明图形 P 不是若尔当可 测的. 根据下面的 

理由，正确的思考表明，赋予图形尸以测度零是更为理智的. 

如所周知，闭区间上的有理点可以编上号码，因此，图形 P 实由可数^线段组 
成.任取 f > 0,用面积为 | 的标准矩形盖住第一条线段，用面 积为秦 的标准矩形 

盖住第二条线段，依此类推，那么整个图形 P 就被可数多个标准矩形所覆盖，而这些 
标准矩形的总面积①不超过量 


由于图形 P 被总面积不超过 e 的无穷可数多个矩形所稷盖，所以自然地认为图 
形尸的面积也不趄过6,而这只有当 P 的面积等于零时才可能倣到 - 

用这种方式，现在可以甚至定义非若尔当可测的图形的 面积. 沿着这一思路发 
展，就导致勒贝格测度的概念，勒贝格测度的概念可以建立在任何确定维数的空间 

中，其中也包括直线 R 在内. 


①这个“总面积”在黎曼积分（或若尔当测度）理论中是无定义的，这正是问题的 要害. 由此可 
说黎曼积分（或若尔当测度）的本质缺陷是不承认 V 可 加性” （或无穷可数可加性）——译者注, 


第十二章勒贝格测度论与勒贝格积分论 

初步.斯蒂尔切斯积分 


第十五讲 


§1. 勒贝格测度的定义和性质 


我们考察平面勒贝格测度的情形 ■ 

定义1设有界的平面图形 P 被有限个或可数个标准开矩形 k 所覆盖 T n - 
1,2，..、这些矩形的集合孖={、}叫作平面集合（或图形）尸的覆盖■量 

— lim ^ ( [ J ) 

•n- ■_ rv~k 1 、 r r 


叫作覆盖孖的測度.把开的最简单图形① H 叫作最简单 集合. 
我们看到，量 PH 总是非负的- 


定义2数 pt *( P ) = 叫作图形 P 的勒贝格上测度®，其中皆取遍覆盖 


P 的一切可能的最简单集合 if . 


①这种说法似不妥,应把好前的 [ 最简单图形” 一 语去掉 
® 通用的说法是外测度——译者注 - 


译者注 
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显然有0 S ^{ P ) < OO y 因为根据图形 P 的有界性 5 存在以 i 为边长的标准正 
方形 ic 使 P c 由此 ^( P )^ l 2 . 

定义3设 = \ P ，其中 iC 是覆盖 P 的标准正方形.把数 

% 

叫作集合 P 的勒觅格下测度①. 

定义4平面集合 P 叫作是勒贝格可測的，如果 

〆 (？) = = K p )> 

而数叫作乎面勒贝格测度， 

我们来证明集合勒贝格可测的下述准则. 

定理1设 d 是有界集，为使集 A 是勒贝格可测的，必要且充分的条件是，对 
于任意的0 0,存在最简单的集合丑= B ㈣ 使得成立 

fi *( AAB ) < 


这表明，任一勒贝格可测集可被最简单集合近似到任意的精确度 - 
► 必要性根据集4的有界性，存在标准正方形 iC 覆盖 A 即 A C 给定的是 
集合4可测，即 ^( A ) = 〜 ㈤ ，亦即 M •⑷+ ^( K \ A )^ f^{Ky 

由勒贝格上测度的#义推出，对于任意的^ > 0,存在开标准矩形序列 { C 7 n }, 它 
覆盖 A ，即 A C C 7 = U c n , 并且 

Tl=l 


n— L 

类似地,存在标准矩形序列 { D n }, 使得 


iC\^lc U D n = D t ，(冗 + f 


我们指出，集合 C 和 Z ) 组成正方形 Jf 的覆盖.由于级数 E ^(^) 收敛，所以存在 


号码 = 使得 E ^ n ) 

n=fc+l 


< 


6 

2 


置 


k 


B - U C ni P= U G ， Q 




B 


ti = fe-hl 


门 (54 


«通常叫作内测度一-译者注. 
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我们发现，集合 S 和 P 构成集合 A 的覆盖，即 S U 戶3 A 从而集合 P 包含 A \凡 
同样有，集合 Q 包含 B\A 其实 

Q = Bf ] D ^ Bp |( JC \ A ) ^ B \ A . 

于是 

P\jQ { A \ B )\ J ( B \ A ) AAB . 

我们从上方估计量 f ^( P \ JQ ). 由于对于任何两个最简单集合 F 和 G 都成立 

等式 

/i(^ U G ) = + MG)- 

我们得到 

^ C )+ fi ( D )^ fi ( C \ jD ) 

< f ⑷ + I + M W ) + I - MK ) i ■① 

结果，对于任意的 e > 0, 找得到最简单的集合 B ^ B { e ) 使得 

充分性设成立着条件:对于任意的 e > 0,存在最简单的集合 ® 
得 ^( AAB ) <聲.由于 B \ = 0 ，4 n( B \ 乂）= 0，所以成立不等式 

A 

/i ⑻十 ft*(A \ B )> m *( A ), ^( A )+ \ A )> tx ( B ). 


由此，根据条件 A\BC A ^ B , B\AG 得 

〆 ⑷一 f i ( B ) ^{ AAB ) < 

f ^( B )- < f(B \ AK f ,*( AAB ) < 

从而 |f(A) —〆 S)| <f/2. 

接下来，由于集合 A 是有 界的， 故存在标准正方形仏使得夂] A 且 JC 〕 S. 

显然 

{ K \ A ) A { K \ B ) = AAB . 

因此，如前一样， 

使用等式 KB ) + t^(K \ B ) = KJO, 得 


\^( A ) + } i *( K \ A )- fi ( K )\ < \^( A ) - fi ( B )\ + \^(K \ 3) - ^( K \ B )\< e . 

①此式有误，实际上 P\JQ^{C\B) f]D)d{C\B)\J{Cf\D) —— 译 者注 . 
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根据数 S > 0的任意性，得 

+ ^(K - A )- fi ( K ) ^ 0, 

即 ^{ A ) = pt { K ) ~^{ K \ A )^ ^( A ). 这表示集 A 可测 ■ 4 

根据已证的准则^显然有，对于任意的可测集 A 和艮它们的并、交、差以及对 
称差都是可测集.而且还有，如果两可测集 A 和 B 不相交，则 

我们不再过细地研究勒贝格可测集的性质，不过要指出，此事并不比研究若尔当 
可测集的性质复杂多少.但是 T 勒贝格测度却具有比若尔当测度本质上的优越之处， 
因为除了关于平面运动的不变性及单调性之外，它取代若尔当测度所具有的有限可 

加性而具有 可数可加性- 

定理2设 Ah .. ，■■是一列两两不交的勒贝格可测集.设它们的并集 
A = U Zn 是有界集*那么集合 A 是勒贝格可测的，且 

n=l 

QQ 

fj ,( A ) = lim ( fiiAx ) + … + ^( A n )) = V ' ^{ A n ). 

n —kxi ‘ ― ■ 

n=l 

► 由于集 A 有养， 故存在标准正 方形尺 包含人据此以及有限可加性，对于任意 
的固定的数有关系式 

y '^( A n )=" fu-l 


由此推出，级数£ 收敛，因此 T 对于任意的 f > 0存在 feo =知⑷使得对于 

n=l 

任意的数 A 成立不等式£ ^( A „) < e / 2 , 

固定某个比 fc 0 大的数欸那么集合 C - E 是可测集 . 结果，根据可测准则 

n=l 

(定理 1) ，存在最简单的集合 B = S (0，使得 < s / 2 . 

下面的关系式明显 成立： 

AABc(C^B)[j IJ 

n=fc+l 


oo 




使用不等式 



gl + 勒贝格瀏度的定义和性质 
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得到 ^{ AAB )< e . 因此集合 A 可测. 于是集 Q = ^ A n 也都可测. 

接着，根据有限可加性， 

k 

M ⑷ = 5>(4) + /x ㈣- 

71=1 

此外，前面已证明 lim = 0^所以 

Ct —^ 0 O 

…) = f > (人) ■ < 

n=l 

上面所证的勒识格测度的可数可加性的重要推论是，可数多个可测集的交集是 
可测的 t 可数多个可测集的井集如果是有界的则也是可测的. 

特别地，由此得知 1 任何有界开集，作为不多于可数多个的开的标准矩形的井集， 
是可测集.那么，任何闭集，作为开集的余集也可测.结果，任意不多于可数多个的 
开集和闭集的井集和 交集， 都是勒贝格可测的. 

我们还要证明勒贝格测度的一条性质：连续性. 

定理3 设皋 A ，… 都是可测集：并设乂 = G 是有 界集. 此外设 

rt.=l 

Ai dA 2 C -^ cA n C -'. 那么 p ,( A ) ^ lim ^{ An ) 

n ― 

► 我们有 

A n = Ai [J(A 2 \ j4i) * - .[Jd ' 人 -】)’ ^ ~ U (LJ (乂 3 、土 - i)) ， 

同时，对于任意的成立关系式 

n^\ 儿 % (^\ ^-i) n(4 \ A ^i)=^ - 

根据测度的可数可加性，得 

DO 

lim ti ( A n ) = ^( Ai ) + fi { A s \ j 4 s - i )= 卩⑷* < 

n ^°° a ;2 

我们指出，井非平面上的任何集合都是勒贝格可测的，但是不可测的集合具有 
“径异的”形状. 

我们来回答这样一个问题,在不同维数的可测集概念之间有何种联系，替如说, 
如果有一个可测的平面图形面我们用平行于一个坐标轴的直线去与此圉形相交 } 
这时，交集是一个位于一条直线上的有界集.这样的线状有界集是不是勒贝格可测 
集，这个问题具有原则性的重要意义.这些交集，除了所在的直线与另一坐标轴的交 
点属于某个直线上的零测度集的那些以外，都是可测的. 
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一般而言，如果某个条件对于集合 M CR 的除去一个测度为零的集 AT 外的 
所有的点都成立，则说此条件对于集合 M 的几乎所有的点都成立. 几乎所有的 ，在 
勒贝格测度的意义下，指的是某个性质在整个集合上除去一个测度为零的集合外的 
每点处都成立. 

现在来考察直线勒贝格测度，即在数轴 R 上的有界集的测度,显然，可数集具有 
测度零.可能会问，是否存在测度为零的不可数集？是的，例如康托尔完全集 M 就 
是这样的集合.康托尔完全集是闭区间[0，1〗的一个速样的子集，它由写成三进制小 
数时，用不着数字1的那 些数. 例如，数0,2;0*200202;0.222…=1等等组成. 

显然,集合 M 具有连续统的势，同时它可以这样 得到： 把闭区间 [0,1] 分成三等 
分并除去中间的开 K 间 Q ， 養)，然后对第一次划分后剩下的两个闭 K 间重复这一步 
骤，依此类推 T 

设拘 是原始的闭区间[0, 1], 是在第一步之后剩下的那个集合，£ 2 是第二步 
之后剩下的集合，依此类推. ^ 

显然 Eq D Si D …： D E n 3 …且集合 M 等于门 那么， 对于任意的 
关于集合 M 的上测度成立估计式 ^( M ) < 然有 

M (五 n ) = ( 云） = (云）~当 ^ oo - 
所以集的测度等于零. 

在结束对勒贝格测度理论的基础的考察时，我们指出，定理1使得可以给勒贝 
格积分以另一个定义，它不需引人下测度的概念，并且把可测集的类扩大到无界集. 


第十六讲 


§2. 勒贝格积分 


直线上的勒贝格测度的概念使得可借助于引人勒贝格积分的概念而扩大可积函 


数的类.为说清楚这件事，先引人可测函数的概念. 


定义5 给定在 闭区间 [ a , b ] 上的函数 f { x ) 叫作是在此区间上可测的，如果对 
于任何 ye R ， 使得 f { x ) < y 的点 xe [ a , 6] 的集合五都是区间 [ a , b ] 上的依直线上 
的勒贝格测度的意义可测的集合， 


从上节中已证明的勒贝格测度的性质可知，代替 集合尽 分别使关系式/⑻^ 
y ， f ㈤ = y } z < f ( x ) < y 成立的点 a : e [ a , 5] 的集合都是可测的. 


S 3 . 勒贝格积分 
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特别地 s 任何在闭区间 [ a ， b ] 上连续的函数 f(x) 都是可测的，因为集合4 = 
{x^ ㈨ 叫/ ㈤ > W 是闭集，而任何闭集都是可测集. 

作为在闭区间 [ aj 上可測的函数 /( x ) 的第二个例子我们来考察其间断点 
的全体是一个勒贝格测度为零的集合的有界函数.根据勒贝格准则，这个函数是黎 
曼可积的.我们来证明，这个函数是可测的. 

任取数 yea . 只要证明集合/| f{x) > y] 是可测的. 集合& 的极限 
点 x 0 可能有 两种： 函数 f{x) 的连续点以及它的间断点，如果这样的点邮是连续 
点，那么它必属于 v 实际上，由于吻是集合&的极限点，所以存在一列点 h e ly 
使得 


iim x n = xo, f(x n ) > y. 

n—*oo 

由此，根据 f(x) 在点邱处的连续性，得 

V ^ lim f(x n ) = /( lim ^n) = /( 吻）， 
n—^-oo n—^cx> 


即点抑属于 4. 

而若集 Jy 的极限点吻不属于八，则它必是函数/(^)的间断点用 f 表示一切 
途样的点吻的集合.集 F 作为一个勒贝格測度为零的集合的子集，有测度零. 

由于集合 A = I y \JF 是闭集，所以是可测集.结果集合4作为一个可测集与 
—个零测度集的差，是可测集.这就确立了间断点的全体是勒识格零测度集的函数 
的可测性. 

下面我们来考察在闭区间 [ a ，6] 上有界且可测的函数/ ㈤ ，那么，对于某 M >0, 
对于一切 z e [ a ,6] 成立不等式|/(邱 < 见把坐标轴上的闭区间划分成 
n 等分 .■一 M =如< j/i <… < 如=满足条件< /($) <办+1的点$的集合 
记作 s = 0, …， n - 1. 我们见到，集合艮是可测的.令〜= M 巧)- 

定义6代数和= vV . y , 叫作勒贝格积分和- 

可以证明，7欠远存在极限/ = 这个极限叫作函数/⑷沿着闭区间 [〜&] 

的勒贝格积分，并记作 （ L ) / a b /( x )^ T ° 由于对于任何一个黎曼可积的函数，间断点的 
集合都有测度零（勒贝格准则)，故由上所证，知其勒贝格可测*此外，此函数之勒贝 
格积分等于其黎曼积分.实际上 ，设 ： r : a = 邶 < 以 < … < 〜=是闭区间 [ a ， b ] 
的一个任意的分法 ， Ai = [xi^uXi],Axi = inf = sup / ⑷- 

那么对于勒贝格积分成立不等式 

miAa：i ^ (L) I f(x)dx < MiAxi. 

Jxi-1 

因此,根据勒贝格积分的可加性，对于达布上和与达布下和，得到不等式 

s ( T ) ^ ( L ) [ b f{x)dx^S{T). 
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由此，当分法 T 的直径趋于零时过渡到极限，得 

这样我们就证明了勒贝格积分等于黎曼 积分， 如果后者存在的话.我们看到，由于这 
个缘故，対于勒贝格积分使用与黎曼积分同样的记号. 

我们现在转向研究在闭区间 | a ，&] 上的无界可测函数，先考虑非负函数/(0；)的 
情形，对于任意的实数 y ， 如下定义函数 fy ( x ) : 


九⑷= 


f /㈤ ，若 /(^} ^ Vy 

\获，若/⑻> } 


此函数可测.那么，称极限 



为函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ，6] 上的积分.若此极限是有限的> 则函数/⑷叫作是可和 
的.显然，可和的函数仅可以在一个勒贝格测度为零的集合上变为无穷. 

现设函数 f { x ) 取任意符号的值.那么我们定义函数 


/ 十⑷ = max(/(x) ， 0 )， f -{ x ) = max(-/(a:),0). 

我们说一个函数/⑷是可 和的， 指的是两函数/+⑷和 ㈤ 皆可和，此时函数 
f ( X ) 的积分定义为函数 f +{ x ) 的积分与函数 f -( x ) 的积分的差. 

我们指出，在闭 K 间 [ a ，&] 上的有界函数的情形，可和函数的概念与可测函数的 

概念重合.从可和函数的定义直接推出： 

1) 函数|/( 冲同 /( x ) —道可和，而且被积函数/ ㈤ 的积分的绝对值不超过此 
函数的绝对值的 积分； 


2) 若 /( x ) 可测而|/(^)| 可和， 则函数 f { x ) 可和； 

3) 若/⑷可测且其绝对值不超过可和函数 g { x ), 则函数 f ( x ) 可和； 

4) 若/⑷可和且 S ⑷是有界可测函数，则它们的乘积是可和函数 ■ 

5} 若 f ( x ) 是可和函数而仅在一个测度为零的集合上与它不同，那么函数 


你 可和，且这两个函数的积分彼此相等- 


那些关于黎曼积分的性质都成立 


且还有一条重要的 性质： 勒贝格 积分的 可数可加性. 此性质可叙述 如下: 


设在闭区间上给定了可数个单位分解，即可数个可测函数 9 n { x ). 9 n { x ) 总 
共只取0和1两个值，而且对于任何 x e K &], 有且仅有一个函数 9 n (^) 异于零.那 
么对于任何在闭区间 [a j 上可和的函数/卜)，有 
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此性质亦可用另一方式来表述.设闭区间 [ tx ，6] 被划分成互不相交的一族可測 
集私.那么函数 f ( x ) 沿着集合恿的积分存在而且成立等式 



b 


f ( x)dx 


a 



f { oc)dx 


沿着集合私的积分可写成 这样: 



f ( x)dx 



b 


f ( x ) g n { x ) dx y 


a 


其中 9 n ( x ) 是集合的特征函数，即 


9 n (^) 




若 x 6 £?„， 
若 x 系 E n , 


作为结束语我们指出，在勒贝格积分的情形，与黎曼积分相比较，积分号下的极 
限过程被大大简化了.我们给出这个断语的精确叙述. 

定理4 (勒贝格定理）设在闭区间 [ a , b ] 上可测函数 U { x ) 的序列收敛到函数 
f ( x ), 并设对于某个可和的函数 Or ) 在闭区间 [ a , 6] 上成立不等式|/„(^)| <<：!：). 那 
么极限函数 f ( x ) 可和且成立等式 


lim 



b 


f n (x)dx 


a 



b 


f ( x)dx 


a 


► 


根据定理的条件，函数 fn ( x ) 的绝对值不超过可和函数 g ( x ), n ^ l . 因此,极限 
函数/ ㈤ 的绝对值也不超过 g { xY 而这就表明，/化）是可和函数 ■ 

应当证明的是 Jim = O f 其中 g n { x ) = f { x ) - f n { x ). 任给 e > 0 -对 

于每个 n ^ 1,定义集合 An 由使得 | pn (^)| 為 € 1 = 3(6 _ a ) 的点$组成，那么根据 
上面提到的勒贝格测度的可数可加性，成立等式 = 0. 不然的话将会找出 
点％使得对于无穷多个 n 值, 成立不等式 \ g n ( x )\ 而这与 

lim g n { x ) = 0 


相矛盾，把积分 J = J ^9 n ( x ) dx 表示成 


Jl + ^2 


其中 A = h\ An = / Afi g n ( x)dxj = [a,b\ 

根据中 值是理 ，有 


|^i| ^ ei(6 — a) 


3 
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而对于积分成立估计式 


设 B 


J2 \ < / |^ n (^)| d ^ <2 g { x ) dx . 

{ a ; e 那么根据积分 ^ g { x ) dx 的收敛性，有 


lim 



夕⑷如 = 0 . 


因此，存在 wq e N ， 使得財 于一切 m > mo 成立不等式 



g ( x)dx 


e 

< 3- 


往下，我们把积分金写成 * = h + * 2 ,其中 


— 



g ( x ) dx 、 0 2 



V & 


g ( x)dx 


根据中值定理 f 有 

1^2 1 ^ w^(j4 n \ _B m ) € 爪 M(A n )■ 

由于集合的测度当 n — oo 时趋于零，対于任意固定的 m > m 0 , 可以指出 
n 0 e N , 使得对于一切 n > n 0 成立不等式 


1^2 1 ^ rn^(A n ) < 

因此,对于任给的 e > 0 } 我们找到了 n G e N , 使得对于一切 n > n 0 成立不等式 

I g n ( x)dx < 6 , 

J a 

所以 lira ^ f ^ g n ( x)dx = 0. M 

義还要指出一个事实，对于有界的非负的函数，其勒贝格可积性等价于它的 
曲边梯形的勒贝格可测性. 


第十七讲 


§3. 斯蒂尔切斯积分 

黎曼积分概念还有一种推广，即斯蒂尔切斯积分. 它反映 了黎曼积分与勒贝格 
积分相比较的另一种特性.如果说> 勒贝格测度和勒贝格积分的引人是为了扩大可 
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测集的类和可积函数的类，那么斯蒂尔切斯积分的引人则是为了解决另外的问题.问 
题的本质 如下： 在一个固定的闭区间上，积分 

I = f f ( x)dx 

Jo. 

是一个数，它作成了与每个可积函数的对应.黎曼积分以此种方式给出了定义在全 
体在闭区间上可积的函数的集合 {/} 上的一个数值函数.我们缩小这个函数 
类而只考虑定义在闭区间上的连续函数.一切这样的函数的集合通常用符号 
C \ a y b ] 表示，并且对于每个函数/ e C [ a , b ] f 定义一个量11/11 = 叫作在 

空间 C [ a t b } 中函数 f ( x ) 的范数.设/ e C [ a t bl 那么，如我们已^^函数/在闭区 
间 b ,6 j 上黎曼可积 ，且 办 

Hf ) = f f { x ) dx . 

J a 

1( f ) 是一个线性的数值函数，即对于任意的6 C [ a , b ] 和任意的成立 
等式 

l(atf + 0 g )= al ( f ) + pi { g ). 

我们记得，定义在一个由函数为元素的集合上的数值函数，为避免混淆起见 ，叫 
作泛 函数. 此外，把每个函数/ £ C [ a t h ] 对应到数 /(/) 的泛函数/叫作线性泛函 

(数：!，如果下述性质成立： 

1°加性 

/(/i + /2) = /(/i)+/(/ 2 )> vj\ ， f 2 ecia，bl 

2°齐性 

I ( cf ) = cl ( f ), Vc e 3 R , V/E C [ a , b ]. 

3。有界 性:① 存在 M > 0 使得对于任意的 / € 6] 成立不等式|/(/)| < 

M 1 I / H - 这样的数 M 的最小值叫作线性泛函 I 的范数，并记作 imi 

于是，黎曼积分 /(/) 给出了空间 C [ a , b ] 上的一个线性泛函 * 借助于黎曼积分， 

在空间 C [ a , b ) 上可以构作许多其他的线性 泛函. 例如，对于任一固定的黎曼可积的 

函数 g ( x ), 在空间 6] 上可以给出线性泛函 

4 (/) = f f(^)g(^)dx. 

J a 

我们发现，如果函数 G ⑷使得对于任何 x € 都成立 G f (x) =咖)，则 /,(/) 可 
表示成如下 形状： 6 

/,(/) = [ 肺 G ⑷- 

J a 

® 在泛函分析的一般理 论中， 并不把有界性包括在线性泛函的定义中-一译者注- 
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为了积分理论的发展及其某些应用 f 例如对于概率论,对于变分法，对于理论力 
学等的应用，重要的是知识对这样的问题的 答案： 是否空间 b ) 上的任何一个线 
性泛函^(/)都可以表示成这样的形状，也就是说,是不是总能找到这样的函数扒岣 
使得 ^ 

中(1) 二 1 g ( f ) 二 f f { x ) g { x ) dx ^ f f { x ) dG ( x ). 

J a Ja 


容易明白，如果我们 H 限于通常的黎曼积分的话，答案是否定的，因为，例如泛函 
认 /( xo ) ,其中抑是闭区间 [ aM 的一个固定的点（特 别地抑 =就不能 
表示成这种形状.然而可以推广黎曼积分的概念而使得空间 C { a , b ] 上的任何线性泛 


函 Hf ) 都可以表示成 

<p(/) ^ f f{x)dG{x) 

J a 


的形状. 

黎曼积分概念沿所述方向的推广就导致斯蒂尔切斯积分概念的引人.为此需要 
定义一个新的函数类. 

定义7 函數 u { x ) 叫作是在闭区间 [ a y b ] 上有界变化的，或者说是有界变差的, 
如果存在实数 M > 0,使得对于任意的分法 


T : a = to < ti < …< t n = b 

成立不等式 

n 

v(f ； r )-^； \ u ( t s ) - w (t s _i)| < m. 

董 V ^( f )^ supV ( f ; T ) 叫作函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上的 全变化或者全变差. 

我们指 出在# 区间上有界变差的函数的下述性质 - 

1。两个有界变差函數的和是有界变差函数 * 

实际上，设= f ( x )+ g ( x ). 那么对于闭区间 [ a , b ] 的任意的分法: T 成立不 

等式 


v(h ； T)<y(/ ； r) + yu ； T). 


由此推出，函数 h { x ) 的全变差巧 ㈨ 不超过函数/ ㈣ 和 〆 or ) 的全变差之和. 

2。在闭区间 [ a , b ] 上的有界的单调函数是有界变差函数， 

我们仅考虑函数 f ( x ) 在闭区间卜&]上不减的情形.我们有 


3。设 *< c <& 且函数/(^)在闭区间 [ a ，&] 上有界变差.那么，成立等式 
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任取闭区间 [ a ， c ] 的分法7\和闭区间 [ C ，&] 的分法 T 25 并令 T = 7\ U 乃. 那么 
V ( f ； T ) = V { f ; Tr ) + V (/; T 2 ), 由于 

supV { f ] T 1 ) = V ^( f ), ^ u P V ( f ; T 2 )= V c b { f ), 

Ti T 2 

那么在前面的等式中关于分法和 r 2 取上确界，得 

KW 十 0(/)= S up V{f;T)^V^(f). 

T =^ TiUT 2 

现任取闭区间 [ a ，&] 的分法 T \ 并对其增添分点 c . 得到闭区间 ㈧ c ] 的分法乃 
和闭区间 h 6] 的分法 T 2 . 那么 

在这个不等 式中， 关于一切分法 T 取上确界就得到 

W(/K sup(K(/ ； T t } + v(/;r 2 )K V^(f) + v c b (fl 

T 

与前已证明的反方向的不等式一道，这就给出 

<(/) = W )+ #(/)■ 

4。每个在闭区间 [ a ,6] 上有界变差的函数都可以表示成两个有界的单调增函 
数的差. 

置冰 r ) = V ^{ f ). 那么函数在闭区间上不减且非负.又置 ^( x ) = 

ip ( x ) - /⑷ . 当 3：1 >勿时，有 

^)- ^( x 2 ) = V ^ - V ^ - f ( xx ) + f ( x 2 ) = - (/( A ) — f { x 2 ))^0, 


迭是因为 


n 






supV (/; T ) > sup 

T T 


- /( 知- 1 )) 


9 


1/( 怎 2) — 工 1)1. 


5°在闭区间[%&]上具有有限个局部最大扣局部最小的函数是有界变差函数. 
设闭区间1，…， n , 给出了函数/卜）在闭 E 间 [ aj ] 上的单调区 

段.那么 n 

V ^( f ) < d ) = lf ( x ff )^/( x ^ 1 ) j . 

a=l 

例求函数/ ㈤ = sin : i : 在 [0,2 tt ] 上的全变差. 
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把闭区间 [0,2 tt ] 划分成函数 sinx 的单调 K 段: 


0 


7T 

2- 


"tt 3it 

j，T 


■3 tt 


， 2tt 


.那 


么根据性质 5° 和性质3%有 


W ㈣ 


7T 


S1I1X, 


^ 0 ^ x ^ - 




0 . 龙 TT 

2 — 若 $ < t S 
4 + sin a :， ^ ~ < x ^,2iv 


设 f(x) 是闭区间 ㈧ 6] 上的连续函数，而 u(x) 是闭区间 [ a ，& j 上的有界变差函 

数，并设 V = {(J = to < *1 〈… < tn = ^ Cl > " ■ ^n} 是闭区间 [h &] 的一个标码分 
法且 T = T(V) 是对应于它的非标码分法，另外还设 


■ nj 

= ■ uffj ) — 1)， ( t ( V ) ~ = 〉: f 


那么 a(V) 叫作斯蒂尔切斯积分和.如果存在极限 


^^) = 7.(/), 


则函数 f(x) 叫作是在闭区间 [a,b] 上关于函数 u{x) 可积的，而量 I u (f ) 叫作函数 


f(x) 关于函数 u{x ) 的斯蒂尔切斯积分并记作 


l = Uf) 



f(x)du(x). 


此极限可看作是沿着基 B 的极限，基 B 由终端 b = bs 组成，如代表全体直径 

小于6的标码分法的集合，因此极限 j 是唯一的 ■ 

我们现在来证明使斯蒂尔切斯积分存在的一个充分条件. 

定理5 (可积的充分条件）设函数 u ( x ) 在闭区间 [ a ，&] 上有界变差.那么使斯 
蒂尔切斯积分 J^f{x)du(x) 存在的一个充分条件是，函数/卜）在 \^b) 上连续， 

^ 根据柯西准则，斯蒂尔切斯积分和的极限 lim 存在等价于成立柯西条件: 

Ay— ^0 

对于任何^ > 0都找得到数5 = 6( e ) > 0,使得对于任意的标码分法 K 和 c / 2t 只要 
满足条件< 5, Ac 7 2 <5> 就有不等式 W{Ur) - <r(U 2 )\ < ^ 成立- 

用 v 代表函数 <2：) 在闭区间 K &] 上的全 变差. 任给 e > 0 . 那么根据函数 
f(x) 的连续性，存在数5 =咖）> 0,使得对于任何 00!,X 2 , 只要 - 心| < 6就有 
1/(^!} - f{x 2 )\ <61 = 现在任取两个标码 分法？ ^和17 2 ,使其直径和 

皆小于 < J . 令7\ = T{ Ui ),T 2 = T{U 2 ) 是对应于它们的闭 E 间 [ a ，&] 的非标码分法 - 
分法: r 3 = TilJTs 是分法和乃的加细. 
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设! 7 3 是任意的满足条件： r 3 = T ( t / 3 ) 的标码分法.那么 


|a (叫 一 = 


1=1 i = l j=l 


n hi 

i=l J=1 


< 芭 


类似地有 KE / 2 )-< r ([/ 3 )| 〈叩. 因此 


I<^(f/l) — cr(f^2)| < | 戊 ("1) — 。(％)| + K"3) — 2)| < 2SiV = £- 

我们引入斯蒂尔切斯积分的基本性质. 

1。若函数可微，则成立等式 

6 广 b 

f { x ) du ( x ) = / f { x ) u f ( x ) dx 7 

a J a 



其中后一个积分理解作黎曼积分 
2° 线性性质： 




b fb pb 

(/i ㈤ + f2 (^)) du ( x ) = I fj { x ) du ( x ) + / /2(：r)ciw(x)， 
a J a J a 

b 产 

af ( x ) dn ( x ) = a j f ( x ) du ( x ) Va G E£* 

a Ja 


3° 可加性：对于 a < c < b 有 



b 


f ( x ) du { x ) 


a 



c 


f ( x ) du ( x ) 



a 



b 


f ( x ) du ( x ) 


C 


4° 分部积分法：若尸㈤和 u { x ) 皆黎曼可积，则 



b 


f ( x ) du ( x ) = f ( x ) n ( x ) 


a 


b 


a 



b 


f , ( x ) u ( x ) dx i 


a 


其中后一个积分理解作黎曼积分. 


5。若 u ( j :) 在闭区间 &&] 上单调增，且在此区间上 /($) >0㈤，则 



b 

f { x ) du ( x ) ^ / g ( x ) du ( x ). 


Ck 


a 


我们来看计算斯蒂尔切斯积分的例子+ 

例1.设 {4 是数 z 的分数部分，即 { x } = [: r ]， 其中 M = m e Z 是数$的 

整部， m^x<m + l. 求积分 Jo 3 xd{x} 的值. 


- 232 - 


第十二章勒贝格两度论与勒贝格积分论初步.斯蒂尔切斯积分 


我们有 



d {^} 



怎咖 + 1 • (—1) + 2. (― 1) + 3 . (-1) = -1.5. 


2•设 


u(x) 




sina ;， 若0 < 丨 < tt ， 

COS X, 7T < X < 2x 


0, 


若 


2丌■① 


计算积分 J xdu{x). 


我们有 





xd siux + 



2ir 


xd cos o : + (—1)2 tt = —2 — tt . 


最后，我们引人一个关于空间 Cla, &] 上的线性泛函的一般艰式的定理. 
定理6 1) 设函数 u ( x ) 在闭区间 K &] 上有界 变差. 那么斯蒂尔切斯积分 


1 ( f ) 



f(x)du(x) 


是空间 C[a, 6] 上的线性泛函 ■ 

2) 设 /(/) 是空间 C[a,b] 上的任意的一个线性 泛函. 那么存在一个在闭区间 
[a y b] 上有界变差的函數 u{x), 伯:得 /(/) 表示成如下形式： 


了⑺ 



f(x)du(x) 


► 


我们仅进行到给出此定理的证明的基本点为止 ■ 

1) /(/) 的加性和齐性从对应于闭区间 [A 6] 的标码分法 U 的斯蒂尔切斯积分和 


(U) 的线性性质推出.对于这个和及 r = T(U ) 成立不等式 


在此不等式中过渡到极限就得 



f(x)du( x )\ < \\f\\V^(u) 


这就证明了 /(/) 的有界性- 


①原文中没有定义 u ( 2 ^ 且结果是 f 


译者注 
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2) 设 /(/) 是空间 C [ a , b ] 上的线性 泛函. 此泛函可以延拓到阶梯函数空间上.设 
闭 K 间 [ a 7 (3] 包含在闭区间 [+6! 之中.那么令 


xd x ) ^ 


{ 0,若 $ = a , 戶 < x ^ b . 

1，若 a < x S j 3 - 


接着定义函数 1( x 0) = 此函数在闭区间 K &1 上有界变差. 

给定任意的 e > 0. 那么根据函数 f ( x ) 在闭区间上的一致连 续性， 存在数 
(5 = 6( e ) > 0,使得对于 一 切: ci , h 只要 1% - X 2\ < 5 就有不等式 |/( n ： i ) — /( a ：2)| < e 
成立+现取标码分法 U : {a = xo < xi < -- < x n = …， 心} , 使直径 Ay 

小于& 

考察函数 

n 

你）= + 他) ( Xxd ^) - Xw-i ⑷) ■ 

那么 

n 

咖) 二 / ⑸咖 1) + X ] /(匕)0(叫）-剋 Ofc - i ))- 

Jb =2 

而丑,根据函数的定义，我们得到，对于任意的 [ a , b ], 成立不等式 \ f { x ) ™ 
< 8 . 结果 

这表明，当~ — 0时，量/⑴是量的极限+然而的极限恰是斯蒂尔切 
斯积分 6 

f f ( x ) du ( x ). M 




第十三章 一般 拓扑学的某些概念.度量 

空间 


第十八讲 


§1. 空间的定义及基本性质 

在第十二章中曾谈到，借助于斯蒂尔切斯积分，可以表示定义在连续函数空间 
0[ a 3 6] 上的线性泛函.以空间 C [ a 7 b ] 为例，我们已知道了函数空间.可能 会问： 为什 
么在闭 g 间 [a j 上连续的函数的集合叫作空间？答案很简单，其实，“空间” 一语， 
本质上与术语^集合”是等价的.不同之处 在于， 空间这一术语极少以“单独的形式” 
使用，而是较常与其他术语组合起来，例如：拓扑 空间， 度量空间，线性空间，赋范空 
间等等.全部这些概念在整个数学中都起着重要作用，特别地在数学分析中也是如 
此.我们来了解其中的某些概念. 

下图中标出了数学中所研究的某些空间，其定义将在下面给出.图中的箭头的 
含义如下：箭头指向的空间是它“出发”的空间的特殊情形 ®. 


①所涉及人名的原文分别是；豪斯多夫一 Hausdorff , 巴拿赫一 Banach , 希尔伯特一 Hilbert , 欧 
几里得一 Euclid ——译者注， 
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■空间-^ 

拓扑空间 \ 线性空间（向 a 空间） 

I + 

豪斯多夫空间 线性拓扑空间 

I , + 

度置空间 一~~ — K 范空间 

完备的空间"*巴拿赫空间希尔伯特空间—欲几里得空间 

我们来定义图中所示的空间. 

设叉是某个集合， S - Ex 是由集合叉的某些子集组成的集合，即 S C Q ( X) t 

其中卬义）是 X 的全体子集所成的集合.设 E 具有下述 性质： 

1 ° X e es . 

2。 a ) 若 A e S，S € S ， 则 Af]B e E , 
b ) s 中任意多个元素的并集属于 R 

为了指明5：的元素是集合 X 的某些子集，说 s 是某个子 集族. 

定义 1每个满足条件1。和2°的子集族都叫作集合 X 上的拓扑 
定义2 集合对 （ X ， S ) 叫作拓扑空间 ■ 

常常简单地说义是拓扑空间，如果在 X 上给定了拓扑 s . 每个元素 a e s ， 即 
每个属于族 S 的子集 a C X ，叫作开集（依拓扑 s )_ 

任何子集乂 CX 使者，叫 作闭集 （依拓扑 S )- 
设 a : 是属于 X 的某点.若 aes 且: ceq 则称 cr 为点 z 的邻域 ， 即任何含有 

点 x 的开集都叫作点$的邻域点 I 的确定的邻域常用符号〜表示. 

定义 3 拓扑空间 7 1 = ( XS ) 叫作是豪斯多夫空间，如果此空间的任何两个不 
同的点 I 和 y 总有不相交的邻域〜和 g u , n = 

例我们来考察豪斯多夫空间 (®, S ) 的例子 ， 设集合 s 是实数轴狀上的一切 
结构如下的子集所成的集合：这些子集由有限个或可数个两两互不相交的开区间组 
成.那么空间 ( MjS ) 是豪斯多夫空间① ， 因为任意两个不同的点 Z 和 y 都可被不相 

交的开5邻域所包含 • 

研究各种各样的拓扑空间是点集拓扑学的课题 ■ 

定义 4 设给定了某集合 X 的笛卡儿乘积 X 2 = X x X ' 并设在集合叉 2 上定 
义了真有下述性质的函数 

1) 对子任意的 ( x u x 2 ) e X 2 有 p ( x l , x 2 )> 0 , 且当 -^2 时/ >(冗1，2) =0,而 
当 Xl #抑时 p { xt , X 2 ) > 0( 非负性)； 

①这里应 约定， 空集也被看作是? S 间 —— 译 者注. 
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2) 对于任意的 （ AJ /) GX 2 有 p ( x t y ) = 〆 ?/，)(对称 性)； 

3) 对于任意的 x ^ y^z € X 皆成立不等式< p ( x , z ) 4- p ( Ay ) (三角带不等 
式) ■① 

那么有序对（义,/>)或集合 X 本身叫作度量空间，而凾数 p 叫作此空间的度 
iA ^ y ) 叫作从点 o ; 到点 j / 的距离，户叫作距离函数. 

例1.设 X 是任意的不空的集合且 


ph ， y ) = 


J 0,若 a ： =没， 

1 1，若; T 台- 


那么 ( X iP ) 是距离空间. 

2. 设在实数集 R 上按公式 p ( x , y ) = |x - y \ 给定距离，那么 ( R l/? ) 是距离 空间. 
在同一个集合上可以按不同的方式给定距离.从而得到不同的距离空间.例如, 
在平面 R 3 上可以按下面的公式规定点$ = (^ i f x 2 ) 和 S = ( Vu y2 ) 间的距离： 

po(5,5) = max(|^i - yi\ : | 心 一 奶|)， 


也可以按公式 _ 

p ( x , y ) = (xi — yi ) 2 + ( x2 — y2 ) 2 

来规定点5和沒之间的距离- 

在度量空间（ X ，#) 中， 对于任意的数 e > 0,定义点 xeX 的开的 e 邻域为含 
在 X 中的由全体满足条件 p (^, y ) < e 的点 y 组成的集合（记之为 一 个集合 
a ， 如果它的每点都联同一个^邻域（不同的点可有不同的 e 值）全含在 c 之中 f 则 
叫作是开集.空集也叫作开集.那么，全体开集所成的族 S 给出了集合 X 上的拓扑， 
且使之成为豪斯多夫拓扑空间.所给的拓扑叫作是由度置 P 生成的拓扑. 

定义 3度量空间 ( X jP ) 中 的点列： TU 2, …，〜:…叫作是柯西列，或基 本列， 
如果它满足柯西 条件： 对于任何数 e > 0,都找得到号码 no =柯⑷，使得对于一切号 

码 fll > Hq 和打 2 > 如，有 Phni ， Tn ： a) < 芒 . 

定义 6点列 G X }叫作是收敛到点 a e X 的，如果教值序列和= p { x n , a ) 
随着 n 趋于无穷而收敛到零 ■ 

此事记作 lim 心= a ， 

从三角形可容易地证明 ， 这样的点 a € X 是唯 一的. 

定义 7 度量空间 { X , p ) 叫作是完备的，如养任何柯西列都收敛到空间的某点. 

现转向在高等代数课程中讨论的线性空间 ■ 

①“三 角形不等式” 一语为译者所 jtlF ^ 译者注卜 
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定义 8 集合叉 叫作是线性空间> 如果下述条件成立： 

1) 对于任意两个元 x € X , yeX , 单值地确定一个元 z € X 7 叫作是怎与 j / 的 
和，记作 z = x + y y 满足： 

a ) x + (沒 + = (x + J /) + Z ] 

b ) x + y — y + 

c ) 存在一个元叫作零元，记为 BeX , 满足： 对于任意的 j : e 尤疋+ e = a ;; 

d ) 对于任何 x G 都存在 一 个元叫作 o ; 的逆元，记作-使 :r + (- x ) = 

2) 对于任何实数 a 和任何 zex , 单值地确定一个元，叫作元素 xex 与实数 
a 的乘积 f 记作满足： 

a ) a (/3 x ) = ( a /3) x ; 

b ) lx = x ； 

3} 加法运算与数乘运算满足如下结 合律： 

a ) (a + 的 x = ax + /?3 T ； 

b ) a{x + y ) ^ ax + ay , 

n 维向量空间，连续函数空间 C [ a y b ] 都是线性空间的例子. 

线性空间的元素叫作向置. 

定义9 线性空间尤叫作是赋范的 ， 如果对于每个向量都确定有一个实数，叫 
作 z 的范数 ^ 记作 || 川|， 满足: 

1) 卟 II 二0; 

2) 对于任何 o ： #0，皆有||4 > 0; 

3) 对于任何实数 a 都有 \\ ax \\ = I ^ HI ^ H ； 

4) 对于任何元素 x . y & X , 成立不等式 \\x + y \\ ^ [|^|| + ||^||, 

我们见到，在闭区间 [ a , b ] 上连续的函数的空间 C [ a y b \ 是陚范空间，具有范数 

||/|| = max |/(^)|. 

xG [ a t 6 j 

命埋1设 x 是賦范 空间. 定义在笛卡儿乘积 x 2 上的函数 pkv ) = h — i/ll 
是空间 x 上的度量. 



我们来证函数^是一个度量，为此必须验证函数^ 
1) 是非 负的； 2) 是对称的； 3) 满足三角形不等式- 


实际上我们有 


1) p { x , y ) = \\x — 训 > 0且 p (： r ， 2 /) = |卜 - y || = 0当且仅当 x = y ; 

2) pix.y) = ||^-y|| = \\y-^\\ ^ p(^yy, 

3) a = i — z, b = z — j/， 则 />(工， y) = Ua + ft|| S ||a|| 十⑽ || 二 ||x — 芯 || + ||z — a?|| = 

p ( x 7 z ) + p ( z , y ). < 


定义 10 完备的赋范空间叫作巴拿赫空间- 
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我们转向希尔伯特空间的定义.为此需要定义数量积.设在集合 Jt 上给定了线 
性空间 结构. 在笛卡儿乘积 X 2 上定义函数/，即在元素对 ( a y b) y aG e X 的集 
合上定义函数 /. 并设函数/具有下述 性质. 


1° 正性： 对于任何元素 a e 叉 ， f ( a 7 a )>0 只要 a ^ O . 

2。 对 称性： 对于任何元素 a . beX , f ( a ， b ) 二 f { b } a ). 

3。 加性： 对于任何元素 b,c G 叉， /( a ，6 + e ) = f ( a , b ) + /( ft , c ). 

4° 齐性: 对于任何元素和任何实数 A 皆成立等式 /( Aa , b ) = f { a . At ) ^ 

A /( a ， b ). 


具有性质 1° 一 4° 的函数 / 叫作标量积（或内积——译者注).把 f { a 7 b ) 记作 

(旮， &)■ 


事情是这样的，函数 


是范数，具有此范数的空间 


范空间，的确，函数的非负性和齐性是显然的. 


角形不等式. 


我们先证明柯西不等式. 

柯西不 等式： 


i ^ y ) 2 < ( a 欠 )( y ， 鉍)- 


► 



Xi 


X 


yi 


y 


nor 

般性，可以认为 (^ uyi ) >0. 那么 


那么上面的不等式从 \( xu Vl )\ ^ 1推出，实际上，不伤 


0 < - yi,xi - yi ) = ( xiyXi ) + ( yi 9 yi ) - 2{ xi y yi ) = 2 — 2( xi t yi ), 

由此得到： ( xi . y !) < 1,即所欲证者，， 

三角形不 等式： 



\/(x + y,x + y) < y[x,x) + ^/{y,y)^ 


使用柯西不等式，有 


||^ + y |! 3 — {x + y^x + y ) = ( x , x ) + { y , y ) + 2 ( x , y ) 

< lkll 2 + !!j/ll 2 + 2|k||Ml = (||x|| + lbi!) 2 . 

具有范数 p ( x , y ) = 11^- y || 的完备的度量空间叉叫作希尔伯特空间.因此，希 

尔伯特空间是具有范数11圳=>/(^)的巴拿赫空间的特殊情形，有限维希尔伯特 
空间叫作欧几里得 空间， 我们仅限于考察这样的空间，而且后面将更详细地研究度 

量空间. 



§2. 度量空间在自然拓扑之下的豪斯多夫性质 
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§2,度最空间在自然拓扑之下的豪斯多夫性质 

首先引人度量空间中的开集的概念 

定义11 对于任意的 s > 0 , 把度量空间 { X , p ) t , 由 全体满足条件 p { a , x ) < 8 
的点 xeX 组成的集合叫作以点 a 为中心，半径为 e 的开球，记作0(%办 

定义 12球 0(+4 也叫作点 a 的 e 邻城. 

定义 13以条件 p{a y x) 确定的点集 K(a, e ) 叫作以 a 为 中心， 半径为 f 的 
闭球. 

我们看到，对于 q <句有 

0{a } £i) C 0(a,£2), C ^( 0 ,^ 2 )^ 

定义 14 点 a e C X 叫作集合 M 的内点，如果它有一个 e 邻域整个由集 
合 A / 的点组成. 

定义15 集合 M 叫作 开集， 如果它的每点都是内点- 
例对于任意的点 a eX , 它的任何 e 邻域都是开集 - 

实际上> 如果点 J / e 0( a , e ), 那么内= p (^ y ) < e .取 q = |( e ： — po ), 那么 

点 3 /的 q 邻域整个包含在 0( a , £ ) 中. 这是因为，对于任何点2 G 0(^£ i ) ? 从三 

角形不等式推出 〆 ¥)< p(a ， y) + p(y, < pu + ~ Po) = + ^Po < 所以 

p(a, z)<e,ze 0(a 9 e). 这就是所要证的. 

我们来证明开集和闭集的某些性质 - 

命题 ： i X 中两开集和地的交仍是开集. 

^ 设 x e Mi f | 地，那么 T 6 Mi } x e M2 . 由于 Ml 和 m 2 都是开集，存在点: C 的 
Sl 邻域包含在 Mi 中，也存在点 T 的 e 2 邻域包含在 M 2 中■取 E = minhA ) ■则 
点 x 的 e 邻域同时包含在地中和 A / 2 中，从而包含在 MilH 地中 ■ 4 

命题3 任意多个开集的并集 V 是开集. 

► 任取点 xev , 则存在开集 M gV 使得 x eM . 从而点; c 是集合的内点.结 
果,存在点 a 的 e 邻域整个包含在 M 中，当然也整个包含在 V 中 ■ ， 
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于是,所引入的开集构成了拓扑，称之为度量空间的自然拓扑.这个空间是豪斯 
多夫空间.实际上，设是度量空间 V的任意两点且 a： # yyPi ^ ylf ) = po > 0.那 
么这两个点的邻域 Ob ; /W 3) 和 0( j/，po/3)， 根据〒角形不等式，是不相交的.如果 

存在元素2 € 0(:r，po/3)f|0(y ，/3 0 /3) 的话，那么肉=< p ( x , + p { y , z ) < 
po/S + p G /3 = 2po/3, 而这是不可 能的. 

§3. 度置空间中集合的内点、外点和边界点 

定义16含有点 I的任何开集都叫作点$的邻域， 

定义17设 se 是度量空间X 的子集.若 a = 是开集，則 se 叫作闭集. 

定义18集乂的余集的内点叫作是4的外点. 

定义19点 js 叫作是集 Z 的边界点，如果它既不是此集的内点也不是此集的 
外点. 

集4的一切边界点所成的集合叫作 A 的边界，记作 

命题4设 B = X \ A 那么 aA = 也就是说集 A 与集 S 有公共的边界. 

此外 9{ dA ) c dA . 

螫 

实际上，若2是集乂 的边界点， 则它的任何邻域内都既含4的点亦含 S 的点 . 
干是 Z 也是 S 的边界点.反过来，若2 e 则2 S 因此，集4和集 S 的边界 
重合，即 ax = as. 至于关系式 d ( dA ) C dA t 则从下述事实 推出： 若 XG d ( dA ) 则点 
x 的任何邻域中都含有 aA 的一个 点？/ 以及 j/ 的某个邻域.于是在此邻域中既含 a 
的点亦含 S 的点， 从而 z e 那么 d { dA ) c dA . 


命题5若集 A 是闭的，则 A 而若 3AC A 则集 A 是闭的， 

► 实际上，在第一种情形，由于集 S = X\A 是开的，所以= 0 , 即次 5 C A . 
然而5 尽 所以 C A 另一方面，如果 dA = 9 Bc 那么= 0,因 
此集 S 是开集，从而集 X = 是闭集 . 4 

定义20 a ) 点 a 叫作是集合 A 的极限点，如果在点 a 的任何邻域中都有至少 
一点 a; € ^4使 t / a; 

b) 点 a 叫作是集合 Z 的板限点，如果在点 a 的任何邻域中都含有无穷多个点 

x G A; 

c) 点 a 叫作是集合4的极限点，如果存在一个序列 { x n } C A y x n ^ a , n = 
1 ， 2, …，使 lim = a- 

n—►» 

■ 

命题6定义 a )， b )， c ) 两两等价. 



S 3, 度量空间中集合的内点、外点和边界点 
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► 显然，从 b ) 推出 a ). 我们来证明从 a ) 推出 C ). 为此应该构作一个收敛到 a 的 
序列 { x n } f 使〜# a . 我们以下述方式来构作这个序列.在点 a 的 1- 邻域中任取 

: n / a ， 在点( X 的^邻域中取点 x 2 / a ， 依此类推.那么，对于任意的 e > 0,在点 a 

的 e 邻域之外含有序列 { x n } 的不多于 no = no { e ) = [1/^] + 1个点.所以点 a 是序 
列 { x n } 的极限点. 

现证明从 c ) 推出 b ). 由于序列 { x n } 是无穷序列 ， 且在点 a 的任何邻域之外仅 
含此序列的有限个点，所以在此邻域内必含有序列的无穷多点 ， 4 

定义 21 若点 a € 為但; r 不是 4 的极限点， 则 此点; r 叫作是集合 4 的孤立 
点. 

现在我们发现，在序列 { x n } 收敛到点 a 的定义中，不必要求 { x n } 是基本列，因 
为这是收敛的必然结果- 

我们再证明一个简单的命题. 

命题7若序列 { x n } 有极限 a ， 则 a 是它的唯一的极限. 

► 实际上，设&是它的另一个 极限. 那么 p ( a y b ) =内 > 0.取点 a 的 ^ o /2 邻域■在 
此邻域之外，仅含序列的有限多项.那么在点&的^>/2邻域中仅含此序列的 
有限多项，甚或一项都没有.这就产生了矛盾.因此， 有 极限的序列，有唯一的极限 ■ 

现在来证明集合的闭性准则. 

定理 1 a ) 集合是闭的，当且仅当它含有自己的全部板限点- 
b ) 集 A 是闭的当且仅当它的边界似含在4中，即次 4 C A 

► 我们来证明命题 a ). 

必要性设 ； e ^4 ， lim = a . 应 该证明 a 6 ■点 a 不可能是集 A 的外点， 

因 为在它的任何邻域中合乂的点.这表明，点 a 或为内点，或为边界点.因 
此，或有 a e A ， 或有 aedAdA . 于是在两种情形下皆有 aeA . 必要性获证. 

充分性设集合 A 含有自己的全部极限点■要证的是4的余集月=叉\4是 
开集，即任何点 x e B 都是 B 的内点.若 : r e 则点$或为集 B 的内点，或为 
集 B 的边 界点. 在第一种情形 ， 已没得说的，考虑第二种情港 ， z B 且 z e 3 B 
即 x 是 B 的边 界点. 然而， 一 方面，这个点工不属于4因为它属于尽另一方面 
点 x € dB = dA ， 即 在点; tr 的任何邻域中都存在集乂的点，因此根据定理的条件应 
有1 e A 面这是不可能的，因为 x e B . 根据所作的假定，有乂门万 = 0. 因此点 
x ^ dB . 也就是说第二种情形不存在.所以只有一种情形:$是集合 S 的内点，面这 

就是所要证的. 

定理的 b ) 款已在命题5中证实 . ， 


■ 242 ■ 


第十三章 一 般拓扑学的某些槪念+度量空间 


§4. 关于收缩球序列的引理.压缩映射原理 

我们来考察完备度量空间的两个性质.第一个是关于收縮球序列的引理. 

引理 1设 X 是完备的度量 空间. D K { x 2i r 2 ) 〕 … 是 X 中 的一个 
嵌套闭球序列满足 lim r n -0. 那么存在唯一的点邶属于所有这些球. 

► 首先我们看到，球的中心的序列是基本的.实际上，任给5 > 0,存在 
恥二 n 0 ⑷使得对于任何 n >邱皆有 r n < r 因此对于任意的 n 2 > m >叫根据 
包含关系3瓦(：^，7^)有< r„ L < 6 ^ 所以序列 { x n } 满足 
基本列的定义. 

由于是基本的，所以根据 空间久 的完备性，存在极限 lirn^xn ^ X Q ^ X . 

对于每个球来说，吻都是极限点，而由于这些球都是闭的，所以对何自然数 n 都 
有 ； Co e K ( x n , r n )^ 

我们来证明 ， 抑 是唯一的同时属于一切球的点.假设并非如此，即存在点如€ 
^ p (^ 0t Vo ) ~ p >0, 显然，存在 n 使 r n < />/ 2 *从三角形不等式得 

P — p ( xo , yo ) ^ p ( x n , Xo ) + p (^ nyyo ) < />/2 + p /2 = p . 

发生矛盾.因此，刊是所有的球的唯一的公共点 . 4 

定义 22设 X 是完备的度量空间.设/:义—尤是此空间到自身的映射，并 
且存在实数 a 满足0 < a < 1，使得对于任意的 a , beX 皆有 

〆 /(>)，/(&))€ 


那么，映射/叫作是压缩的. 

现证明压缩映射原理. 

定理2若厂叉 — X 是压缩映射，则存在唯一的点吻 e 久使得 f(x D ) = Xo^ 
A x 0 叫作压缩映射/的不动点. 

► 设巧是 x 的任意一点+1 = f { x n y 我们来证明序列 { x n \ 
是基本的，实际上，设= pixn . Xn ^ x ). 那么 

Pn = p(x n ^n-{-l) = p(f(^n-l)J(^n)) < Ocp(x n - lt X n ) =： ap n ^. 

因此，恥 S a n ~ Vi - 由此，使用三角形不等式 f 得 

忑 ti+tti) < Pn + Pn+\ + * ■ ‘ + 

^ ( a n ' x + + ■ " + a n+m ^) Pl < 

1 — a 
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由于0<«< 1,当 n — oo 时有 a 71 - 1 — 0. 因此，对于任意的 s > 0 } 找得到 no = 
uq{e) 使得对于任意的 n > no 和任意的 m > 1,成立不等式这就表 
明序列 { x n } 是基本的，由于 X 是完备的度量空间，所以存在点抑使 Jim 

现证 f ( x 0 ) == x 0 ^ 用反证法.设 f { xo ) =如一 X 0 且 p ( xo , y u ) = ft > 0-取数 

n 0 — no ( h / 2 ) 使得对于任意的 n > no 都有 xq ) < h / 2 . 那么 

_ 

p{x^uy Q ) = p(/(^n),/(^o)) ^ p(x ny XQ} < y 


因此， 


h = p { xo , yo ) ^ p ( xo , Xn ^ ri ) + p ( xn -^ i , yo ) < h /2 + h /2 = h = p (^ q , yo) y 

此式是不可能的.于是％是映射/的不动点.它是唯一的不动点 7 因为如果 a 和6 
都是不动点，即 /( a ) = aj ( b )= b , 那么 〆 〜&) = p ( f ( a ) J ( b )) ^ 此式蕴含 

a = 6, < 
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§5. 度董空间的连续映射 

定义23设给定两个度量空间（足狀）和（ V ；作)，并假设定义了映射 — 
V ：映射 F 叫作是在点 xq ^ X 处连续的，如果对于任何£ > 0都存在5 = d ( e ) > 0使 
得只要 px(x,x Q ) < J 就有也就是说在空间 Y 中，点 FM e 
y 的 e 邻域 Ov ( F ( xo )^) 整个地含有点吻的某5邻域在映射 P 之下的像，即 

F{O x {xo,S)) ^Oy(F(x 0 ),e). 

定义24度量空间 X 到 y 的晚射 F 叫作是连续的，如果它在义的每点工处 
都连续. 

例压缩映射 F：X 是连续的+在这种情况下，只需取 = e 即可- 

对于度量空间的点，我们定义 z — 吻的集合基为点吻的全部开 5 邻域的集合 ■ 
那么连续的定义表述如下： 

lim F ( x ) = 其中 x G X y Xo G X , F ( x ) € Y t F { xq ) E F , 

X—^Xq 

我们还发现，度量空间 x 到度量空间 r 的映射 F：x 沿着集合基 B 的极 

限的定义有如下形式：点如 G r 叫作映射 F : X ^ Y 沿着基 S 的极限，如果对于 
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任何5>0都存在终端 b = e 使得对于任何点 Z e b 都有 pr ( F ( x )^)< e . 
对于数值函数，先前已定义过的函数 /：X^K 沿着基 S 的极限连同先前全部已证 
过的极限的性质仍保持有效. 

定理3和定理4是先前已建立的函数沿集合基的依柯西意义和海涅意义的极 
限的一般性质的推论.不过我们还是宁愿引人它们的直接的证明. 

定理3设玦射 — Y 和 — Z 有如下 性质： 映射 F 在点 : r 0 e X处 
连续，而映射 G 在点如= 尸 (刊）处连续，那么 F 与 G 的复合映射 H : X — 其 
中 H ( x ) — G { F ( x )), 在点; co 处连续. 

► 置 zq = G ( yo ). 那么成立等式 i?(a：o) = G { F ( xg )) = C? (如 ） =勿.由于映射 G 
在点如 处连续，所以对于任意的数 e > 0,存在5 = > 0,使得对于任意的 

y e 0 Y { y ^ S ) 都有 G ( y ) e O z { z ^ e ), 

接着，根据映射 P 在点刊 处的连续性，存在 A = 6 1 { S ( e ))>0 9 使得对于任何 
OxixoM 皆有 F { x)e 0 Y { yo ^)^ Oy ( yo , S {^)). 由此推出，对于任何 e > 0,找到 
了心 = Si ( S ( e )) > 0,使得对于任意的 z e O x (;r 0 , 5!) 有 H ( x )^ G { F ( x )) e O z { z 0 , e ). 
于是映射丑在点抑处连续 . 4 

定理 4 设在度量空间 X 中序列 { x n } 收敛到点吻，而玦射 FzX^Y 在点 
邱 处连续.那么 


lim F(x n ) = 巧工 0 )，即 lini F(x n ) — F ( lim Xn) * 

n^oo n— \n—^oo / 

► 根据映射 f 1 的连续性，对于任何 e > 0都存在 J =峥）> 0使得对于任意的 

x eOx 有 F(x) e Oy(F(x 0 ),€). 

接着，由于= xo , 那么可以指出如 ^ n 0 (5) =如(5(£)),使得对于任意的 
n > no 有6 Ox ( xq ， S ), 由此推出定理的结论._ 

我们指出，度量空间的映射连续的概念的定义24等价于说, r 中的任何开集的 
逆像在 X 中是开集.通常以这样的方式来引人对于豪斯多夫空间的映射的连续的 
概念 T 

§6. 紧集的概念 .IT 中的紧集及空间 R" 的完备性.紧集上的连续函数 
的性质 

定义25度量空间 X中的集合 K 叫作紧集，如果从 K 的任何开覆盖中皆可抽 
取出有限的子覆盖. 

定义26度量空间中的集合 S 叫作是有界的，如果它包含在某个以点吻为中 
心以 r 为半径的球 O(> 0 ，r ) 之中. 
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引理 2 紧集是有界集. 

► 设 K 是紧集.任取点邮 e if . 那么球0„ = O ( x 0 , n ) 的全体覆盖整个空间 
X , 从而亦覆盖根据 if 的紧性，从这些球中可抽取出有限的子覆盖 { O tl c O i2 
c ■ ■ ■ c < *2 < … < c O ta . 这表明 /sT 是有 界集- < 

引理 3 设 K 是紧集.那么任何无穷序列 { x n } c K 都至_少有一个极限点属于 
K , 

► 我们从反面来论证，设序列 { x n } 没有属于 K 的极限点.那么 ，凡 的每点 x 都 
可被某 e 邻域 O ( U ) 包住而使0(3：， e ) 中不含 { x n } 的与$不同的点，于是得到一 
个冗的开覆盖.从此覆盖中取一个有限子覆盖.只有这有限个球的中心可能是 { x n } 
中的点 ， 面它们总共只有有限个. 结果， 序列 { x n } 的点的全体只有有限多个.这与 
{〜} 是无穷序列的假定相矛盾.< 

引理 4紧集允是闭集. 

► 只需证明，紧集 K 含有全部极限点.实际上, 设师是 K 的任意一个极限点，那 
么可以找出序列 {x n } C K, 使当 n / m 时有〜 / 且当 n — oo 时〜—列.由 
此，根据引理3 推出吻 Gif . < 

引理5 紧集的任何闭子集本身是紧集. 

► 集 S =义\ M 是开集，若对集 M 的任何一个开覆盖添加上开集阜则构成 K 
的开覆盖，从这个覆盖中可取出欠的有限子覆盖.抛掉集 S , 就得到 M 的有限覆 
盖 ， M 

我们现在来描述 n 维空间的紧集并证明空间 IR n 的完备性- 

定理5欧几里得空间 DT 中的任何闭方体，即满足条件 a s Kx s ^ a s + l y s ^ 
1， …， n 的点龙= ( a ： i ， ， ■ ■ ,的集合1是紧集 - 

* 只考虑 R 2 的情形，因为把的一般情形并无原则上的不同.那么，设九是闭的 
正方形,被开集的无穷的族设}所覆盖.要证的是可从此覆盖中抽取出有限子覆盖 • 
我们从反面来证明这个结论.把^用通过它的边的中点与坐标轴平行的直线划分成 
四个相等的闭正方形.由于九不被中的有限个集所複盖，所以这四个新的闭正 
方锻中 t 至少有一个不被{闪中的有限个集所 覆盖. 再把这个闭正方形四等分，并依 

此类推 I 

我们得到一个嵌套闭正方形序列，这列正方形在两坐标轴上的投影分别构成 
嵌套闭区间 序列. 它们分别在两坐标轴上有唯一的公共点耶和！ / o . 那么点4 = 
(^ 0 ^ 0 )属于所有的正方形 • 此外，它被中的某开集所覆盖.因此存在 e 邻 
域 O ( Ae ) C 它完全盖住所构作的嵌套正方锻序列中的某一个，特别地，边长小 
于 e /^ 2 的正方形瓜就被％这一个开集覆盖.这就产生了矛盾 - ， 
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我们记得，中的度量 p ( a , b ) 对于任意两点 a . beW 1 是借助于标量积，用等式 
p ( a , b ) ^ -~ b , a - b ) 来确定的. 

定理6度量空间1^是完备的. 

► 只需证明，任何基本列 { x n } 皆收敛到此空间的 元素. 显然， { x n } 是有界的,故可 
被某闭方体 K 所覆盖.由于 K 是紧集，故根据引理3,序列 {x n } 有极限点抑 G 兄 
由于基本列不可能有多于一个的极限点，所以 { x n } 收敛到 ^ M 

定理 T 集 KcW 1 是紧集的必要充分条件是 K 是有界闭集， 

► 必要性若允是紧集，则根据引理2和引理 4， if 是有界闳集. 

充分性根据有界性，集 K 可被包含在某个闭方体 h 中.由于 h 是紧的而 
ff C 是闭的，根据引理5,集合 K 也是紧的 . 4 

我们记得，映射 F M — R 叫作是集合 d 上的数值函数.以后我们把“函数” 
一语反理解为数值函数.我们来证明紧集上的连续函数的一些性质. 

定理8设函数/在紧集上连续，那么 

1) / 在上有 界；、 

2 ) 存在 zi G K,X2 £ K 7 使得 f{xi) = M = sup / (x) , /(X2) = m = iuf f{x). 

► 1) 对于每点 xeK , 存在邻域 0( x , S { x )), 使函数 / 在此邻域中有界®,这些邻 
域构成 K 的开裏盖.从中取出有限子覆盖，就得到，/在整个紧集 K 上有界. 

2) 用反证法来证 I 设函数/取不到最大值.那么函数贞均= 1/{ M - f { x )) 是紧 
集 K 上的连续函数，根据此定理的结论1)，函数 s 在 K 上有界.由此得 

那么， 数财- &是函数/的值的上界，而它比 Af 小.这与数 Af 的定义相矛盾. 

在函数/的值的¥界的情形，证明是类似的 . 4 

最后我们指出在度量空间中紧集的连续映射的下述重要性质. 

1°紧集的连续像是紧集， 

2。设 X 和: K 都是度量空间 s X 是紧的且 F 是 X 到 F 的双方单值连续映射. 
如果丑 CX 是任意的开集，則它的像 F (的是 y t 的开集.同时， 边界 dB 映成边 
界，内点映成内点 T 外点映成外点，而且逆映射是连续的. 

► 我们来证明这个命题 . 1。.考察紧集 if 的像 F { K ) 的任意的开覆盖.根据 F 的 
连续性，此覆盖的每个元素的逆像都是开集.这些集合的全体构成了紧集兀的开覆 
盖.从这个覆盖中可抽 取出冗 的有限子覆盖 . 那么该子覆盖的像构成了 F ( K ) 的有 
限子覆盖. 

①确切地说，是在 0 ( x 7 S { x )) n K 中 i 界—译者注. 
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2' 令允= S u 3R 那么义和都是紧集，因为它们都是闭集而X是紧集. 
if 和的像同样是紧集，因此集合 F { K ) 的边界含在 F(if) 中.这表明， iC 的外 
点 S/ 的像不在 F { K ) 内以及 F ( K ) 的边界之中，于是点 F ⑻是 F ( K ) 的外点.对 
于闭集 Ki = X \ B 重复这一沧证 ， 得知，集 S 的内点6映射成集 F ( B ) 的内点.现 
设点$是 B 的边界点且 y = F(x) 是它在 Y 中的像.考虑点 y 的任意一个邻域％- 
根据 F 的连续性&包含点 a： 的某个邻域 h 的像.但由于 :r G 那么在〜中 
既含有 B 的点，亦含有 S 的余集 X \ B 的点.因此 ，化 既含有 F ( B ) 的点 > 亦含有 
F{X \ B )= F { X )\ F ( B ) 的点，这表明 y G af (B), 且 F { dB ) c dF ( B ). 

现考察逆映射广 1 ， 它是空间 Y 到 X 的映射，那么，任何开集 B 的像 F ( B ) C ^ 
都是 F 中的开集，这是因为 F ( B ) 全由内点组成.因此映射尸- 1 是连续的. 

结论 1° 和 2° 全部获证.， 

§7. 连通集及连续性 

定义27度量空间 X 中的集合乂叫作是连通的，如果不管怎样把它划分成两 
个互不相交的不空子集和山时， 和七 都有属于4的公共的边界点，即满 

足下述条件的点 a : 

1) a G A ; 

2) 在点 a 的任意的 e 邻域中都既存在集合中的异于 a 的点‘也存在集合 
乂2中的异于 a 的点. 

I 

在平面上,线段， 矩彤， 圆等都是连通集的例子. 

连通的开集叫作区域 3 面连通的紧集叫作连续统- 

定理9设乂是 R n 中的连通集，函数 F 在豸上连续.又设存在点$1、叼 6 
A , F ( xi ) = a , F { x 2 ) = b , a < b . 那么对于任意的教 c € ( a , 6), 存在点 e A 使得 

F { xs ) = c . 

► 考虑集合 M ± ^{xe A | F { x ) < c } 和 M 2 = {a € F ( x ) > c }- 根据集合 4 的 
连通性，存在点抑 e 4既是的边界点又是的边界点，在每个邻域= 
o ^ 3i I )中存在点如 e Mi 和点地.序列 W } 和皆收敛到吻.那么 

根据函 Sc f 的连续性，有 

-^(^3) = a n ) = ^ 

' f n —mxj n—^oo 

Fixs) ^ F{ lim b n ) = lim F(b n ) ^ c, 

v f n—►oo n—*oo 


可见 F { x z ) ^ c , 4 
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§1. R n 上的连续函数 


再次注意到这样一个事实，由于函数连续的概念是作为函数沿着基的极限来定 
义的， 所以对于 n . 个变量的在点 x = x 0 处连续的函数可以完成算术运算而保持连 

续性，只要保留通常的附加条件使分式^的分母在点$ =私处不等于零.关于 

在点 x = 处连续的函数的不等式的如下形式的定理也成 立：若 f ( xo ) > 9(刼)，则 

在点 X = XQ 的某邻域内有 ■ f(x) > 5 ㈤ ®. 

和以前一样，我们说给定在集合 AdR ^ 上的函数/⑻是在集合 B C 4上连 
续的，如果 f ( x ) 在每点 xeB 都连续的话，我们记得，对于在紧集上连续的 函数， 
关于函数在此集合上有界的定理，关于达到上确界和下确界的定理以及关于一致连 
续性的定理都成立.而对于给定在连通集上的连续函数，与中间值定理类似的定理 
成立. 

除了这些性质 之外， 多变量函数还具有自己固有的特性. 

设沒= ( ail …，^)是的某个点且函数 /( 旬在点 S 的某个邻域中定义.我们 
挑出点 S 的一个坐标.设此坐标的号码是 s , l ^ s ^ n y 并用 M cR n 表示一切这样 

① 原文作‘喏 f ( x Q ) > g ( x Q ) f m ■■… ■ /⑸> gixT , 不妥——译者注. 

② 这里 u 在每点 xeB 都连续”指的是 H 相对于4而言的”连续——译者注. 
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的点的集合.这些点的一切坐标，除了第 S 个以外，皆与5的坐标重合.如果作为自 
变量考察点元 G 那么就得到一个单变量々的函数 < p { x a )^ f { a ir ^ ，〜… , a n ). 
例如， 如果 f { xi ^ X 2) — Xi + X1X2 , 则 ^(^2) = a ? + a X X 2, 

定义 1 说函数 f { x ) 在点 5 处关于变量 A 连续，如果 ip ( xs ) 在点 A =〜处 
连续. 


可以给出函数 f ( x ) 沿着任意的方向连续的更一般的定义. 


定义2称任何单位向量 g e R n 为把中的方向. 

定义3形如无 = 6 + f 吾的点戈的全体所成的集合叫作: 

a ) 从点 S 出发沿方向3的开射线，如果 t > 0; 

b ) 闭射线 } 如果 *>0; 

c ) 沿方向 s 通过点 a 的直线 fl 如果 ten . 


我们来考察函数力⑺=/@ + m ). 


定义4说函数 f { x ) 在点 d 处沿方向否连续，如果 轉、 在点 f = 0处连续 ■ 


下述明显的性质成立.若 /($) 在点 i 6处作为 n 个变量的函数连续,则它在 
点5处沿任意的方向 g 都连续.反过来的命题,一般说来是不对的 ■ 


例 1) 设函数 f ( x , y ) 以下述方式 给定: 


fi ^ y ) = 



若 P + " o , 

^ x = y ^=0. 


它在原点关于工连续亦关于双连续,但在此点作为两个变量工,汉的函数是间断的. 
2) 设函数 /( x , y ) 用下面的关系式给出： 



fb ， y ) = 


為 ，若〜 "°， 

0, 若 z = V = 0- 


它在原点处沿任何方向都 连续， 但作为两个变量的函数在原点处间断. 

现考察映射 F : R " — R ' 这个映射单值地对应于 m 个函数 < pi { x ), 
vU 旬，这讲个函数给出了点 S = F ㈤ e 的坐标，即 


y- F(x) = ( 奶 ㈤ ，… ， Pm ( 无))， Vs = A ( 无 ) d = 1 ，... ， m. 

命题1为使映射 F:R n ^M m 在点刼 e BT 处连续，必须且只需每个函数 ifis 
都在点 X = Xo 处连续 * 
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命题的证明直接从连续映射的定义推出，这是因为 



— K ~ ^) 2 ^ — M - 


现在我们把关于度置空间的复合映射的连续性的定理转述于多变量函数的情形. 


定理 1设/ : IR n — R'r — R f 并设 映射 /在点 S 0 处连续，而函数5在 
点如= /( 孟 0 ) 处连续 * 还设在点私的某邻域内复合函数 h ( x )= g ( f ( x )) 有定义■那 
么函数 / i 在点处连续. 

定义 5 设 d CR ' F : A — R . 轟数 F 叫作是在集合 A 上一致连续的，如果对 
于任意的^>0,都存在数5 = 5( e ) > 0,使得对于任何满足条件 p ( x y y ) < d 的 i 4 
和殳 e A 有 l - F (^) - f ( y )\ < 

定理 2 在紧集 if 上连续的函数 P 是在此集合上一致连续的. 

► 给定任意的 £>0. 取数 h = "2,并对每点 xeK 考察邻域 0(5 S ^( ei )}, 它由 
满足条件1/ ㈤ 一 m \ < &的点沒 组成. 那么 T “截断”邻域 o (屯的全体 

覆盖紧集 I 根据紧集的定义，从此覆盖中可选取出有限子覆盖.把选取出的这有限 
个球形邻域的半径的最小值取作6 =枷).我们来考察满足条件 P { x , y ) < 6 的任意 
两点忠 e if 和设 e 那么 s 存在 O (祉 i ^ 0 (^ i )) 含着点 t 而根据三角形不等式 

有 

〆 仏忠 0 ) S V) +p{^>^ 0 ) < ^ + - 4 0 (^l) ^ 知。 卜 1 )®- 

因此， 


1/㈤ 一 fW < 1/ ⑻ — /(^o)| + ]/{^o) - f(y)\ <2si = e. 

于是，对于任意的 e > 0,我们指定了 5 = 5⑷ > 0,使得对于任意的 x , yeK f 
只要 p { x , y ) < 5 就有 |/(x) - / {j/)| < e . 可见函数/在紧集 if 上一致连续 ■ 4 

k 

§2, M n 上的可微函数 

设数值函数 f ( x ) 定义在点 x = a ^ R n 的某个邻域上. 

定义6差 Af { x ) = /㈤- f ( a ) 叫作函数 f ( x ) 在点^ = a 处的 增量； 差 
△文 = 无 一 d 叫作自变量无的增量. 


向量 M 的长度记作 |Ax|, 它等于 p ( x , a ). 


① 原文此式误为/?(仏无 0 ) < i ) + io ) < S -译 者注. 
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. ^ 上的 可微® 败 


命题2若函数 f ( x ) 在点处连续，則它的增量 A / ⑻当 AS 趋于零时趋 
于零，即 Af { x ) = o ( l ). 

证明明显地从函数沿着集合基的极限的定义及性质推出. 

定义7自变量的增量的线性函数 df { x ) 叫作函数 f { x ) 在点 i 6处的微 
分， 如果当厶无 — 0 时，增量 Af { w ) 可以表示成如下 形式： 


A/(^) = d/(S) + o(|A^|). 

若函数 f ( x ) 在点 x = a 处存在微分 df { x ) y 则说它在此点处可微 i 

命班3若函数在点 x-d 处可微，则它在此点处连续. 

命题的证明明显地从下述事实推出：当 AS — 0时 Af { x ) ^ 0, 

再次强调，函数 f ( x ) 在点$ = 5处的增量的线性部分或者说主部，叫作它在点 
无= S 处的微分.由于办 ( S ) 是线性函数，它可写成形式 

n 

(^{ x ) — j 4 i (^ Ti 一 ttl ) + ■ ■ ’ + A n ( a； n — dn ) ™ Axj , 

fi=l 

其中丄是某些实数而 Aa = x s — a s , 如果/ ㈤ = 〜则 df ( x ) = dx 3 = Ax s , 

定理 3 设 f { x ) 在点 x = a 处可歡，那么每个坐标函教 ^ 6 {^ 3 ) ^ /(*1，…， 
A ，...， a n ) 都在点 ％ = a s 处可微，且人二 = 1，... ， n . 

► 在通过微分表示在点 x ^ a 处的增量 Af ( x ) 的公式中令〜=知， r / &得 

A /(^) — f { x ) — f ( a ) = j 4 s Aa ：3 + o ([ Ax 」)■ 

那么，根据函数 仏 ㈨ ） 的定义，有 

f { x ) - f { a ) < p 3 { x 3 ) - ^ fi 3 { a s ) = A fi Ax s + o ( lAa ^). 
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► 此性质之证明是明显的 . 4 
例设 /(x, y) = x 2 + xy . 那么 

d 八:: V ) =2x + y ^ d ^Qy ~ x, = ( 2x + y) dx + xd y - 

于是，函数在一点处可微的必要条件是在此点存在全部偏导数.现在来证明函 
数在一点处可微的一个充分条件. 

定理4设在点6的某邻域内，存在全部的偏导数 ■ Ks :、 …、 n 、 且这些 
偏导函数在点 x = a 处都连续，那么函数 f ( x ) 在点5处可邊. 

► 为简单起见> 我们认为 n = 2. 函数 f(x,y) 在点 (a,b) 处的增量 A/{x ? y) 可写 
成： 


= /(tt + ^x,b + Ay) - f(a 7 b) 




{f(a + Ax,b + Ay) - /(d，b 十 Ay)) + (/(a } b + Ay) — /(a, b)) 


对于括号中的每个差可以分别使用拉格朗日有限增量公式，这是因为在点的 
所考察的邻域内，函数 f(x,y) 关于: r 和关于 y 分别有连续的偏导函数.我们得到 

Af {^ y )= dfia + ^&+^) Al+ df ( a,b + V Ay ) Ay ^ 


dx 


dy 


其中 11? 是满足 0 < 《 < 1，0 < r/ < 1 的数（它们与 a, b y Ax, Ay 都有关系) ®. 接着， 
根据偏导函数的连续性，当 Az — 0和知^ 0时，有下列关 系式： 


df(a + b 4 - Ay) df(a，b) 


df(a,b + r]Ay) 

9 y 


die 

^/(a, b) 
dy 



o { l ). 



o(l). 


由此得到 


W + d ^^Qy b " A y + 0(1 Arc| + [Aj/j). 


由于 


\^x\ ^ 1 A 刮， \Ay\ ^ \Ax \ 7 Ax = (Ax, Ay) 


所以 


A/(x jy ) = Ay + o(|Axi) - df(x) + o(|A^|) 


dx 


+ 9 y 


即函数 f(x >y ) 在点 (a } b) 处可微. 


® 原文此处说^ 1 是常数 5 似不妥——译者注. 
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我们引人一个在点 ( 0 , 0 ) 的邻域内有偏导函数但在此点处不可微的连续函数的 

例子:之= 

此函数当 x ^ + y ^ O 时显然有偏导数.根据定义，在点（ 0 , 0 )处也有偏 导数： 

△♦0) z ( Ax , 0) - z (0 t 0) n A ^(0,0) 

Ax — ™ U, Ay _U, 

因此， 4 ( 0 , o ) = o , 4 ( 0 , 0 卜 0 . 

而若 ia ; = Ay > 0 ,则函数 y ) 在点 ( O f O ) 处的增量等于 Az ， 但是根据微分 
的 定义， 它应该是 o ( Ax ). 

因此，函数 z = ^ y \ 在点 ( 0 , 0 ) 处不是可微的. 

第二十二讲 


§ 3 . 复合函数的微分法 


定理5设 ^( x ) = (灼⑸，如 ㈤ ）是从 IT 到的映射，它定义在点 
x = a 的某邻域内且在此点处可微.还设对于某 O 0和某6 > 0， S 的 （ S 邻域0(办，5) 
在映射 p 之下的像包含在点6= ⑸的 e 邻域之中.最后设对于任何点安 e 0( b y e) y 
数值函数 f ( y ) 都有定义，且/在点6处可微.那么复合函数 h ( x ) = 在点 

x = a 处可微且成立等式 

dh dh dipi dh d < p m 

这里，关于变量 h 的偏导数是在点 i S 处取的，而关于级的偏导数是在点 y — b 

处取的， l = l r - 

> 根据函数 f ( y ) 在点0 6处的可微性，在自变量的任意的增量 細=忌-1之 
下，函数的增量 △/ 可 写成： 

Af = df + o (\ Ay\) i , 


其中 

^ ^ ■ Ayi ^ 

用函数 w ⑼对应于自变量无的增量△无的增量 △ 列代替 △ 奶.那么此公式的左边 
得厶从句，且公式成为 


Aft (*) ^ ^ A 讲 (幻 + o (! A ^( x }|). 
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根据函数幻的可微性，有 


Aipt ( x ) — S (陶， 


=1， 


诸函数 ^( x ) 在点 S = a 处的偏导数都是具体的实数.因此存在实数 M > 0,使得 
这些偏导数的绝对值都不超过 M . 那么有 


|A^(S)1 ^ 2Mn|As|, |A^>| < 2JVfn 2 |AS|. 

由此得到 

o {| A ^)|) = o (| A ^ j ). 

现将 A ^ x ) 的值代人到关于 Ah ( x ) 的公式中，就得到定理的结论 . ， 

推论1 (—阶微分的形式不变性）如果在一阶微分 df ( y ) 的表达式中代替独立 
增量以函数 於= < p 3 { S ) 的微分，那么所得的表达式就是复合函数 /i(i) = /Op ⑻) 
的微分，换句话说，函数的一阶微分的形式当独立变量成为因变函数时，不发生改变. 

推论的结论乃是定理5的论断的简单改写， 

推论 2 


微分法则 



下述公式成立： 

a) d(cu) = cdu Vc € E; c) d{uv) = udv + vdu' 

b ) d{u ± v ) — du ± dv ; d ) d (兰) = V( ^ u ^ U( ^ v 当 v ^ o ) # 0 时, 
我们仅证明性质 c )- 设 z = z ( u , v ) — uv , 那么 


dz — 


dz 

du 


du + 


dz 

dv 


dv 


— vdu + udv. 


在 u 和〃都是其他独立变量的函数时，我们就使用一阶微分形式的不变性（推 

论 1). ^ 

峰 


§4. 方向导数.梯度 

设给定方向 g = ( e ir ^, e n ),\ e \ = 1 } 以及坐标轴 Ox u -^ Ox n 的向量方向 
…， hi . 那么显然，若是匕和 g 之间的突角，则 

e s = (e,A 3 ) = |e||fcjg| coso： fl — cosa s - 

根据这个定义，数… ， e n 叫作方向 g 的方向 余弦. 
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§5. 撤分的几何窻义 


设 m 是一个在点 T = a 处可微的函数，且6是某个方向.我们来考察复合函 
数啡）= f(a + te ). 它是一个变董 f 的函数,且根据关于复合函数的微分的定理，在 
t =0 处成立等式 


dh ( t ) = k f 


(0)dt = ^ ~-e s dt. 

8=1 8 


那么 


n 




d£ 

dx < 


一 h 私 


COS Qig * 


定义 9 此量叫作函数 /( 句在点 S 处沿方向 5 的导数， 


记作： 

定义10甸量 


^ df{x) 

de de 



= / i '( O ). 



叫作函数 f { x ) 在点 x - a 处的梯度， 记作： 

▽/ = grad/. 


于是 


其中 


g = (g ， grad/) = (g ， V /)， 



是“奈普拉”算子. 

我们给出方向导数的某些性质. 

1°函数 f ( x ) 的方向导數的最大值等于梯度向量的长度 3 且在方向5 = 
上达到， 

2。 若梯度向量为零向量或者它与方向向量垂直，则方向导數等于零， 

3。 如果 g =， j ^ j ， 则函数 /( 幻沿否的方向导数达最小值 Hgmd / I - 

由此看到，函数 i 梯度方向上的增长速度最丈. 


V / 

Wf\ 


§5. 微分的几何意义 

为了简单起见，我们只考虑两个变量的函数. 

定义11任何定义在某区域 Q c R 2 上的连续函数 z = f ( x , y ) 的图像叫作是 
R 3 中的曲面 R 换句话说，曲面 P 是这样的点 ( x } y , z ) eR s 的集合，其中坐标 zeR 
与点 ( a ：,^) e c R 2 以关系式 z 二 /( x , y ) 相联系. 
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我们记得，区域指的是连通开集. 

定义12 说曲面 z = fi{x, y) 和曲面 z = f^ix.y) 在点 {a, b, c) 处彼此相切，如 
果 c = = /2{^ } b ) 且差 

I 

r(x } y) = fi{x,y) - f 2 (x,y) 

当味 — — 0 时是 o (| 元 — d |). 

一 次函数 z^kx + ly + m, kJ.mGU 的图像是 R 3 中的平面. 

定理 6 设函数 f(x) 定义在 O(S^) C 脱 2 且在点 x^a 处可微，而且勿 = f ㈤- 
那么由母如 

Ofia), 、 df(a) f 、 

z — zo = — ~ -(x\ — a\) H — - (x 2 — c& 2 ) 

uX \ C / X 2 

的线性方程给定的平面 IT 与曲面 P'z = f(x) 在点5 二 5处相切 ■ 

► 把平面 n 看作是一次函数 〆 ❸的图像,其中 

g(x) = +df(x). 

由于函数 f { x ) 在点 x = a 处可微，所以 

f{x)-g(x) = f(d) + df{x) + o(|Ai[) — z 0 - df(x) = o(lA 元 |), 

因此 7 根据曲面相切的定义，平面 n 和曲面 P 彼此相切 . 4 
后面,我们需要曲面的法线的概念. 

定义13 称过点 {x D: y 0 ,z 0 ) 与向量平行的直线为曲面 P ： z ^ 
f{x,y) 的法线 * 



§6. 高阶偏导数 


设函数 /( x ) 在某 d 邻域 0 ( a , 5 ) 内有全部一阶偏导数1，…， n . 这些 
偏导数自身都是 n 个变元的函数，并且可能还有偏导数，即可 ti 定义下列的量： 


8 


df 


dx r \dx 


a 2 / 


s 


dx r dx 


fx 9 x r = H 


n. 


8 


这些量叫作二阶偏导数.如果 s 则它们叫作混合导数. 

下述关于二阶混合导数的定理成立 • 


§ 6 . 离阶偏导数 
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定理7 (施瓦茨定理）设函数 f ( x ly x 2 ) 在点 
阶混合导数■和并且它们都在点 


dxidx ^ 
这些导数彼此相等，即 


dx 2 dx \ 7 


X = 


X 


d = ( a l 7 a 2 ) 的某邻城内有二 
a 处连续.那么在点$ = S 处 


/“⑷ C ⑻. 

► 考察函数 f { x ) 在点 x = a 处的第二差分 A 2 / : 


A 2 / = /(^i 4- hi ^, a 2 + — /(tii + — /( aj , 03 + + /(^ i ? ^)- 

令 ^( x ) = f ( x , a 2 + h 2 ) - f ( x t a 2 ), 使用拉格朗日有限增量公式两次，得 


< p { a \ + h ±) - < p ( ai ) — + ^ 1 ^ 1 ) 

= ^1 (/^(^l + 01^1^2 + / 1 - 2 ) ^ AW + ^1^1^2)) 

= h \ h 2 f ^ lX ^( o>i + 9 \ hi 9 a 2 + 沒2办2)， 

根据函数 rj lX Jx u x 2 ) 在点无= a 处的连续性，有 

<^(ai + hi) i(a'、 = hih2(f^ 2 (ai 7 a 2 ) 十 o(l>). 

另 一 方面， 

<p(ai + hi) — ^(^i) — ^(a2 + h2) — ^( 奶)， 

其中 ♦{ x 、 = f(ai + hi 7 x ) — 再用拉格朗日定理，得 

0 ( a 2 + 九2) — ^( fl 2) — ^ 2(/^2 ( tt l + 九1 ， 十 — / i 3 (ai ， + 巧九 2)) 

= h ± h 2 f^ Xl (ai + & [ k 1} ft 2 +^^ 2 } = 叱）+ 

从而成立等式 

UW 2) = O 1 ，® 2 )* _ 

定理 8 (杨定理） 设函数和 fL 2 ( xuX 2 ) 都在点 X = a = ( a U 02 ) 的 
某个邻域内定义且在点6处可微.那么 


fxi^ ( a l > ^2) — / x^xt 1 ^2)* 


► 考察函数 

A 2 / = /(ai + /1 ，叱 + 打)一 /(a ! 十 /i ， ci2) — / (o-l ! ^2 十 A) + /(ai, «2) f 
^(x) = f(x,02 + h) - f{x 1 a 2 ) t 


那么 


A 2 / = ¥>{01 十 A) - <p{a\). 
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从拉格朗日定理推出 


A 2 / = h(p f (ai -\-8ih) = /i(/ 二 (〜+ Oih.a^ + h) — /^(ai +0iA 3 a 2 )). 

根据函数， la ) 在点 x = a 处可微 T 得 

/ 二 (ai m + h) - /^(ai + Bih.a^) = &ihf^{a) + hf^ lX 2 (a) + o{k), 

Oi + 沒 1& 句） 一 0 1? a 2 ) = Sih^J^a) o(h). 

因此 

^ 2 f = h 2 f ^( d ) + o ( h 2 ). 

另一方面， 

A 2 / = ^(a 2 + h) - 

其中 ^( y)-/W + ^ y )-/(^ i ^). 与前面类似地得到 


于是 

/ 二 ; c 2 ( a i ， a 2) = f^ Xl (<iiya2). M 

推论杨定理和施瓦茨定理对于 n > 2也成立. 

为证此推论 s 需固定 除仏和 ％以外的其他变量，并使用已证的定理于所得的 
函数. 

定义14函数 /( 句叫作是在一点处二次可微的，如果它的一切一阶偏导数都在 
此点可微. 一 般地，函数叫作是 n 次可微的，如果它的一切 n - 1阶偏导数都是可微 
函数. 

定理 9 (可微的充分条件） 为使函数 f { x ) 在一点处是 n 次可微的，只需它的 
一切 n 阶偏导数都在此点处连续. 

证明用归纳法完成. 

推论 （杨定理的 推论） 如果函数 /( 旬是 n 次可微的，那么直到 n 阶的混合偏 
导数都与其中求导的次序无关. 

证明使用杨定理，归纳地完成. 


§7. 离阶微分.泰勒公式 


设函数 f ( x ) 在点5 6处二次可微.固定增量 dx = L 那么得到由下式定义的 


离阶微分.泰勒公式 
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新的函数〆无 ） =(屯瓦) 


g{x) = df(x) = ^ 


S 


a 


这是一个在点 ^ = a 处可微的函数 t 而且它的微分等于 


dg{x) = E 響 — 


即 


现置 h = Aac 


dg{x) = hsAx 

r—l 9—1 

dx „ 那么得到 


9 / df { x ) 
dx r V dx 8 


X=Q, 


於 m = f±^；n 

r—l 5=1 

这个表迖式叫 作函数 fix ) 在点 $ = a 处的二阶微分. 类似地定义 fc 阶微分 d h f ( x ) : 

邮卜±…■女 


显然，这个表达式可以用如下记号写出: 


d k f ㈤ 


(£ 


dx 


$ 


dx 


/ ㈤ ， 


S 


其中为得到展开式应形式地把括号中的表迖式的幂理解成多项式而把符号 dx fl ， & 

看作是独立变量，然后在表达式 dx dk Q X " 的分子的右边补写上 /(«)• 

我们指出，当 r > 2时㈤ 上般说击不具有不变性质.如果在的表达 
式中代替也以函数 A 一 ^(t) 的微分，那么就得到一个一般说来已不是二阶微分 
的表途式， 


实际上，如果= /Mf)), 那么 


d 2 h(F) 


d 2 f 


df 


EE 石冗；却咖 +E 

8 = 1 r=l s=l 


这里我们用到 


d 選却 


3 / 

dx ^ 


) 如 


，十 


dx 


但若…⑺是一次函数，即 
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则= 0,从而依然发生二阶微分形式不变.类似的结论对于三阶微分等也成立. 
据此，例如当 x^a + teR g { t ) = f{a + te ) , W 

tT/(a+ t 句 = dTg(t) = 5 ⑺ (0)(dt)' 

t=o 

从而函数 ff ⑷是 r 阶可微的. ， 

我们使用这个注记于推导 n 个变量的函数的泰勒公式. 

定理10 (带佩亚诺型余项的泰勒公式）设函数 f ( x ) 在点5 = 5处 A : 次可微. 
那么当 i 趋于 S 时成立下述 公式： 


/( 无） = P{x) + r(x), 

其中 

P(x) = f{a) + df(a)\ + + …+士 ， 

ld$=S— 3 丄 dS=x^3 紀， 1 dx=x—& 

r(x) = o(\x — a| fc ). 

► 对参数 A ： 使用数学归纳法.对于 fc = 1，定理的结论从函数的微分的定义推出+ 
现设友>1. 

从定理的条件推出，函数 r ㈤ 在点无= 5的某邻域17内有直到 fc - 1阶的一切 
偏导数.此外，在点6处函数 r (句 本身及其一切直到 fc 阶的偏导数都等于零. 
往下设 xeU , Ax ^ x - a . 那么 

r(x) — r{x) — r(a) ― r(a + Ax) — r(a) = Di + … + i? nj 

其中，对于 s t 1， …， n , 量用下述等式定义 

= r(tii + ixi 3 * *. ， d 』 十 /^ 怎 3 j g 没， * ■ ’ ， tin) 

— r(ai + Aa ? i , ■ - , ft a -i + . , a n ) 

— g[a 3 + Axj) - g(a s )- 

由此，使用拉格朗日公式于每个量认，对于某些满足0 < 匕< 1的匕，得 

D s = 0 + △工 a =T f Xs (a + v s )Ax s , 

其中 A = ( A ;^，... ^ Ax s - i ,^ s Ax Sj 0^ * ■ ,0)* 因此' 

r ( x ) = r^ L (a + + … ■ + r ^(5 + v n ) A ^ n . 

我们看到，对于每个 1, 点 6 + h eC /. 因此，可以对于等式右边的各 
偏导函数使用将参数 k 换为 k - 1 之后的归纳假设，那么，对于从1到 n 的全部 s 

都有 

r^io. + Vs) = p(\^- o| fc_1 )^ 
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由此推出 r ( x ) = o (| S - d \ k ). M 

定理 11 (带拉格朗日型余项的泰勒公式） 设函数 f ( x ) 在每点无 e O ( te ) 处 
都有 k + 1 阶微分，其中 e 是某个正数.那么对于任意的点5 e 0( a ,£), 存在点 
c = d + e ( b - a ), 0<9 < 1 ,使得 


k 


m = m + Yl 


dV ㈤ 


十 


d k+ 1 f{c) 




dx=&—a 


(k + l)l 


dx=b~a 


► 设冲 ） =/(S + 砑 - 5))， 那么根据单变量函数的带有拉格朗日型余项的泰勒公 
式 } 有 




其中0 < 0 < 1. 由于成立公式 


p (0 卜 / ㈤ ，八0卜奶旬|』 t ，…，5叫0)=沪/⑹|」 E ， 

I dx=b—d Id*—fr—a 

I ， ， 

I dx—h — n 


把它们代人上面的关系式中，就得到定理的结论 . ， 

注我们指出使得带佩亚诺型余项和带拉格朗日型余项的泰勒公式成立的条件的差异（定理 
10和定理 11). 在第一种情形，仅假定函数 f { x ) 在点^ ^ o 处有 fc 重可微性> 而在第二种情形 
则要求函数/(^)在一个邻域 0 ( d z e ) 上处处有 k + l 重可微性.我们注意到，在单变量函数的情 
形，函数在点 z = a 处的 it 重可微性保证了在此点的一个邻域内的 A - 1重可微性，而在多重的 
情形，这个条件只给出在此邻域内直到 fc _ 1阶的偏导数的存在性， 
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§8. 泰勒公式的应用 . 多变置函数的局部极值 

多变量函数的局部极值点的定义与对于单变量函数所作过的定义，逐字逐句完 
全一样.而且一般地，对于定义在任意的度量空间上的函数也是一样，只是使函数有 
极值的点的 e 邻域是通过相应的度量来定义的. 

定义15点 a 叫作函数 f { x ) 的严格局部极大点 t 如果存在点 d 的 e 邻域 
0(5/)，使得对于任何 x ^ a x e 0 ( a , e ) 都有 不等式 f ( x ) < /⑹： 

I 

若/(^) < /⑷则6 叫作非严格极大点； 
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若/(旬> /( 幻则 S 叫作严格极 小点； 

若/(无）会 /( 在）则5叫作非严格板小点- 

在一点处的严格局部极大值和严格局部极小值都叫作在一点处的严格局部极值， 
而非严格的局部极大值和局部极小值叫作非严格局部板值. 

定理12 (极值的必要条件） 若 S 是函数 f ( x ) 的非严格的局部极值点，并且函 
数 f { x ) 在此点有微分 df { x ) |_ = _,那么对于任意的增量 A 念皆有 

df ( x ) = 0，或者 grad/(^) = 0, 

ic=a x—a 

*9 

► 显然，只需证明，对于 3=1，… ，成立等式 

柳) =0 

考察函数#⑷=/作+ te 3 h 其中^是轴 Oa 的方向向量.那么显然，⑷以 
(= 0 为局部极值点，从而 〆 ⑼= 0. 但由于 

=分’(0卜0 

vx » x-a 


所以定理的结论获得证实 . ^ 

定义 16 使函数 f ( x ) 的梯度等于零向量的点 S 叫作函数 f { x ) 的稳定点- 

我们 发现， 函数 f { x ) 在点 x ^ a € 处的二阶微分是 n 个变量 dxi , … , dx n 

的二次型， 

定义 17 函数 f { x ) 的稳定点6叫作是正则的，若在此点存在二阶微分 ^/(a) 
且它是变量，… ， dx n 的非退化二次型，也就是说这个二次型的矩阵的行列式异 
于零. 


定理13 (极值的充分条件） 设 6 是函数 f ( x ) 的稳定点，即此函数在点 6 处的 
微分等于零，又设在此点函数有二阶微分，它是变量 dx u ^^ dx n 的非退化二次型， 
那么： 

1) 若在此点 d ^ f { x ) 是正定二次型，则函数 f ( x ) 在点 x = a 处取局部板 小值； 

2 ) 若 < Pf ( a ) 是负定的，則5是局部极大点； 

3) 若 < ff { a ) 是不定型 ，则 6不是局部板值点， 

► 1) 用 d 来代表变量 = T n 的二次型 < Pf ( a ) 的矩阵，而用 5( a ) 代表 
满足= 1的是 xeW 1 的集合. 

集合 S ( a ) 是有界的，并因其与自己的边界 dS { a ) 重合从而包含这个边界,所以 
是闭的.结果 S ( S ) 是紧集.因此，在集合巩句上,二阶微分作为增量^的函数达 



§9, 瞻函数 


到它的极小值 m ， 即存在黾， fg 0 | = 1，使 


// ㈤ | 


老 =&，△£== 


m > 0 


我们见到，对于任意的向量 △$ = \^ x \ e , | e [ = 1，有 


rf 2 / ㈤ | 




A 5 


A 刮 2 //( 元 ) 




根据带佩亚诺型余项的泰勒公式，得 


△/( 壬）=#(5) + -^/(5) + o (| Axj 2 ) 


2 




£=ra a 5 


+ o (| A ^| 2 ) 


^ ^[Ax| 2 m(l + o(l)). 


于是存在0,使得对于一切5 e 0 ( a y e ), x ^ a 7 成立不等式 A /(^) > 0 

2) 此款可类似地考察. 

3) 根据二次型 < ff ( a ) 的不定性，得 m < 0 < M ，其中 


M = sup ^/(a), m = inf 

] A^|^l |A 旬 =1 

并且量 M 在向量处达到，而量 m 在向量&处达到.那么，函数 5 i ⑷= f(a + tei ) 
在 * = 0处达严格局部极小值①，而函数 92 ( t ) = f ( a - hte 2 ) 在 f = 0处迖严格局部极 
戈值化可见，函数 f ( x ) 本身在点6的任何邻域中都既取到比/⑹大的值，也取到 
比/ ㈤ 小的值.从而点泛不是/⑸的局部极值点，， 

§9. 隐函数 

设给定点 ( a ? b ) = ( a lr ^ . an -^ eW ^, 给定它的 e 邻域，以及属于此邻域并 
满足方程 f ( x , y ) = 0的点 ( x , y ) 的集合 ■ 

定义18 n - l 个交量5 = ( iti ，■. - , x n - i ) 的函数 ^>( x ) 定义在点 S 的某6邻城 
上，叫作是对应于方程 /( 屯 y ) =0的隐函数，如果对于此 J 邻域内任何5都成立等 

r 

式 f { x ,( fi ( x )) = 0. 

定义 19函数 f ㈤ 叫作是在区域 ficM n 内的光滑函数，如果对于任何 xeQ , 
它都在点5处可微 ， 而且它的偏导函数在 fl 上连续. 

我们来 ® 明关于隐函数的定理 - 

® 此处原文作“局部极大值” 一— 译者注. 

® 此处原文作“局部极小值”——译者注. 
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定理14 (隐函数定理）设 

1} 函数 f { x iy ) 在点 (a, b ) e R 2 的某 e 邻域内 连续; 


2) b ) = 0; 

3) 偏导函数砮和 I 在 n 上 连续; 


4) 


0 y 


> 0. 


那么存在唯一的定义在 a 的某5邻域内的函数 y = “幻，使得 


1) ip(a) = b; 

2) 对于一切属于此 <5 邻域的 a; 成立 /(x, <p(x)) = 0. 此外，此函数 <p(x) 是光滑 

的而且 

f v ( x ， y) 1 卩 = 咖） 


► 由于在 n 上连续且> 0,所以存在以点 ( a t b ) 为中心，边平行于 
坐标轴且长度为 2A 的闭的正方形尺含于 n 之中，使得在此正方形上函数 fi ( x , y ) 
的最小值 m > 0. 根据 fy ( x ^ y ) > 0,函数 f { a ^ y ) 是严格增的.再由 /(a,i>) = 0,知 
f { a } & + h) > 0且 f { a y b - h ) < 0 . 根据函数 f { x , y ) 的连续性，存在 <S > 0,使得对于 
任意的 a: G [a — a + <5]皆有 f ( x , 6 + h) > 0和 f { x 7 b — h ) < ()■ 

由此推出，在连接点 4 = Ai ( x ) = ( x,b — h ) 和 A = = (x ,b + h ) 的线段 

上严格增函数分⑼ = f ( x y y ) 仅在一个点如处等于零*对于每个点 x €[ a ^ d 7 a + S } 7 
让点沿 与之对应，这就定义了 一 个函数 y = = y xt 它满足 


f ( x ,< p ( x )) = = 0, 

并且从等式 /(a，b) = 0知 = b . 

函数一㈦就是要找的隐函数.只需证明，函数 y = 在开区间 (a-5,a + 5) 


上可舰 




/丄 (x ， y|») 


我们先证 ^( x ) 的连续性.设点: r 和邱属于开区间 ( a ^ 5 y a + d ). 我们来证当 

Ax = x - xq — 0时 △# (: r 0 ) = tp ( x ) - ^{ xo ) — 0-置 y = Ay = 

那么 f ( x 0 } y 0 ) = 0, 结果，对于函数没⑷ =/( 疋 o + tAx, yo + tAy ) 成立等式 

5 ⑼二 3(4 = 0, 函数冰）在每点 t € |0, 1] 处皆有导数 


^(t) = fL( x o + tAx r y Q + tAy)Ax + j^(x 0 + tAxjo + tAy)Ay. 


根据罗尔定理，存在数0 € (0, 1) 使 g / ( ff ) = 0 . 由此得到 


^y = _Ml 
△a 一 狀)， 


§ 0 . 醣困数 


■ 265 ^ 


其中 f = ( 工0 + y 0 4- OAy ). 因此 


Ay < M 

Ax \ m 


M 


m ^\fL( x i y)h rn >0 


从而量有界.因此，当 


Aa ; — 0 时 Ay = Ao ; 


Ay 

Ax 


0,即 ^( x ) 是连续函数，此 


夕卜，由于当 Aa : — ^ 0时 Ay — 0,那么 | 
续性以及 A > 0,得 


(工0，如). 进而根据偏导函数 / i 和的连 




lim ^ 

Aa—►O ix 


/ i ( j： 5 y ) |^ = ^(^) 

fy( x ^ V) U 咖 ) 



注 1. 把函数 / 换成 y = -/ 就把 fy ( x . y )< Q 的情形归结到已考虑过的情形. 

2. 函数 y = ^ p ( x ) 的图像是曲面 z = f ( x 7 y ) 与水平平面 y = 0的交线 - 

推论（一般的隐函数定理） 设： 

1) 函数 f(x,y) 在点 (d, b) = (a ir ^ ， an - t ,&) E R n 的某 e 邻域 Q 中 连续; 

2) f ( a y b ) 二 0; 

3) 偏导函数 ■. ■ ， ^ 在 Q 上连续； 

’ dxi dx n -i dy 

4 ) 雙 > 0 , 

ay 

那么存在唯一的函数 y = W 旬定义在点6的某 <5邻域中，使得 
1) = b ; 

2} 对于此 <5邻域的一切点$式 f(x 7 ^?(x)) =0; 

3} 函数 ^p(x ) 是光滑的，且 








1, 


n 


1. 


证明实质上与定理的证明逐字逐句 重合， 仅需代替点 ㈦ &士均而考虑点 { a , b ± h ) } 

而以球 0(6 J ) 代替开区间 { a - 5 , a -^ 5 ). 

作为上述定理的应用，我们来考察用幂级数表示的隐函数的算术 性质. 这里引 

人的结果是艾森斯坦 ( Eisenstein ) 一 个定理的特殊情形. 

定理15设给定整系教代数方程 F(x, y) = 0,且 F (0,0) = 0, $(0,0} # 0. 还设 
幕级教 j / = y (； E ) = ^ a n x n 是此方程的解.那么 y =发(欠）是代数 函数. 逆设^系数 flfc 

都是有理数 ； A ： > 0广¥么存在这样的整数 i ， 使得当把: r 换成 b 时，从级数 y = y ( x ) 
所得到的幂级数的系数，可能除如之外，全都是整数. 

► 根据隐函数定理，存在唯一的函数？=训 ㈤ 在点（0,0)的某邻域内满足方程 

F { x , y )^ Q . 因此，这个函数与幕级数 y =没⑷重合. 



第十四章多变翬函数的微分学 


把多项式 F { x , y ) 写成如下形状 

F(x ， y) = Po + Piy + -^ + 

其中 P 0 = P 0 ( x ) r ^ ，仏=/^(：10都是变量 i 的整系数多 项式. 由于 F (0,0) = (^ 所 
以 i > 0 ⑼= 0. 根 据条件#(0,0) / 0 得： 巧⑼，0,把多项式 P 0 =凡( 办…， = 
P m (^) 写成如下形式： 

Po = 3 o ^+ hox 2 H -， 

Pi = gi + kx + • ■ ■ ， Si / 0 ， 


Pm ~ 9tti 九 m 怎 ― 


» # I 


其中所有的系数都是整数. 

现在令 a : = g^t 7 y = g x u, 其中 t 和 w 是新的参数.在等式 F(g^t,g 1 u) = 0中消 
去 f ^得 

Got + H ^ t 2 + ■■■+(]_ + Git + + --)n + i ■ ■ 4 - ( G m + H m t 十 ■■- ) u m = 0, 


其中所有的系数都是整数.由此方程得 

Got + Hot 泛 + . ■ ， 

A J 


1 + Git + 十 ■■■ 

Gm + Mmt + ■ ■ ■ 


(?2 十 H2t 十 ■ h 


1 十 G\t + + 




» * 


4 » » 


t + - 


1 + Gi £+ i ? if 2 + -- 




使用等式 


1 十之 


1-z 十之 2 —— + (-l} n z n + 


灞 » f 


， 1^1 < 1* 


那么表迭式 （*) 取如下形式 


(Ait 十 Ay 2 + ' ■ ^ ) + (So + Bit 


)u 2 + 


其中一切系数都是整数.我们来求出如下形式的函数 u = tx ⑷ 

u = mit + m2t 2 + m^t 3 + -. * . 


{*) 


那么，系数由下面的等式 确定: 


m \ = Ai , 

m2 = A2+ Boml ， 

= + 2 Bomim 2 十 ， 


由此推出，数…都是整数 .< 




§10, 隐函数组 
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特别地，从上述定理推出，函数 



ln(l 十和 f；(— 


都不是代数函数. 

问题 1. 设函数 f ( x y y ) 定义在正方形 K C R 2 上，并且对于每个固定的％函 
数二 f { x lV ) 在每点 x 处都连续.那么在正方形 K 内存在 f ( x iV ) 作为二元函数 
的连续点. 

2-设函数 f ( x t y ) 定义在 K 2 上，且对于一个变量的每个固定的值，它都是另一 
个变量的多项式.那么函数 f ( x , y ) 是两个变量的多项式. 

3. 构作一个包含在 xOy 平面上的闭单位正方形内的闭集 A 使它具有下述性 
质： 对于任何在轴 Or 上的闭区间[0, 1] 内的闭集 L , 在轴 Oy 上的闭区间[0, lj 内存 
在一点虹，使4与水平直线 V 二 VL 的交集到 Ox 轴的投影恰为集合 i . 


第二十五讲 


§10. 隐函数组 


我们来考察映射 

/U' /( 和 (A ]/ 爪 ㈤). 

设所有的函数 A ⑻,… 丄⑼ 都在点5的 e 邻域 0 { a , E ) 内是光 滑的- 那么，这样 
的映射叫作是光滑的 ■ 

定义20设函数 / i ⑸，… ，/m ㈤皆在点 x 处可微.那么 m 行 n 列的 


矩阵 



H 作映射 /( 幻= (/l ㈤ ，…的雅可比矩阵 - 

雅可比矩阵的行是函数九(句的梯度 ， fc = l ， …， m . 

设 m <仏我们考察矩阵 J 的随便不同的 m 列.它们构成矩阵 J 的一个 m x m 
阶的子矩阵 J { k lr - 其中幻，…， fem 是所选出的列的号码 - 

定义21矩阵… y k m ) 的行列式 H 称作是映射/㈤的一个雅可比式，并 


记作 



…，/ m ) 

_£)(〜，". ^ fc m ) 
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定义22 可微映射 f ( S ) 叫作是在点^ - d 处非退化的，如果在此点处它有一 
个雅可比式异于零+ 


送意味着： 

1) 矩阵 J 在此点处有最大的秩，或者 

2) 函数的梯度在此点处线性无关, 


定理 ie (隐函数组定理）设 n = m + p，；p > 0-此外， 

1) 映射/ : ^ R m 在点（豆，石）处非退化，其中6 = ( a ir ^ } a p ) 且石= 

…而且/在点 { x , y ) = ( a , b ) 的某邻域 = 0((5,5)， e ) 内是光 滑的； 


2) f ( a , b ) 

3) H { y ) : 


= 0 ; 

D ( f l7 


A ■ ■ 


j / m ) 


D ( yi , * - s y m ) 


/ 0- 


那么， 在点泛的某邻域 0( S ，5) ^ fii C R p 上存在唯一的光滑映射 ip { x ) = 

} < f m ( x )) 其中 f = ( xi , …， a ; p ) e n lT 具有下迷性质： 

1 ) f(a^(a))= 0 ; 

2) 对于一切 5 € fii 有 f ( x , < p ( x )) = 0； 

3) Mx ) = 其中乂 = J f ( y\B = J f { x ). 

这里 A 和 5 分别是雅可比矩阵々对应于变量 w 和 A ， …，％的两部分, 

换个说法,这个定理断言，方程组 


^ Vm ) = o , fc = 

关于变量 Vu …， Ihn 有解 s 它的解是变量： ci, …，; r p 的函数扒= - ■ , y m = 
^(^) ? 这些函数满足恒等式 

f k (x,<f(x)) = 0 , 土 (V? = (n … n ))， 

其中仏是点5的某个邻域，并且 

a ) f ( a } ip { a )) = 0; 

b) /(x ? y ) 在点(5 3 6) 的某邻域内是满足条件 

D(/i ， …1 fm) 一。 

- yVm ) ^ 


的非退化光滑映射. 

注1.第3> 款中的矩阵等式确定了一切形如 

( i ) ? ^ 1 

-Q- ? = I, - ■ 5 = 1, …， p 

的偏导数. 

2. 如果 f ( x ) 是线性映射,则定理的结论是线性代数中关于线性方程组的解的简单事实, 


§10- 
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► 我们来证明定理，考察矩阵4的雅可比式 H ( y ), 把它按最后一列展开.得 

此 、 TT d fl t ZJ d f^ , , u a /m 

ff ⑻ = rfi — - h - 1 - H ^ 

9y m &Vm 

由于 H (幻在点 ( a t b ) 处不等于零 T 所以矩阵 d 至少有一个子式不等于零.不伤一般 
性，可认为坧/ 0- 

对于方程的个数 m 使用数学归纳法.当 m = 1时，定理的结论已在上一节中证 
实.假定定理的结论对于 m - 1个方程成立.我们来证明它对于 m 个方程也成立. 
由于坧/0,使用归纳假设于函数 / 2 ( A 5), … J m { x , y ), 得知存在函数 

Vl — ^1 * ■ . ， Vm—l ^ Wm — 1 ( I ， ?/ m ) 

I 

对于点 （ Mm ) 的某邻域％的一切点满足条件 


fkd 礼 … ， ♦ 爪 -lyVm) = 0 , 




2 ,… ， m- 


现将 礼… 代入函数 M & V ), 那么 




^ ^ 


1 (屯沒 m )， 匁 m) = 


3$ 


我们证明在点 ( a y bm ) 处 f # 0. 实际上 

Oyvn 


a 伞 


dh 離 


dy m 办 1 Qym 

八 & f 2 9^1 




9yi dy m 


+ … + 


| dfi d^m-i , df x 

dym-i dy m dym 7 

df 2 d^ m -i df2 

& y m -l dym 


0 = ff ^ + "* + 


df m 

dym-1 dym 



df m 

dy m 


把第二个方程乘以丑1，第二个乘以迅，依此类推，把所得的表达式加起来.结果， 
由于当 k ^ m 时成立等式 


dl 


S ^ 0 


且当 A : = m 时，此和等于 JT ， 那么就得到丑1 




dy 


H , 由于 H 和丑！都不等于零， 


m 


所以 f =务¥0. 

9 ym 

于是，根据隐函数定理，存在唯一的函数 s/m 

中 △ ( 无 #( 无 )）= 0 , 其中 


y ? m ( x ) 使得在点5的某邻域 Q 


^ pl ( x ) =妒1(无，(元))，■ ■ ■， V ? m 一1 ㈤ = ^ m — 1 (无， Pm ㈤ 夂 
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当 A = 2, - ■ ■ ， m 时，在区域 fi 上有 f ^( x ,< p { x )) ^0. 

根据一阶微分形式的不变性，对于 A; = 1， m 有 


0 = d/ fc = H - 十 _^cfcr p 十 

C^IjC J tJX^p 

_ 

此事用向量形式可表述成 


dh 

dyi 


dipi ( x ) + 


Bdx + Ad^p(x) = 0 , 



^Pm ( 工 ) * 


其中 





dx = 



由于成立等式 


其中 


所以，我们得到 


d ^ p ( x ) = J ^ xjdx ^ 

/ d<pi d 外 

f dxi dx p 

J^{x) = f . 

difm 

dx\ dx p 



AJ,p{x)dx + Bdx = 0 j SP ( 7 ^(^) + A _ 1 B) dx = 0 . 

于是，线性映射把任何向量 dxeR ^ 都映成零向量.因此，它是零映射 ； 即 Mx ) + 

A^B = G 或 J^(x) = M 

推论（逆映射定理）设光滑映射 ^: R n ^ R n 在点 x = a 的一个邻域内给定且 
在点 x = d 处非退化.那么存在光滑逆缺射 ^(y) = ^ _1 (y ) 定义在点5 = < p ( a ) 的某 
& 邻域内，它使 = 且映射 询 )的雅可比 矩阵及 等于 


J 吻 
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此定理是隐函数组定理的直接推论.只需把等式安- = 0写成隐函数组的 

形状： 


= ( pi ( x ) - y x =0. 


J/) = (^) 一 J/n — 0 ? 


然后根据隐函数组定理通过 # 表示出元 


§11. 多变量函数的条件极值 

定义23设《是 R n 中的一个区域，是定义在上的光滑函数， 
m < n . 那么，方程组 < pk ( x ) = 0,^: = …， m 的解的集合 c fl M 作是由蟲数 

中 u …冲 Try 生成的流形 I 方程 办⑸ = 0称作为流形的条件方程. 

定义24点6叫作是在流带仏中的条件扃部最大点，如果在点5的某邻域内 s 
对于任何属于此邻域且属于流形的点$都成立不等式 f ( x ) < f { a ). 

条件局部最小点及条件局部极值点可类似地定义 ■ 

注如果条件不存在，则条件局部极值称作是无条件周部极值. 

定义25点6叫作函数 J 的奇异点，若 grad /( a ) = G ， 而若 grad / ㈤ # 0,则叫 
作非奇异点. 

定义26流形 fii 叫作是非退化的,如果对于每点^ e ^1梯度向量屯 s = 
grad 办⑼ ， s = 1,…， m , 都是线性无关的- 

定理17 (条件极值的必要条件）若在非退化波形中的非奇异点 5 处，函数 
f ( x ) 取得条件极值，那么向量 F = grad (/( x )) 在点6处表达成诸梯度 

^1 = gradwi (至 )，… f ~ grad < p m ( x ) 

在诙点处的值的线性组合，也就是说，存在实数 , A m 使得在点石处 

F — Ai 每 1 + “ * + Xrn^m- 

为了实际寻求条件极值，此定理的结论可改述为如下形式- 

推论（拉格朗日乘子法 } 设久:，…是独立的实变量.考察拉格朗曰函数 

i ($ t A ) = /(^) — Ai^?i ( x ) 一 .“一 
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为使函数 f { x ) 的非奇异点泛是此函教在非退化流形 R 中的条件极值点，必须对于 
某 X = 成立等式 

dL (无，叉)| __ _ =0， 

\ x =< 1 9 \= Xq 

也就是说，函数 L ( x , X ) 关于变量％和 A r 的一切偏导数在点 ( x , A ) = ( a , A 0 ) 处都 
等于零. 

► 我们来证明此推论 . 若让关于变量的偏导数都等于零，则得到条件方程，而 
若关于 A 3 = 1，-.求微分》则得到把函数 /( 幻的梯度表示成诸 < Pr { x ) 的梯度 
的线性组合的条件.根据定理17,这就是必要条件.推论获证. 

证明定理的思想是 t 寻找 n - m 个线性无关的 向量办 m+1 ，…使得这 
些向量中的每个都同时垂直于向量 F 和向量 t ，… ^ 由此推出，由这些向量的 
—切可能的线性组合所组成的线性空间 L 具有性质$丄 L 且 I 丄 = 1，， m . 
空间 i 的正交补，即空间由与 I 正交的一切向量组成，它包含向量 : F 
和电 i ，… jm . 空间的维数等于 m . 由于^ ，… ，否 m 是线性无关的，它们构成 
L - L 的基因此， 向量戶 是诸向量 I ，…， # nz 的线性组合- 

我们发现,其实 i 是由位于每个曲面 = 0在点6处的切平面内的全体向 

量所组成的 ， S = l s …， 抓 

于是，剰下的事就是找出向量 … ，知 e L ®， 我们以如下的方式来选取这 
些向量.不伤一般性,可认为 

， ym ) 一 0 

■ * * ，工 m ) 

根据隐函数组定理，在点泛 e 『的某 e 邻域中,存在 m 个光滑函数也⑺ 3 … ，咖 n (4 
其中 i = (； r m +1 ，… } x n ), 使得 

叫(也(5)，…= 0, 

同时 

… ^ m { Su ), Zo ) ^ 0,(嗲1(办)，一 ^ m (^ o )^ o ) = ^ 

设 g r 是坐标轴 Oav 的方向向量 ， r = m + 1，…， n . 考察函数 

= ^Pk{^pl{ z 0 ^r) ，， VVn(2o + tc r ) 5 Z(y + = 0, 

其中 fc = l ， … .， m , 同时考察函数 

ho ^ r ( t ) = f ( i >\( Z 0 + te r ) 7 - * ，妙 m (至 0 + 纪 r ) 5 芝 0 + 泛 T *)， 

①此处原文作知，… , a n - m GL ^. 原文中还把 1 丄的维数写成 n - m . 还有其他诸如此类的疏 
漏 ——一 译 者注- 
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所有这些函数在点 * = 0处的导数都等 于零： 对于第一个到第 m 个函数,这是因为 
它们根本就恒等于零，而对于函数知/⑷，则是因为点 f = 0必是此函数的局部极 

值点. 

根据关于复合函数的导数的定理来计算 屺 〆 *)1 =，得 


〜⑺: 


it=0 

t =0 


d < p k din 、 ■ d ^ p k di)m t d^k 

dxi dx r dx T dx r 

3f difj^ + _^ df + df 

dxi dx t dXjn dx T dx T 


其中 fc = 1，… ， m;r = m + 1，…， tk 于是得 


这里 


^ ⑷ t ; o «〜) = o s K tr (t) | fco = (^^) = o 






m 




dx 


，0 ,… t 1， 


r 


数 1 处于第 m + r 位. 

于是，所有的向量知^，… ，〜与 向量兄 & ^中的每个都垂直，这里根 
据流形的非退化性诸向量 I ，…显然是线性无 关的 . < 


§12,可微映射.雅可比矩阵 

我们来证明，映射/ : 的雅可比矩阵具有与函数的导数相类似的某些 

重要性质- 

定义27 设映射 a : f — R m 定义在点元= 5的某邻域中，如果 

f 一 0 间 

则说 a ( x ) 是向量$的长度的高阶无穷小量，记作 

a ( x ) = o (|5 l ). 

定义28 称从 R ” 到 ！ R m 的线性映射 l ( Ax ) 为映射 f ( x ) 在点 x = a 处的微分， 

如果 

Af { x ) ^ l ( Ax )+ o ([ Ax \), 

记作 i{ii) = df { x ) 1^^ 

若映射在一点处存在微分，则说它在此点可微.映射的微分可用以下等式定义: 

lim = 0 
0 △ JT [ 
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命题4若映射有微分，则微分是单值确定的. 

► 设 WAS ) 和 i 2 ( Ax ) 都是映射 f ( x ) 在点$ = 5 处的微分■置 l { Ax ) = h ( Ax ) - 

!2 (A 亍)， 

从三角形不等式得 

\ l ( Ax )\ < \^ f ( x ) - h ( Ax )\ + \ Af ( x ) - l 2 ( Ax)l 
根据映射的微分的定义，由此式推出 


lixn 響 4 - 

—0 \Ax\ 

但由于映射 l(Ax) 是线性的，所以对于任何增量 A 元有 

響 =Um 蠻二 0 ‘ 

[ A ^| i-^o \tAx\ 


可见，映射 l ( Ax ) 把整个线性空间映成零向量，从而它是零映射，而这就是所要 


证的. 



命题5设 f { x ) 是可微映射,那么成立等式 


Af { x ) = Jf ( d)Ax + o(|A 元 1)， 

其中表达式 J f { a ) Ax 理解作雅可比矩阵 J f ( a ) 对向量 A 元的乘积 ■ 

► 证明是明显的 . 4 

我们还引人映射的微分的某些性质，这些性质都从定义直接推出 - 

1°映射 f { x ) 有微分 df { x) y 当且仅当每个函数 f k ( x ) 都 有微分 df k ( x ), 这里 

/⑻ =(A ⑻，…上(琳 

2 D 若映射$二 g ( x ) 在点 S 处可微，而映射 f ( y ) 在点6 = g ( a ) 处 可微， 且点沒 
的某邻域在映射之下的像包含在点5的某邻域中，那么映射 h ( x ) = f ( g ( x )) 在点 
a 处可微，且在点 x = a 处成立 


3°在某球0(5,6)，反6 > O y 内光滑的映射/ : IT — K m , 必定在整个球 

0 ( u } e ) 内可微. 


第三部分 

函数级数与参变积分 


近代数学课程的讲授有这样的一个趋势，即把过分的抽象的叙述转化为丰富的 
具体内容.这与过去的数学家的作法，在一定程度上具有共同之处.瓦莱-布散的《无 
穷小分析教程》就是一个把叙述的严密性与具体性以及与思想的明晰性相结合的例 
子，此书在很多地方作出了典范.本书的作者们力图把讲义的提纲挈领的简明叙述 
与可接受性及教科书的完整性结合起来 k 另一方面，教程力图把极限过程的作用贯 
穿于一切它可能出现的场合，面作为表述对象的一个基本原则.我们还要指出，这一 
部分的材料反映了整个数学分析教程的最本质的基础内容.这些内容联系于完成与 
两重极限概念相关联的某些极限过程，以及这些极限过程的交换次序. 

此处，我们还要考虑一般理论在以下诸方面的应用：对于无穷乘积以及无穷行 
列式，欧拉积分的理论基础，关于二体运动的开普勒问题以及贝塞尔函数，反函数的 
拉格朗日公式，广义泰勒公式，泊松求和公式以及高斯和的精确计算.理论的另一应 
用是，拉普拉斯渐近方法的叙述以及周知的，作复变函数论中的鞍点实插值方法的 
稳定位相法的叙述.我们还注意到这种 情况， 讲义中叙述应用材料 的话， 其篇幅通常 
要超过单独包含课程的基础理论的讲义.我们还将发现，应用材料的选取的目的在 
于使大学生养成对客观事物的数学兴趣和爱好. 
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第一讲 

§1. 收敛级数的基本性质.柯西准则 

数学分析教程的这部分包含三个大题目 ，即： 

1>数值级数与函数 级数； 

2) 依赖于参数的 积分； 

3) 傅里叶级数和傅里叶积分， 

第 3) 题目形式上应归属于前两个题目，不过由于它的特殊的重要性和独特的固 
有性质传统上总把它另设一章. 

数值级数的概念已在叙述数列的课题时顺带考虑过了.现在我们来更详细地研 
究这个问题. 

回忆一些基本的定义. 

定义1设 { a n } 是任意的一个实数列.称形如 

5 — ai + as + <13 + ''' 


的形式上的无穷和为数值级数或简称为级数， 

通常使用简化的记号 ： s = £ %,或简化为这里，在求和号中自然参数 

n=l 


n 确定数列的项的号码.对于固定的 n ， 对应于它的项如叫作级数的第 n 项. 同时， 
符号 a n 作为自己的号码的函数叫作级数!〜的通现代替字母 n 可以使用任何其他 
的字母来表示取自然数值的参数. 

现考察由等式 

71 

s n ^ ai + - ^ + a n = y ^ a k 

k=l 

给出的一个新的数列 K }. 

定义2数列 { s n } 叫作级教的部分和致列，它的第 77 项叫作此级教的第 
n 部分和. 

定义3若级数的部分和教列 M 收敛到&即若 = s , 则级數 
叫作是收敛（到幻的> 而数 s 叫作是它的和.此 时写： 一°° 

oo 

〉: = dn =方， 

n ,— 1 

而若數列 { s n } 没有极限，则说级數 Y ,<^ n 发散. 

基本上我们将只对收敛级数感兴趣. 

定义4若级数收效到数 s , 则差 r n = s -^ 叫作级数的第 n 余项 ■ 

我们见到，由于当 n — ^ oo 时 s n — > s : 所以当71-+00时〜一 ^ s_s = 0- 
对于所引人的定义和记号作一点修正.若在数列 { an } 中去掉前面的 m 项而剩 
下 打 m + l ， a m +2, " ■ ► 可把所剩的项看作一个新的数列 { b n }, 其中 6 n = a ^ +n .以乂 
为通项的级数£心有部分和 

Tl = l 

n m+n 

= bi + ■ ’ . + = ft m +l + ’ ■ ■ + CtTn+n. = ^ : ^m+A ： = > : = ^rn+ti 一 各 

k^l. fe=TT|.+ l 

此外， 级数 f k 作为形式上的无穷和，可以写成 

n=l 

CSO OO 

^ h + b 2 + - - = a m+ i + a m+2 + … =^ a n , 

n=l m+1 

于是无穷和 £ 知 可看作 级数. 

灼=爪+1 

我们还将考察形如的级数，其中是某个自然数的数列.我们要研 
究这样的数列的收敛性. a=1 

命題1级数登的合项、可依下述意义表示成波数兗叫： 

1 fc=n+l 
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1) 若级数史如收敛，则 r 


00 


► 


2) 若级数 g 知发散,则此表示只具形式意义; 

3) 不发生 M 情形. 

从第 3) 款开始证明.当 fc > 1时，对于级数 


QO 

m=n+i 


的部分和必和级数 


f 〜的部分和办伟成立等式4 =扣 +n -〜.对于固定的 n , 数列以}^和 
{^ + n }^ =1 具有相同的收敛性和发散性.这就表明第 3) 条结论成立- 


在第 1) 种情形，两级数同时收敛，在等式砣= 


s n 中令 A : 


— ^ oo 


而取极 


限.那么得 


yZ <^ k = lim 4 ltm ( s k ^. n - s n ) = s - s n 

’■■■’ K ― ►oo K -H30 


T n - 


从而结论 l ) 获证. 

至于结论 2)， 应该看到，形式的等式 

OO 71 <30 

% ' ^ rT ^« ^ rr ^« 

2^ ak = 2^ ak+ A, 


a* 十 2 ^ °jfc = 
Jc=n+1 


■ it 

Jl ak + lZ ak 


+n 


① 


可以看作是对于形式的数值级数的可能的一种运算的定义.在引入类似的运算时，只 
需限定等式的右边和左边当即使只有一边成立收敛性时，转化成数值的等式+实际 
上我们上面考察的情形正是如此.命题1证毕.， 

例1.级数 g , 收敛， 且其和等于 i . 

n=i n ( n + 1) 


实际上，我们有 


^ + 2^3 + 


I » # 


+ 


n{n + 1) 


^) + V 2 






f 1 丄 

\n n + 1 



当 n — oo 时，即 s = lim 在 n = 1. 


2. 形如 


a 十 clq + ■ _ _ + dq n + 


V 4 % 


1 a 一 0 


的无穷几何级数的和. 


当分=1时，有〜从而级数 发散. 当 g / 1时成立等式 






a + aq + -+ aq 71 ^ 1 = a(l 十 q + …+ g n_1 ) 

a(l -■ q n ) 一 a _ aq n 

l — q 1 — q 1—q 


①原文 等式最右端只有一项叫 十， 一 一 译 者注. 
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周知，当 W < 1时 f — 0,而当 M > 1时 { q n } 发散.所以上述级数当 W < 1 
时收敛到和3 = 而当 W > 1, a / 0时发散. 

3. 调和级数 ^ l/n = 1 + 1/2 +〜+ 1/打+ .-.发散，而当 a > 1时级数 
Y , l/^ a = 1 + 1/2^ + ■ ■ ■ + l / ri a 十 ... 收敛， 

首先我们看到，级数之发散乃其部分和数列之发散故需证数列〜=1 +… + 1 /n 
发散.为此只需证此数列无界- 
对于 n = 有 


^^^ = i + \ + (l + \) + (l + l + 1 - + l )+-- 

+ (2」+ l —■■ + ▲) >1+ ■十 2 • 条 + 

k k 

= 1+ 2 > 2- 

由此推出，无论数 M > 0多大，总存在号码 n = 2 fc 使得〜> Jb /2 > M . 为此只需选 
取自然数 fc > 2 M . 换 言之， 子列无界，从而发散，调和级数本身亦发散 - 
为证级数 El / n « 收敛，根据魏尔斯特拉斯定理，只需证明它的部分和 

, 1 1 

是有界的，这是因为部分和序列是单调 增的. 考虑某满足条件 n < 2 fc 的 t 那么成 
立下述估计： 


亡71 <亡 2 fc = 





< 1 + 1 + 



111 



+ 


» % 




1 

2(*;-1)^ 


_ ■ 




2(fc ， i)a 



1 + 1 + 


2 


< 1 + 


2 a 

1 



2 2q 


+，_■ + 


2 k 


2(*-!) 


Or 


1 - 2 1 


a 


于是部分和数列 { M 有界,从而原来级数收敛. 

我们来建立收敛数列的一些最简单的性质. 

命题2从无穷和中删除有限多项，或对其添加有限多个新的被加项，不影响级 
数的收敛性. 
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► 考虑删除被加项的情形，因为第二种情形是类似的.那么，设从级数中删 
除了具有号码 &<•■•<& 的项把剩下的项依照它们从前的号码的递增顺序重新 
编号.如此所得数列的通项记作那么对于任何 m >叫有 

m 

= ^ 2 石托 + - H - a njc . 

n=l n—1 

由此推出，这两个级数的部分和数列知和- m t k bn = S 爪— 

a n , - w 同时收敛或同时发散 ■ < n ~ L 

命麵3 若 E a n = s 且 c € K ， 则 E ca n 二 况 

命题 4 若 E % F s 且 E t 则 +b n ) — s + t. 

命题3和命题4的证明是级数和的定义以及级数和级数！：&的收敛的 
部分和数列 {〜} 和 { t n } 的算术性质的直接结果- 

命陲 5 (级数收敢的必要条件） 若级数收敛，则当 n 4 00 时知 — 0 ■换 
言之， { 知 } 是无穷小數列 . 

由于 a n = s n — s n — 1 故当 fl — ► oo 时, 〜4 s 一 s = 0, 此即所欲证者 + 

例 1. 级数 g (- ir — 1 发散，因为％ = (- I )"- 1 不趋于零， L . 欧拉賦予此级 

n=l 

数以和 i . 尽管依我们的定义，这是不对的，但依处理问题的另一种更一般的观点， 
欧拉的 il 断具有严格的数学意义.这要说到发散级数求和问题的恰当而卓有成效的 
提出.例如，可以把定义在数列上的特殊的线性泛函数的值看作发散级数的和， 

等等. ^ 

2 , 级数 f sinn 发散，为证此结论 f 只需认定等式 ^ lim^sinn = 0不成立.实际 

上，假设当 rT 二 oo 时 sinn — 0. 那么由于 

sinn — sin((n — 1) + 1) = sin(H — 1) cos 1 + sin 1 ^ cos(n — 1 )， 
sin 1/0 ， cos 1 卢 （X 


在上式中过渡到极限，得 

0 — lim aiiift — cos 1 - lim sin(fi 一 1 ) 十 sin 1 ■ 1 血 cos(n — 1) 

n^-oo n^oc 

= 0 + sin 1 * lim cos(n — 1). 

n—>oo 


由此得 lim cos(n — 1) = 0, 但在这种情况下，当 n — oo 时 

n—oo 

1 二 sin 2 n + cos 2 rt —^ 0 + 0 — 0, 
①原文此处作 V m ” 一厂译 者注 . 




这是不可能的.因此，级数发散,这就是要证的. 

所考察的例子表明，就连最简单的判别级数收敛性的条件，对于研究级数的收 
敛性也是很有用的.另一方面，对于数列的收敛性的柯西准则也提供了对于数值级 
数的收敛性的相应的准则. 

定理1 (柯西准则）级数^〜收敛的必要且充分的条件是，对于任意的 f > 
0,存在号码 no =邮⑷，使得对¥任何自然教 p 以及一切 n > 7 i 0 ⑷，成立不等式 


n+p 


-fp 一 








k=n + l 


定理的论断与对于级数的部分和数列 M 的收敛性的柯西准则等价.根据定 
义，部分和数列的收敛性就是级数自身的收敛性. 

定理1可以用直接的形式改述为级数发散的准则. 

定理 2 (级数发散的柯西准则）级数发散的必要且充分的条件是，存在 
一个 e > 0, 使得对于任何 tio ^ 1都找得到自然数 n > n D 和自然数 p ， 满足下面的 
不等式 

n+p 

tn=n+l 


定义 5 任何形如- S n 


"ff a k 的表达式都叫作级数 ^ a n 的一段 


h—n-^l 


例 级数笤 $ 收敛. 

使用定理1 这个 论断. 我们有 


s n+j& 一 s n\ 




cos(n + 1) 


(n + 1 户 



++ … + 


(n + p ) 2 




n{n + 1) 


H - h 


(n + p— l)(n + p) 


n + 


+ 



n+p 


1 _ _ x -) 

p — 1 n 十 p / 


n+p < n 


所需的不等式 \ s n ^- p - s n \<£ 成立，如果，訾如说， i s 亦即 u i ,置 n 0 ( e )= 

n e % 7 

i + 1 ■则 n Q (e) > 1/^ 且对于任意的自然数 n > 叫⑷和任意的自然数於成立不 

■ m 

等式 


n < ^ |Sn ^~^ l<£ 


因此,根据定理1，级数 收敛. 


2. 调和级数 1 + 1/2+1/3+ …发散，使用定理2,对于一切 n 和 p = n 有 


沒 2n 一 = — r^T H -^ r > 二-十 


警， 4 


n + 1 


2n 2n 


-U —** = 一 

2n 2 


于是，若令 e = 1/2 并且对于任何 no > 1, 作力 n 和 p 取数 n — p — riQ 则定理 2 的 
条件成立.因此断定级数发散. 


3. 级数 


oo 

E 

u =2 


71 Inn 2 In 2 nlun 


发散 T 实际上 ； 对于任何自然数*皆有 


k-tl 


V -^ 1 

~ 




2 fc 


n=2^+l 


nlnn 2 fc+1 (fe + l)ln2 2 ( 尨 + 1) In2 


因此 , 对于 a > i 我们得到 


1 1 k 1 

5 炉 U 2{k + iyin"2 + … + 4)^2 > 4U^2 " 41^2 


置6 = 那么，作为托和 n + p 取数 n = 妒且 n + p = 22fc T 则对于任意的 

4 in 2 

k ^ l 成立定理 2 的条件-这就表明所给的级数发散. 

我们再次提起注意于在级数的收敛性的定理和数列的收敛性的定理之间的紧 
密联系.我们还明确，任何级数都产生一个部分和数列，它决定级数的收敛性■反 
过来的结果也成立，就是说：任何数列都可以看作是某个级数的部分和数列 .. 实际 
上，如果 {&„} 是某个数列，那么可将它联系于级数其中 M =卜，且对于 

n > 1 ， On+i — 6 n +i — b n ， 


第二讲 


§2. 非负项级数 

定义6级数 E On 叫作非负项级数，如果对于一切 n 有>0, 

非负项级数是一种最简单的类型的级数，人们常通过非负项级数的性质来研究 
一般类型的级数+因此,级数理论的展开通常总是从非负项级数的研究开始.对于这 
种级数的一般项，我们将特别地使用记号抑(代替如).基本上我们将只对这种级数 

的收敛问题感兴趣甲 
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定理3 非负项级数收敛的必要且充分的条件是它的部分和数列有界. 

^ 设〜是级数 E 恥的第 n 部 分和. 由于恥 > 0,所以数列 { s n } 不减.于是，所 
要的结论从魏尔斯特拉斯关于单调数列收敛的准则推出 . 4 

例设 k 是正的，不减且趋于 + oo . 那么级数 ^ 2 ( b n + 1 ^ b n ) 发散，而级数 

-点)收敛 ■ 

实际上，对于这两级数的部分和〜和 t „， 有 


s n = b n -\-i - &1 一 +00, tn — T - 7 - 

bi o u+ i 



< 


6 i 


于是所需的结果从定理 3 推出. 

定理4 (比较判别法） 设 J ： p n 和£如是两个非灸项级数，并设从某号码 no 
开始，对于一切 n > no ^ 0 ^ ^ p n . 

那么： 

a ) 级教 ^ p n 收敛蘊含级数乙 g n 收敛； 

b ) 级数 £ g n 发散蕴含级数 J ： p n 发散. 

► 不伤害收敛性，可以抛弃每个级数的前即项.对于一切 n > n ^ 令 


s n — > 二 Pm ， 

m = no+l 




tn = n 0 +l 


那么，对于任何 n >如皆有0 < 〜在情形 a), 数列 { s n } 有界，所以 {*„} 也 
有界^于是级数收敛.在情形 b )， 数列 -> +oo, 因此〜 — +00,于是级数 
^2 p n 发散 . < 

定义7定理4中的级数 YlPn 叫作级教 I：9n 的强级数，而级教叫作级 
数乙 Pn 的弱级数.也说级数强过级数乙如，而后者弱于前者- 

对于非负数列也有类似的定义. 


应用比较判别法的方案是选择适当的强级数以证明级数收敛，或选择适当的弱 
级数以证明级数发散.通常作为强级数和弱级数的是通项比所考虑的级数来得简单 
的级数，或人所共知的例如调和级数，几何级数等等. 


例（柯西缺项判别法）若非负数列 { Pn } 不增，则级数 f>n 与级数 
同收敛或同发散. " =1 

► 由于恥 > 0所以级数！>„的部分和数列不减，而且它的任何子列 KJ 都与 
{ Sti } 同收敛或同发散.对于任意的自然数 n ， 存在整数 fc 满足条件2^! < n < 



对于这样的 n 和我们定义 bn ^^. 那么根据条件，成立不等式 


= P2 k ^ Pn ^ 仍卜 1 = bn— 1 ， 


fc — 1 


p2 h ^ P2 k ^ Lj hl + 1 " ¥ + P2 h ^ 2 fc ^ 1 p2 fc ~ 1 


因此，对于级数 E ^ n 的部分和和 a 2t ，有 


< J 2 k 






2 fe 


^ 2 m - W ^ £ 


Pn 




^ 2 * < 2 2 m pam = 2< j ^ fc - 


这表明, { a 2 4 是{吵}的弱数列而 {2^-!} { s 2 ,} 的强 数列. 于 是级数和 

同收敛或同发散，这就是上面所断言的 . < 

比较判别法的思想可用来导出一些其他的类似的有用的命题.下面的定理就属 

于此类. 

定理5 (广义比较判别法）若在定理 4 条件中，把不等式如 S Pn 换成不等式 
Ssdii < Eh ± l 则定理的结论依然成立. 

n -n _ T 


► 


由于抛弃级数开头的有限项不影响其收敛性，所以从一开始就可认为《0 


L 


把定理条件中的全部不等式连乘至号码％就得到不等式 


9n ^ Pn 
—^ — 
<h Pi 


QnPl ^ Ml 


使用定理4,得到关于级数 Pl 和级数 qif ^ Pn 的所需的结果*而用同一 

个异于零的数遍乘级数的每一项， 55 b 响级数的收 ft , 所以这就完全证明了定理 


5. 


定理6 (达朗贝尔判别法）设对于级数 EPn 的项 T 从某个号码 no 开始成立条 


件 


1) Pn > 0； 


2 ) D 


¥ 其中 0< g<l 


那么级数收故.而若对一切 no , 代替不等式 2) 


而成立 p-±l > i ? 则级数发散 

Pn 



1) 把级数与收敛级数 相比钯 其中 b n = C 对于 n > no 有 


Pn+1 

Pn 




b n +i 


因此,定理 6 的第一个结论从定理 5 推出, 
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2) 在第二种情形，应対于一切 n 都令& = 1. 那么根据级数的发散性和 


不等式 


Pn+1 

Pn 



fen +1 




从同一个定理 5 推出级数乙发散 . 4 

定理7 (极限形式的达朗贝尔判别法）考察级数设对于一切 n 有> 

0.令 

q = lira , r — lim ^ n+1 . 

Pn n^oo p n 


那么，当 g < 1 时级教 52 p n 收敛，而当 r > 1 时它发散. 
我们证得 


lim a n = 



inf 

mGN 


sup a n , 


Lim a 




sup 


iBf a n ‘ 

h^m 


► 先考虑收敛的情形.令仍 = 年- 那么 g < gi < 1■由于= g ， 所以 

Z n— h» p n 

对于某有 


sup 

n^no 


Pn+i 

Pn 


< gi < l 


因此，根据定理 6 的第一个结论 f 级数收敛. 

现考虑发散的情形.令 n 那么 r > n > 1.由于 lim ^ = n 所以 

Z 71—^00 p n 

对于 某別有 


inf 

n>n 


杜 > n > l 

Pn 


于是，根据定理 6 的第二个结论，级数 EPn 发散，， 

注在定理6和定理7中，当 g = 1时，级数 ^> n 的收敛问速没有定论.级数 E 士和 
就是例子.前一个收敛而后一个发散.在两种情况皆有 g = 1. 为了研究类似的级数的收敛 
性，需要更力“精细”的判别法.后面将考察这样的判别法. 

下述定理给出了一个更为“精细”的判别法. 


定理8 (柯西判别法）若非负项级教 ^p n 的项从某号码 n 0 开始成立不等式 
其中 g < l 是固定的，那么级教收敛， 

而若对于无穷多个 n 有 p 方会1，则此级數发散. 

► 先考虑第一种情形.那么^ < Q . Pn ^ q 71 ^ 由于？ < 1，所以，与级数 E f 比较 
而知_ Ej >- 收敛. 

在第二种情形，对于无穷多个 n 的值有外> 1. 这表明 lim^pn^O . 于是级数 
收敛的必要条件（当 n— oo 时恥 —0) 不成立.从而级数发散.钃 
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定理9 (极限形式的柯西判别法) 



其中对于一切那么当 g < 1时级数 ^ p n 收敛，而当 g > 1时 ^ p u 发散. 
► 先假定 g < 1并令仍=那么对于某号码 n 0 > 1有 


sup Pn < gi < 1 * 

n^tiG 


因此，根据柯西判别法的第一种情形，级数 Ep - 收敛. 
而若 g > 1,则对于一切 m > 1有估计式 


sup 



这表明存在无穷多个。的值 5 使不等式^ > 1成立.因此，根据柯西判别法的第二 
种情形^级数 EPn 发散._ 

柯西判别法，与达朗贝尔判别法一样，也是很粗糙的.例如 t 它也解决不了级数 
^丄和^^的收敛性的问题.但它毕竟比达朗贝尔判别法更精细些或者说更强一 

些 /k 为可 St 找出使柯西判别法适用而达朗贝尔判别法无效的级数,但反之不然.确 
切地说，如果级数 EPn 关于某9和如满足达朗贝尔判别法的条件，则它关于同一 
q 和某适当的 n 0 亦满足柯西判别法的条件 ■ 



§3. 非负项级数收敛的基本判别法 

前面所讲的级数收敛判别法，都是最简单的并且是构作更精细的收敛判别法的 
出发点.例如，拉比©判别法就是一个精细得多的判别法. 

定理10 (拉比判别法 ）1. 若对于从某一值 叫 开始的一切 n 以及某个 a > 1 
成立不等式 

Pn 几 

则级数 [ Pn 收敛. ’ 

① Josopli Ludwig (1801 — 1859), 瑞士人 译者注， 



2. 若从某 m 开始 ，成立不等式 


Pn+l 

Pn 




则级数发散， 

► 1. 使用定理 5. 考虑辅助级数 I ： 其中/? = >/?> 

(见§1命题1的例 3 ).将其通项记作‘=点.那么当 n — oo 有 


1. 此级数收敛 


有 


如+1 

qn 





- n + 0 (去) 


但因 a > /?，故对于充分大的 n 5 即 对于某〜当 n > m 时有 


%±1 ^ 1 -^ + 0 
gn n 


(占) 




O ： Pn+l 

- ^ - 

n p n 


据此，对于级数 ！> n ， 定理5的条件满足，从而它收敛. 


2. 对于 2 Mb n 


~并令卜=1.第2款中的不等式对于 n > 2可写成 


Pn-\-J 

Pn 


> 


几一 1 — ^ 一 b n +i 

71 占 bn 


由于级数发散（它就是调和级数所以根据定理5的第二个结论，级数！> 
也发散 . , 

定理 11 (极限 形式的 拉比判 别法） 设对于一切 n 有 p n > 0 ,且存在极限 


lim 6 n = lim n 


Pn-l 

Pn 


那 么当/ >1 时级数收敛，而当 i<i 时 发散. 

此定理从定理10 推出， 就像定理9从定理8推出或定理7从定理6推出一样 

定理1 2 ( 库默尔① 判 别法） 设{^}和 {〜} 是两个正数列， 

1) 若存在 a > 0和号码 no , 使得对于一切 n > Tio 有 


如+1 、_ 

On _ Qi+1 - - ^ Ct 9 

ft«L 


则级数收敛. 


2) 若存在数 Tio 使得对于一切 no 成立不等式 




而且级数 Y ：— 发散，那么级数 E ° n 也发散 ■ 

Cn 

① Ktimmer，Ernst Edward (1810 — 1893) 德国人- 


译者注， 
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在证明定理之前，我们先注意此定理的显著 特点： 关于收敛性的结论是对一个 
级数 E 如作出的，而同时第二个数列 { c 4 是不固定的，这就使我们能在应用库畎 
尔判别法来研究具体的数值级数的收敛性时来根据各种情况作出不同的选择. 

► 不伤一般性，可认为 no = 1，因为号码为 Ti <甸的项显然可以删除- 
1) 我们有 

把此式对于 n = 1,2 ; ■ - 加起来，得 


Gitti _ Cm+Lftm+l > ^(^1 + ■ ■ ■ + dm)y 


由此 


s 


m 




a 


a 


这表明级数的一切部分和的集合是有界的，从而根据定理3,此级数收敛. 
2) 不等式可改写成 


知 +1 、 Cfi^l 

^ ~1 ~ 

a n 1 


^71 


但因按条件级数 E 士发散，故根据定理5级数亦发散 . 4 
我们来看定理 d 的几个推论. 

推论1对于一切 n 皆令 “ =1 .则级数 E 知收敛的条件成为 


土 ± i> a 或 ^±1 ^ 


QC 


a 


n 


O^n 


在这种情况下，对于发散性的条件是 


a n +i 

On 


- 1 > o 或 


Orn 


> i . 


推论2令 Cn 


n — 


i . 那么当条件 


n - l - n ^^ a , 即 土 1±1 < 1 — 


a 


n 


a 


n 


n 


成立时级数收敛.而在条件 


„土1±1一（打— pgo 即 

Gn 


a n n 


级数 E a n 发散- 


换 言之， 我们得到了拉比判别法. 
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推论 3 {災 特朗判 别法） 1. 正项级数收效，如果存在 a >0 和号码 no 
使得对于一切 n > no 成立不等式 



a 


^±^ X -±-± -— ■ 

a n n nm n 


2, 正项级数发散，如果对于一切足够大的 n 都成立不等式 


、， 1 1 
a n ^ n n\n n 


. 在库默尔判别法中取 


— (ti — 1) ln(n — 1) 


(n > 2)* 


那么此判别法中的收敛条件 成为: 


(n — 1) ln(n — 1) — nln n 


^ Tlr+l 

®7 l 




即 


a n n nln n 


a 


nhi n 


{*) 


进而由于 


(n — 1) In ( 1 


l) 


=in [ 1 - 

71 


> 一 1， 


不等式从下面的不等式 推出: 


a»+i . . _ ^ i + a 1 , ( n - l ) ln ( l - 

a n ^ ^ nln n "" n nln n 


a 


nln n 


这就是说， m 特朗判别法的收敛条件蕴含着库默尔判别法的收敛条件. 

于是，对于级数的收敛性的贝特朗判别法获得证明. 

2. 在库默尔判别法中令 Cn = ( n - 2) ln ( n - l )- 那么级数 EX 发散，如果下面 
的不等式成立 的话： 


(n — 1) Ld n 


^ n+l 


一 （n ™ 2) 1el(ti — 1) > 0 


只需证明此不等式是贝特朗判别法中发散条件 

a^i+i \ 1 1 1 

an 打 nia ft 

的推论就可以了.也就是说，只需证明对于一切大于某 n G 的 n 成立 


0 *n 


^ 1 


1 n — 2 In(n — 1) 


n nln 7 i n 一 1 


In n 
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然而此式从下面的一串不等式推出 (n ^ 3) : 


In 


)<A 


nln n 




h )( 





nln nJ 

Mi-3 

hi n 


n — 2 ln(n — 1) 
n — 1 In n 


高斯判别法是达朗贝尔判别法，拉比判别法以及贝特朗判别法的推论， 

定理13 (商 斯判别法）若对一切自然数 n 皆有知 > 0 〆 > 0 是一 个常数，且 




那么: 


1) 级数5： 当 A > 1时收敛而当 A < 1时发散； 

2) 若 A = 1则级数当 m > 1时收敛而当 M < 1时发散 



1) 当 n 〜 oc 时^ 


. 所以根据定理 7, 级数乙 知当 A > 1 时收敛 


而当 A < 1时发散.这就是第 1) 款的结论- 


2) 若 A = 1且 ju 一 1，则 




^ 所以 t 根据定理2的注，当 


^ > 1时级数收敛而当 p < 1时级数发散.而若 A M 


,则对于某句 > 0,当 


00时有 


an+i 


=1 —— + O ( n - i_t0 ) 

n 


但是由于 In n — o ( n £ Q ) y 所以对于一切足够大的 n 成立不等式 


^ nH -1 

On 




1 - — + o ( 〆 〜）> 1 

n 


win n h 


于是，当 A 


1时，根据贝特朗判别法,级数发散- 




把上面所得的结果组合起来，重新运用本质上与上面一样的论证，可以得到越 
来越精细和越来越复杂的收敛判别法.但是在实践中，真正有用的却是一个简单得 
多并且有效得多的级数收敛判别法，那就是柯西-麦克劳林积分判别法.现在我们 
就来证明这个判别法. 

定理14 (柯西-表克劳林积分判别法）设函数 f { x ) 在区间【 1 + 00 )上定义且 
单调成- 那么： 

1) 如果对于一切 n 》 no 有0 S < f ( n ) 而且反常私分/广 f ( x)dx 收敛，那么 
级数 J ^ Pn 也收敛； 

2) 如果对于一切 n > n 0 有 p n > /( n ) ^ 0而且反常积分/广 f { x ) dx 发散，那么 
级数 jy n 也 发散- 
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► 和前面一样，无伤一般性可认为 no = l , 由于函数 f ( x ) 单调减，对于任何自然 

数 fe 以及 k ^ x^k + 1 都有 


/( 知）> /(^) ^ /(fc + 1). 

在所述区间上积分此不等式，得 

广十 1 y>fc+l 广左 + 1 

/⑻=/ f { k)dx ^ / f ( x)dx ^ / f(k + l)dx = f(k + 1). 

Jk Jh Jk 

对于任意的 n > 2,把这些不等式关于从1到 n - 1加起来.得 

n— 1 n— 1 

Sn-l = 5^/(*) > / f { x)dx ^^2 f ( k + l )= S n - f ⑴. 

k=l Jj k-l 

分别考察两种情形 . a 

1. 此时积分 I = J f { x ) d ^ 收敛.因此，对于级数 E / N 的部分和、当 

u ^2 时成立同一形式的估计式〜< / + 而由于对于一切自然数 nj { n ) ^ 0, 

所以级数 I ：/( n ) 收从而被它控制的级数1：仇„也收敛，这就是要证的. 

2. 此时积分 | f { x ) dx 发散，当 n — > oo 时/ f ( x)dx 00 . 但由于 

pn 

s n > 3 n -! > J f { x ) dx , 

I 

所以当 n — oo 时 ~ — + oo . 这表明级数 ^ f ( n ) 发散.面根据所给的条件，_ 
EPn 是 j ： m 的控制级数，所以级数 EP - 亦发散 . ， 

注显然，在定理13的条件中，积分 厂 f ( x)dx 可换为积分 厂 f ( x ) dx , 其中 a > 1是 
一个任意的数. 1 " 


我们来看从积分判别法推出的^些推论. 

L 早已证明，当 s > 1时级数收敛.芭的和用《5)表示，叫作“黎曼的 

C 函数”(“广读作汉语拼 fceita )， 引人此级数收敛性的另一证明.实际上，对于 
这样的3 值, 反常积分 厂 x ^ dx 收敛且易于计算.我们有 



在 +1 

s+l 




因此，根据定理14,级数 t 


$ 


也收敛.这就是要证明的.而若 s S 1，则积分 



X ^ dx 发散，从面级数艺4也一道发散. 
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注级数 f 丄对于某些 s 值，最先为 L 欧拉所研究.而且对于等于偶自然数的 s , 欧拉 

n 3 

找到了和确值.其后, B, 黎曼对于自变量 a 的一切值，除了点 s = 1外，不仅包括实数 
值而且也包括复数值,定义了函数 C(^)- 他仔细地研究了这个函数的性质.正是因此，这个函数以 
他的名字命名.黎曼的 C 函数在数论中起着巨大的作用.关于这个函数的某些性质> 黎曼曾提出 
一 系列的猜测.这些猜测都已被证明，只是除了一个以外，这就是黎曼关于 C 函数的零点的猜测 • 
当今这个猜测是一个最著名的数学问题. 


2. 瓦莱布散证明 [35], 当 s > 1时成立等式 

n 3 3 — 1 + Tt 3 s — 1 \ (n + i) s 


s-l 



w 


而且右端的级数当 s > o 0 才收敛.实际上这个级数的通项可写成 


0 <Pn 



n+1 


a 


dx ^ 


(n+l) 


因此 , 级数 J：Pn 当 s > 0 时收敛.当 s > 1 时，只要打开 （*) 右端的括号，并使用等 
式 




{ V(n+1) 


n * jl ) 


我们就得到等式 （*). 


3. 凭靠积分判别法，我们来研究级数 EP « 的收敛性，其中如 


(n+ l)ln 2 (ri 十 1) 


我们有 



dx 


(x + 1) 1 h 2 ( j ? + 1) 


2 


^ (in a:) - ln2. 


可见反常积分收敛 * 因此级数 E 如也收敛- 
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§4. 级数的绝对收敛和条件收敛 • 莱布尼茨级数 

我们来继续研究一般形状的数值级数. 

定义 S 级数叫作是绝对收敛的，如果级数收敛 ■ 

任何收敛的非负项的级数都是绝对收敛亂同时，容易构作出收敛的级数，使它 

不是绝对收敛的.作为例子，可引入下列级数： 

1 1 1 1 1 _ 1 
一 1 十 1 一 3+2 一 3 十 3 一 4 + 4 • 
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第十五章敝值级数 


它的和等于零，而同时，由它的项的绝对值组成的级数是发散的，因为调和级数是发 
散的- 


定义 9收敛的级数冗如叫作是条件收敛的，如果级数 E |知|发散. 

根据这个定义，上面哪个级数是条件收敛的.我们指出，谈及绝对（或条件）收 
敛的级数，也腿数绝对（或条件）收敛 ■ 

下述定理确定所引人的概念是合理的. 


定理15若级数绝对收敛，则它收敛. 

► 根据柯西准则，由级数 J ：\ a n \ 的收敛性推出，对于任意的^ > 0,找得到 

no { e ), 使得对于一切 j? > 1和 n > n。 ⑷ 


n+p 

I ： W 

m — ti +1 


< s ， 


由此 


n+p 

n+p 



< E 


m=n+l 

m=n+l 



而这就表明柯西准则成立 ， m 


< 


定义 10数值级数 叫 作交错级数，如果它的相邻的项取相异的符号. 

定义 11交错级数 叫 作是莱布尼茨级数，如果它的项的绝对值|知| 单调 
趋于零. 


定理 16任何莱布尼茨级数都收敛. 

► 先证明，此级数之任何一段皆被其第一项控制.设 


段.我们要证不等式 


TI+JJ 

m = n+l 




n+p 

E 


m=n+l 




是级数的某一 


对于一^切 A： e N ， 令知= I叫1,那么 


I^Jfc + flJt+il = 1 叫 | 一 = b k - < bfc. 

此外，对于一切 fc， 数 h - 如 +1 皆取同样的符号.因此对于偶数 p = 2r 有 


0 ^ |On+i + +- h a n ^2r-l + Gn+2r 

~ (&n+l — 十 "■ + (&TV+2r-l — b n -\-2r) 

— &n+l — (&n+2 — & n +3) - - (&n+2r-2 — frn+2r-l) 一 

^ bn +1 = |^ ti +1 1 ■ 
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而当 p = 2 r + l 时 

0 ^ |a n +i + - ■ . + 十 2r+i| = (bn+l — &n+2) + … - + (b n +2r-l 一 b n +2r) + k+2r+l 

~ b n +i — (^+3 — &n+3) - - (6nH-2r — & n +2r+l) 

^ ^n-hi — |a n +i|. 

于是在两种情况下都成立 


— (&nH-2r — & n +2r+l) 


T niP : 


n+p I 

〉 : a m S |a n +i| = ^n-hi 

m — n^l 


n +1 


但因 b n+1 ^ o , 对于事先给定的 e > o 和足够大的 n 有 

^Tijp ^ 办 n +1 < 6. 

由此，根据 P 的任意性，从柯西准则出发，断定级数 Z > n 收敛 ■ < 

定理 17 (菜布尼茨级数的余项的估计） 对于茱布尼茨级数的余項 r „ 成 
立估计式 | r n f ^| a n+1 |. 


► 根据定理16,级数冗〜收敛，因此 

oo 

r n \ = ^ an * 

m = n+l 

我们在证明定理16时已见到，对于任何自然数 P 都有估计式 

I 打 +P I 


^ : ^ |。。+1 ■ 


m=n+l 


让 


就得到所要的不等式 - 


§5. 阿贝尔判别法和狄利克霣判别法 

阿贝尔判别法和狄利克雷判别法 t 适用于足够宽的一类一般形状的数值级数.两 
个判别法的证明同基于离散阿贝尔变换的公式. 


定理18设 A 


A* 

s 


a m . 那 么对于 M > N 成立公式 


m = iV+l 


M 


afcbfe = Am&m + ^2 Ak{bk — tfc+i )； 


( 1 ) 


fc = N+l 


fc-iNT+X 


M ^ 

akbk = ^aj6m+i + ^2 — h+i) 

fc=AT+l fc=N+l 


( 2 ) 



K 先指出，两式的右端彼此相等 ， 因为从公式 （1) 的右端中减掉公式⑶的右 

端得到 

™ 乂 Jl ^ Af +1 — — & JW + l ) = 0. 

因此只需证明公式 （1). 计算其右端得 

M-l M-l M-1 

乂 M&M + ^ ^fc(bfc — bt+l) = AMbM + 5： Akb ^ — Akbh-\-i 

k=N-\-l k=N-\-l fc = N+l 

MM M 

= Akh - Ai^ibi = j4jv+i6at+i + (乂先 -A—i)&a ； 

k=N+l £™JV+2 fc=JV+2 

Af M 

= fljv + i ^ Ar+i + ^ a^bk = ^ < 

fc - AT+2 fc = jv+l 

阿贝尔判别法和狄利克雷判别法适用于彤如 Y ： a n b n 的级数. 

定理19下述断言成立. 

( A ) (阿贝尔判别法）若数列 6 n 单调有界而级教收敛 3 则级数 E 〜心也 
收敛. 

( D ) (狄利克雷判别法）若数列单调且当 n — oc 时 — 0,而级数 
的部分和 数列〜 有界，则级数收敛. 

► 只考虑 k > 0且 k 单调减的情形. 一 切其他情形易于通过下述方式归纳 
为上述 情形. 若 S 0,则改变一切和的符号即可.而若心 T， 则 h 必可表 
为心 = fro — 其中心= lim b„. 那么就把定理归结为研究级数 J ： a n d ^ 此时已 

^ _ i% — MX* 

有 dn 丄. 

通过对级数 ！> n 6 n 使用柯西准则来证明定理.为此，对该级数的一段： Z ^ p 使 
用阿贝尔变换公式 （1)- 使用记号^ ^ - 并注意到_ 6 fc+t > 0,得 

n+p 7i+p— 1 

t^n,p| = 〉: — 乂 fi+p&n+p 十 〉: - 知 +1) 

A = ti +1 / c = n+l 

n + p —1 

^ lA^+pS^u+p + max \A k \ V {b k - &jt+i) ^ max |j4jt|b n +i ， 

n < fe < n+p a 、 n < fc < n+p 

fc=n+l 

现考虑情形 （ A ). 由于数列 6 n 有界，那么对于某 c >0 3 |6 n+ ij < ^对于一切77成 
立.还有，由于级数收敛,那么对于任意的5>0,存在号码 no ⑷，使得对于一 
切 n > r ^(^) 和 > n ，有 

h 

= I ^ ct m | = \stc — s n | < e ,® 

m = n+l 


①原文此处读为 |s* _ s n | < | 扣 | + |s7t| < e 


译者注 - 
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， 级数的项的重排 


那么， 对于上述 n 和 Pl 成立关于 T UsP 的估计式 

Tl+p 

^ C £. 

/c=n+l 

而由于 f 是任意的而 C 是固定的，那么上面的不等式表明级数满足柯 
西准则，从而此级数收敛.这就证明了阿贝尔判别法. 

在情形 （ D ), 级数 E On 的部分和有界.从而存在 C 使对一切 A , < C.$t 
外， — 0. 因此，对于任意的£： > 0,足够大的 n > nois ) 和任意的 p > 1有估计式 

n-hp 

KpH E afc&jt S ce：- 

fc = R+l 

由此，如在情形 （ A ) 中一样，我们根据柯西准则断定，级数 ZX 心收敛 . < 
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§6. 级数的项的重排 

定义12设 a : N — N 是自然数列到自身的双方单值映射.那么级数 ⑷ 
叫作级数 ^>n 的重排 - 

定理20绝对收敛的级数二 A 的任何重排X；心都绝对收敛到同一个和 

A 



固定某 e > 0■设 m 大到使得 A r - A f n < e . 那么对于任意的 n ^ n u 级数 E 叫的 
余项 r n — A - An 满足不等式 

00 的 

\ r n \ = | a fc | ^ A f - A f n < £, 

fc=n+l I fc=?u+l 
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第+五章 



设= a a ( fc ), 那么，只要 n 2 充分大（句> m ), 就可使在数 a ⑴，7(句）中 
包含有闭区间 Il ^ i ] 中的一切整数.置 

m = max ( cr ( l) t ■ + - 

那么对于 一 切 n >叱有 

71 n ni m 

B n = 

k=l k=l k=l k=n\ +1 

在最后的一个和式中的撇号表示其中删除某些项.对于这个和,虽然成立估计式 

m m 

|Bn — 乂 … 丨 =^2 ak ^ ^ ^ ^rrv ~ ^ni < i 一乂 。 < 

k^=fii +1 k—Tii + 1 

由此推出，对于一切 n > n 2 

I 乂一万 n| S |>l — A ni I + \B n — A n± \ ^ A f — — A f ni < 2e, 

根据 O 0 的选取的任意性，这就表明，当 n — oo 时 — 糸即级数收 
敛且 = 由此，特别地推出，级数 E l & nl 收敛到和从而级数绝 
对收敛，， 

级数的绝对收敛性与条件收敛性的基本不同，在对级数进行重排时显现出来了. 
如定理20所表明的，绝对收敛级数在重排时，就像在有限和中进行重排时那样，所 
得的无穷和并不改变.而对于条件收敛的级数> 情况要复杂得多.然而，下述定理相 
当充分地描述了这种情况. 

定理 21 (关于条件收敛级数重排的黎曼定理）无论 A 是怎样的实数，条件收 
敛的级教 ^> n 都有一个重排乙心使得 乙 = A 

► 为简单 起见， 设对于一切 n 都有 a n / 0. 先从级数中分出全体正的 
被加数瓜和负的被加数-私分别用标号 A ; 和 i 按照在级数中排列的次序编 
号.然后构作级数的重排：如果则作为 h 取仍，而若 A < 0 则取 - gi . 
我们强调一下，全 体瓜和 讲都是正数- 

接着，在总和 g bm 上按下述原则顺次添加被 加数： 如果此和不超过 A 则 

按顺序添人正的被 SlI^C b n+1 = Pkl ，而若此和超过了 则按顺序添人负的被加数 
心 +1 = 结果，和数永远在4值附近振动，且振动的幅度逐步减少而趋于零，于 

是作为极限，得级数的和为所需之值 A 

为了完成定理的证明，只需对上述步骤的某些环节阐明其理由. 

我们来证明两级数 Epa 和 E (1) 皆发散.实际上，倘两者皆收敛，则原始的 
级数 £ a n 必绝对 收敛； 而若两者之一收敛 t 另一个发散，则因级数的部分和 
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实由 EPfc 和的相应的部分和合成，它必将也发散，而这是不真实的.我们还看 
到， 由于{仇}和 {- gi } 都是 { a n } 的子列，所以当 fc — oo 时 pjt — O 且当 f — oo 时 

一切 一 ^ 0. 

为确定起见，我们认为 A >0. 那么按其作法级数 Y ： b n 有这样的构造/ 

2_1 办 n = _Pl + " . + Pk L —Ql 一…■一 gji 

、 v 八 v 〆 

Pi Qi 

+ Pfei+i H - hpfea 一切 i+l - 一切 3 + . 

% - ^ - v 〆 

ft Qi 

这里 PuP 2 r - } Qi . Q 2 r - 是在级数 J ： b n 中连续排列的同号被加项的和.这样的 
同号被加项的组数是无限的.否则的话，级数与 EPfc 或者与 E(-«0 仅差有 
限多项，那么它必将相应地发散到 +oo 或者发散到 - oo. 而这是不会发生的，因为 
按其作法，级数的部分和〜在每一步都是向着接近数 A 的方向来变化,只要 
s n 爹 A 的话.据此，在和式中必定嚢括了一切数抑和-此结果就囊括了全 
体‘也就是说 J ： b n 的确是级数的重排. 

现在来估计差、= Sn - A 对于任何一个级数的项 & n 根据自己的符号，必 
定是和中的一项或者和中的一项.因此，等式 &n =奸或 k = - 讲之一成 
立 . 

根据级数 Ek 的 构造， 如果 k = P ‘或者 h ，则〜的值与 r n _i 的值 

异号,那么在这两种情形下总有 

|^ n | = ^ ^ l ^ n |* 

对于一切别的 n ， 当逐次加人被加数时, M 的值即部分和〜到数 A 的距离是减小 
的，从而|〜| < \ r n - il 因此总有 

kn -^1 < Pk m + + 

这里，号码 m 可以看作是 n 的单调趋于无穷的函数，从而对于数列4 + 

q t — 来说，由于当 fc — oo 和 f — oo 时有抖 — 0和切 — 0,所以当 n — oo 时 

A — 0. 由此，终于得到，当 n — oo 时 r n =知 一 4 — 0 ，即知 —克’ 
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§7. 对于收敢数列的算术运算 

我们已经了解了对于数值级数的某些运算，如逐项相加，级数的所有的项同乘 



第 + 五章数值级数 


以一个鼠级数的项重排.我们把所有这些运算都叫作是对于级数的算术运算.我们 
还要考虑其他的运算，即：加括号和去括号，以及级数的乘法运算. 

命题 6若在收敛的级数 E 知中，把某些被加数用括号括起来 5 那么所得的级 
数仍然收敛并且和不变. 

► 在无穷和中，形式地加括号导出一个新的无穷和 

{^1 H - 1- 叫 ）+ (a/tt+i H - h afc 2 ) - = bi + ^ + ■ ■ ■, 

% 

其中对于 s 二 1，2, .. ■ 有 b s = afc 3 _ A - i-i + ■ ■ ■ + afc fl 以及 ko = 0 . 

显然，级数 YM 的部分和数列 { B s } 不是别的，恰是级数的部分和数列 
的子列 { A kr } . 然而由于任何子列都与数列本身收敛到同一极限，所以对于 Afc — 4 
有当 ^ oo 时 B s = ^4^ — A 4 

收敛级数 (1 — 1) + (1-1) + ... = 0 + 0 + -- = 0的例子表明，逆命题不成立.不 
过,作为例子，下面的命题成立. 

命醑7设^= 5,其中 k = Ka 〜是固定的，又设当打― oo 

时 “ — 0/= 1，…， A :. 那么，在级数乙心中可以打开括号，也就是说级数 

an + ai2 + …+ ai* + 021 + …= 也 + 办 + …+ 办 + tifc+i + … 

也收敛到 其中 1)+3 = 

► 此命题从收敛数列的性质推出.实际上,对于级数！：<和的部分和 
D n mB m ,^n = km 时有等式 


Dkm = B rn — ^ B y m —3 - oo * 

注氣 差 — D km 当 m = g 且■今 = — fcm 时等子 

~ ^ fcm +1 + . . ■ + 办 Trt+ff = F - 

而由于对于任意的 s = 1，…， fc ， 当 m — oo 时 a ms 都是无穷小量，那么因为当 
n — oo 时有 m oo > 我们有 


\<^n\ ^ l^mll + …+ [Otnaj ~0 7 
a n — 0， D n = + 0 ^— £ + 0 =及 4 

如果在某些括号中所含的项数少于 fc ， 那么可用零来补足空缺的项.于是，所证 
的命题在这种稍许一般一些的情况下也成立. 

关于数值级数的乘积的问题是比较复杂的.对此我们需要新的定义- 
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定义13我们以某种方式给自然数对 ( m ,«) 所成的可数集编号，也就是说，对 
于每个自然数对 （ m ， n ) 赋予一个自己的号码于是我们得到两个自然数序列 = 
m { k ) 和 n = n ( k ). 我们把这样的编号称作是数对的线性编号.现若 E 〜和是 
两个数项级数 T 而 h k = a Mk ) b n { k ) , 则我们称级数 f 心是它们对应于所给的脚标 

免=1 

对 ( m ， n ) 的线性编号或者说对应于所给的两两乘初 a m b n 的按列的乘积. 

问题（施坦尼茨 ( Steinitz ) 定理）设{^}是由维空间 R fc 中的向量组成的序 
列， A ; 》 2. 设对于任意的向量/ €妒，// 0,级数 J ：{ CnJ n ) 都条件收敛 s 其中 （‘ /„) 
表示向量心和/的标量积. 

要证明的是，对于任何 S <都存在一个重排乙使得 g c ff(n) = &, 

W — 1 

定义 14 级数 g 叫作是两级数 J ： 知和的形式乘积（或简称乘积)， 

n=l 

n 

k-=l 

定理22若两级数 E 如和 E 心 皆普对收敛，且= AJ： b n = 那么 
对它们的项的两两乘积的任何排列，级数 f 心都绝对收敛到和 AB - 

k^l 

► 任意固定一个两两乘积的排列 fc — n ㈨ ).我们先来证明级数乙 h 

绝对收敛.设 { H f k } 是级数的部分和数列，而 r 是某一号码.那么 

r 



i^xm ⑻， no = maxn(A:) 


. 此时显然有 



■mg no 

k—l k—1 


其中 w = = 

于是级数 E I & I 的部分和之全体有界，而这表明级数 f h 绝对收敛到某个数 

_ 1 

H . 然而，此时不管怎样重排其项都不破坏其收敛性亦不改曼其和.我们重排其项使 
得对于任何 k = n 2 } 部分和迅都等于 （ ai 十…+ a n )(fri +…十 b n ) 二 那么， 
当 n 4 oo 时，有丑 n 2 4 由于级数收敛，其部分和数列 { H k } 收 敛到尽 
而是 { H k } 的子列：所以 i ? = AB - 

于是,若两级数和乙心皆绝对收敛，则此两级数的乘积的和等子它们的 
和的乘积 . 4 

在一般情况下得不到这样的等式.实际上，如果级数 ^ On 条件收敛，而作为 
^ b n 取最简单的级数乙心= 1 + 0+ 0 + ...，那么由定义可确定，它们的对应于数 


对 ( m , n ) 的一个排列的乘积给出的级数恰为级数的一个重排.而根据 
黎曼定理，当重排这样的级数时，它的和是可以改变的 - 

当然，在一定的限制之下 f 上述定理的结论还是可以作些不同的推广的，例如下 
述定理成立. 

定理23 (梅尔滕斯 （ F . Mertens ) 定理）设级數绝对收敫到和4而级 
數条件收敛到和石.那么此两级數的形式乘积芒 ftn 收敛到和 AB . 

n=l 

► 设{礼}是级数 E 、的部分和数列.那么 


m 


Hn — 〉: = 〉:〉： 


m=l k 


令 Z = 771 + 1 _ fc . 显然， 1 < A: < m < n 3 从而 lgm-Ai + l 二 fgn — Jt + 1. 因此 


n n—fc+^ n 

fin = 伙 k 〉 : = 〉 : 一 fc+i . 


这里是级数 E h 的相应的部分和. ^ 

由于 _ J ： b n 收敛到 B ， 差汍 =B - 是它的余项浼= 真 ，，所以它随 

着 Z 的增大而趋于零. 用如和 A 代表级数 E « n 的余项和部分备.那么我们得到 

n n 

— 〉 : ^+1 = 〉 : 叫(丑 — fc+1) 




r -e ，， 

akB— 办凡 ― fc+i 



r ^ 


剩下的是证明，若- ff n , 则当 n ^ oo ^ -> 0. 

如 — 0,因此苽= a n B ^ 0. 现在来考察和邱= 〉: - fc+X 

k -\ 


0,然而当 n 


oo 


时 


- fc + i ! 

fc=i 

E ! 


5： 


， I _ ■ ■国 ' ' - - 、 

〉 : j°fc| * fc+i| + 〉: I 叫 I. IAi—fc+il 




f<k^rt 




由于汍 — 0,所以对于某常数 c > 0, \ 0 k \ < c 对于一切 fc 成立.由此 

2 l ° fcl c ^ c H | tt fc |= cT . 


^<k^n 


^<hiin 
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但级数 I： 收敛，故由柯西准则知，对于任意的 s >0 和足够大的 n > n 0 ( e ) 9 成 
立不等式 T <€， 由此推出乙 2 < ce. 另一方面，由于久 — 0,所以对于足够大的 
l = n - k + l > n ]_ ⑷有叫 < 匕送表明， 若号〉 ⑷且 fc <号，则< e ， 由 
此 

* |3n - fc+l| 《匕 〉 : |a^c| S Ej4 ， 

其中 W 是收敛级数 £ | a fc | 的和- 结果当 n > 2 n 々)+ n 0 ⑷时 > 有 

k=J 


-Rjj < H ~ sc = s ( j 4 / + c )* 

根据数 e > 0 之选取的任意性，这表明当 n — oo 时项 — 0. 于是亦有札= 
R ^ + R ^^ O , 由此 J? n — AB . 4 


第七讲 


§8. 二重级数和累次级数 

两个级数的乘积的概念可以看作是二重级数这一更—般的概念的一个例子.本 
节研究二重级亂 

定义 15 两个自然数变数 m 和 n 的数值函数 a ( m y u ) = a m ，n ~ 叫作二重 

数列- 

对于这样的数列，也使用记号 { a m ， n }- 

定义 16 称形如 


S = On + 012 + ^13 十 ." + *21 + 狂 22 十 ^23 + - - H ^31 + ^32 + 十 . 


的形式无穷和为二重级数 


EE - 






m y n 




定义17有限的二重和 




aki = <Ln + ■ ■ ■ + o ， i n + . ■ ， + a m i + . “ + a 

i—1 


叫作二重级数 X：o^ n 的（矩形）部分和■数 <x mn 叫作级数 的项. 
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我们还要给出一个二重级数的收敛作为部分和的极限的定义. 

定义18 数 f 叫作是二重数列 { B mn } 的极限（或二重极限)，如果对于任意的 
^ > 0都找得到数 mo (£：) 和 no (^) y 使得只要 m > mo ⑷ t n > no ( e ), 就成立不等式 

- I 

二重数列的极限的概念与函数沿着基的极限的一般定义完全一致.在所述的情 
况下，基 B 是一切终端 b mon , 的集合，而终端 b mono 是由满足 m > m 0 ，n > 如的自 
然数对 ( m y n ) 所成的集合.沿着这个基的极限 i 4 = 就是上述的二重极限. 

对于基 B 本身，我们将使用记号 m ^ oo ^^ oo 来表示，于是我们 将写： 


lim A 





沿着集合基的极限的一切性质对于二重极限都成立.例如，和的极限等于极限 
的和， 极限的唯一性成立.特别地 T 由此推出二重级数收敛的必要条件. 

命題 8 (二 重级 数收敢的必要条件） 若级数 Z 收敛，则当 m ^ oo y n CO 

时沒 57 m — ^ 0* 


► = ^ ■^■171,7^—1 —1,« l T n— 1 -~^ 

所以 


lim a 



tn,n 


= A - A-A + A =^ 0 . 



从函数沿着集合基有极限的柯西准则的一般表述出发，可以叙述二重级数收敛 
的柯西准则. 


定理24 (柯西 准则） 二重级数收敛的必要且充分条件是，对于任意的 
£ > 0 t 都存在数 mo ⑷和 no ( e ), 使得对于一切 m ±, m2 > mo ⑷和 ni , n 2 > no ( e ) 成 
立不等式 




在具有非负通项 P mn > 0的二重级数这种重要情况下 3 成立下述定理. 


定理25 对于满足条件 p mn > 0 的二重级数 YlT ^ P ^ nn 来说， 其 收敛的必要且 
充分条件是其部分和 Pmn 的全体有界，即存在 C > 0,使对于一切自然数 m 和 n 成 

立 p mn < a 


► 充分性 .我们看到，若 饥1 <爪2>找1 < n 2, 则 Ptrnm < 还有，从部分 

和尸胃的有界性推出，存在数 M = supF mjn . 于是，对于任意的 e > 0,数 M - e 已 

m y n 

不是 { Pmn } 的上界，从而存在 m 0 ( e ) 和 no { e ) 使 M - e < ^ M . 而此时对于 


§8. 二重级数和累次级数 


切 m > 



^0 n > no ^ 


^ 一 E < -Rnn ^ ^y 


从而 | iVn _ M |< e . 这表明当 


— ► 


O 0 时 Pmn — 抓即 Y , Y,Pmn = ^ 


必要性 数列 { P mn } 的有界性，在它收敛的情况下是沿着基有极限的函数的相 
应的一般性质的推论 . 4 

定义 19二重级数叫作是绝对收敛的，如果由它的项的绝对值所成 
的级数收敛 . m n 

m n 

定理 26二重绝对收敛的级数是收敛的 




Pmn 


jo-mni H " 


Qmn 


|^ mn | 一 ^mn 


那么 jA mn | = Pmn + 如 m 且 


ttmn = Pmn — 9mn?Pmn ^ Qmn 会 0. 

由于级数 EE Kn ! 收敛，所以存在数 c > o 满足条件 






fc=X 2=1 


对于一切 m ， n . 但对于部分和 P 麻和 Q mn 成立不等式 < A f mn ,Qmn < 
所以根据定理25,级数 E E 和 E E 都收敛.因此，级数 E E atnn 作为它 

们的差也收敛 . 4 

形如& 的无穷和还可以看成另一种重要的使用极限过程的结构，它 

导致累次概念. 

定义 20设 { a mn } 是二重数列*固定号码 m 而考察形式级数史 < i mn , 以符号 

tl=l 

、代表之.那么形式无穷和 


S = S arnn 


叫作累次级数. 

显然，与同一个二重数列 


mn 


还可联系着另一个累次级数，即 


!> = E E 


Ormn 
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其中 /? n = E Ann . 如果在这个等式中略去括号,那么一般说来 s 表达式§ 2 

1 f 7 l ^ = X 1 

既可看作二重级数也可看作累次级数，这就可能引起误解.当可能引起误解时，必须 
使用括号，或者专门说明表达式的准确含义. 

我们来引人累次级数收敛的概念并研究在二重级数的收敛性与累次级数的收敛 
性之间的联系. 

定义21若对于任意的 m ， 级数 g tw 收敛到而级数 g & m 也收敛到 

ti=l m=l 

某教4則说累次级数 E ( £ ^ mn ) 收敛到和4并记作 

m=l 、 n=l / 

CO 

E 

7 Tl = 1 

定义 22 设 { m { k ) 7 n { k )) 是全体数对1的集合的某个线性编号，办= 
a m { k ) n ( k y 那么级数£山叫作是二重级数£ £ a 爾相应于它的项的给定的编 

fc=l m=l n*=l 

号的线性重排. 

定理 27 设对于一切数对 ( m , n ) 有 a 讎 > 0并设是级数§ § a 爾的 
某个线性重排.那么，只要下列三级数 




之中的一个收敛，则其他两个也收敛到同一个和, 


► 用隼万和 D 代表相应的三个级数的和.要证的是 5 只要这三个数中的一个 
存在，则另两个也存在，且它们彼此全相等，为此只需证明三个 命题： 

1) 若』存在则 B 亦存在且 

2) 若 B 存在则 D 亦存在且 

3) 若乃 存在则4亦存在且 A ^ D . 

我们来考察这三个命题. ^ 

1) 数4存在表明级数 X E Gmn 的部分和 A mn 当 m — ^ 0O,n 4 00 时收敛 
到 A 先前曾证明，在这种情^1^乂 = sup ^, 由此推出对于一切自然 
数 m ， n 成立显然，此时成立不等式 

JTl fl 

办 m (打) = 〉: ^ 

1=1 k-l l-l 


因此，对于任意的 m ， 存在数 


~ Slip b m (Ti)= 
n 


〉: Cttnfc- 

k=l 


还有，由于 


m * 二霣级斂和累次级数 
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〉: 右 fc (几) = 〉:〉: ^fci ^ ^ 

女 =1 fc=Xj=l 

那么，令 n — oc ^ 对于任何 m 都有 


_ _ v 

A ^ b h = B 


_ ■ 

但不减，故当 m — oo 时数列 { B m } 收敛到某数 S ， 且 S < A 命题 1) 获证. 

k 


2) 设 S 存在-那么对于任意的部分和 D k 




{ mo , n Q ) 


件： m ( r ) € mo 和 n ( r ) < no 对于一切 r < fe 成立 • 这时，一切被加数 ti r 都包括在和 


式 A 


TnQTiQ 


之中，同时 




爪 0^10 


gfcf ^ qm = ^ B mo ^ b. 

Jb=l f=l fe=l 


l 


这表明，部分和以数 B 为上界，从而对于某个数 D 当 k 
命题 2) 获证 ■ 


时有 Z)fc ™ ^ D ^ B . 




3) 设 I ?存在，那么对于任何 Ann 皆存在号码知使得和风。= I ；办包含了 


全部进入和 A mn 中的被加数 a 仏于是对于一切 
A = sup 4腦且力< A 这就是所要证的- 


有^ D ko ^ D , 因此存在 


定理 28把定理27中的条件 Umn > 0去掉而把级数的收敛都看作是绝对收 


敛，则其结论依然成立- 


► 


把数 OfTm 表示成 a 


Pthu ^ 4 mn ^^中 


Pmn 


|0|7^| + 


2 


^ 0, Qmn 


|^m 


a, 


2 


>0 


接下来只要把定理 27 使用于以 Pm n 和如 n 为通项的级数而后考察它们的差即 


可, 


定理 29二重绝对收敛的级数的任何项的重排都不伤害其收敛性且不改变其 


和_ 


► 设 EE 是二重绝对收敛级数 - >1的我们奎考察对应 
于级数和 S 的如定理 27 所述的单重级数 忌办和 .那么 

级数 Y , d h ^ A 绝对收敛，而级数 E 式是 I ：办的某个 重排. 宇是 TA 也绝对收 
敛,而与它一道，_ E £ 也绝对 收敛， 并且 

x = EE ^tnn — jy f k =[ d k = n b : 
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定理30在形如的累次绝对收敛的级教中可以改变求和的次序. 
此时级数保持绝对收致^其%不变， 

► 根据定理28,二重级数同样绝对收敛> 而根据同一定理,与此二 
重级数一样，级数 E (e 也绝对收敛，而且三个级数的和是一样的 . ， 

最后强调指出 r 在&变求和次序时保持和不变的性质以后总是很有意义的.定 
理30给出了可以改变完成极限过程的顺序的例子， 




第十六章函数序列与函数级数 


第八讲 


§1. 函 数级数之收敛 

函数序列的概念与函数级数的概念彼此紧密联系，就像在通常的数值情形时一 
样.我们实质上早已遇到了这些概念.无穷几何级数 

i g|<i 

或黎曼的 C 函数 

OO J 

p s > 1 

n=l 

就是例子，如果在前一种情形固定 a 而在第二种情形固定&则我们就得到通常的 
数值级数.而就是这些参数可以看作是数值函数的自变量,于是级数的和同样代表 
了某些数值函数，这样的观点使我们导致下述定义. 

定义1 称具有同一定义域 D^R 编了号 的函数的总体 {/ n ( x )} 为函数序列. 
此 时集合乃称为函数序列的定义域. 


此处“编了号”一语指的是《作成与自然数集 N 的双方单值对应”- 
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_ 

定义 2设 { a n { x )} 是某个函教序列定义在集合 D 上.形式无穷和 

OO 

ai ( x ) + a 2( x ) + a ^( x ) + ■ ■ ■ = ^ a n { x ) 

1 n=l 

或简写作叫作定义在 Z) 上的函数级数， 

固定某值 x = x 0 € D , 就得到通常的数值级数 J ： a n ( x 0 ). 与在数值情形一样，我 
们也定义函数级数的部分和 - 

定义 3对于一切 n £ N， 函数 

rt 

A n ( x ) = a L (a:} 4 - a 2 ( x ) + - ■ ■ + On ( x ) = ^ a fc (x) 

h=l 

叫作函数级数 的第 n 部分和，而 a n ( x ) 叫作它们通项 • 

下面设2?为函数级数的定义域，也是序列 { A n ( x )} 的定义域. 

定义 4 若对于固定的 I = 邱 e 认数值级数 Y ：^( xo ) 收敛，则说函数级数 
52 Cl n ( x ) 在点 X — Xo 处收敛. 

定义 5由使级数 E 〜 ( xK 或者序列收敛的点的全体所成的集合 
D 0 < ZD 叫作该级数（或该序列）的收敛域. 

注函数级数的收敛域通常比它的定义域狭小.例如无穷几何级数 二 £ P 就是如 
此* 

定义6设 A) 是函数序列 { A n { x )} 的收敛域，并设 A ( x ) 是此序列在固定的点 
xe Do 处的极限值，那么对于一切 x e Do, 数对 ( x , A ( x )) 的集合给出了一个函教 
y = A ( x ), 它定义在集合 D 0 上.这个函数叫作函数序列 { A n ( x )} 的极限 函数. 若此 
处 { A n { x )} 是级数 Ea n (x) 的部分和序列则函数 A ( x ) 叫作此级数的和. 

于是，函数级数的和是一个定义在级数的收敛域上的函数.对于: c e D ai M 的 
余项 r n (x) = A ( x ) — A n ( x ) 也是$的一个函数，而且当 J1 — co 时，对于任何 x e Do 
皆有 r n ( x ) —► 0. 

级数 T ： a n ( x ) 的和 A ( x ) 的许多性质 5 譬如连续性，都与它的余项^化）当 
n — oo 的性状有关.为了描述此性状，还要引人函数级数及函数序列的一致收敛 
这一重要概念.为了强调一致收敛与上面引入的简单的收敛概念的不同，常把后者 
叫作点态收敛 

不同的函数按泰勒公式展开 f 产生函数级数的重要的例子.例如，在点即= 0 

处展开函数 y = &in x{x € K), 得到 

sin x = 疋 一 _ + - ■ . + { - l ) n ^ l __ + rn(x)j 


si . 函数级数之收敛 
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其中 r n ( x ) 是公式的余项 ®. 把余项写成拉格朗曰 形式: 


r n ( x ) 


X 


2n 


㈣ ! 


sin 


(2rt) 


z 


其中 z 位于点 0 和点: r 之间.由此 


\ rn ( x )\ ^ 


\ x\ 2n 

(2^)! 


然而对于 n > x 2 成立下述不 等式: 


x 2 n t 2 1 

㈣ 


于是当 


n 


OO 时 T n {^) —^ o . 


结果，令 






(2 n - l)t 


,x eR 


得展开式 sin x = a n ( x ). 


n 


定义 7 幂级数 £ 户 ^ a \ x - a ) n 叫作函数/⑷在点 x 

， n=0 打！ 

也叫作函数 f ( x ) 在点 x = a 处的泰勒级数展开式 - 

我们举出一些函数的泰勒级数的例子： 


w 




oo 


2 - ln(l + £ c ) = X ) ( -1 ) 


n 


, x n 


1 < X ^ 1. 


n 


3. sin E( 一丄广 1 


X 


n 

2n-l 


( 2 n — l )! 1 

J2n 

4屬^石 0 (-1广命 KM . 


: r e R . 


x 


5. (1 + ^ r ) 0 


« ot(a - 1 ) - - (a - n -\- 1 ) 

: x 


6. arctan i ^ (—l) nrl 

n=l 


X 


2n-l 


2 n — 1 5 


M S i - 


,arcsin x — x + Y 1 


n 


( 2 n — 1 )M x 2n ~^~ l 
(2 n )!! 2 n + l ’ 


— l<x 




a 处的泰勒级数， 


< 1. 


①此不是 n 阶余项，而是 2 n - 1或加阶余项^ - 译者注 - 
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§2. —致收敛 


定义 8设函数序列 {r n {x)} 对于每个 x e M 都收敛到零.如果对于任意的 
e > 0都存在号场= n 0 {£), 使得对于一切 n > n 0 同时对于一切 x ^ M 都成立不 
等式< s, 那么就说 { r n ( a :)} 在 M 上一致收敛到零. 

记作：当 n 〜 oo 时 r n (^) ^4 0. 

M 

注此定义中“同时” 一 词一般说来是多余的，可以删去，不过它强调一致收敛与点态收敛 
的主要区别在于，在第一种情形在极限的定义中的数 no ( e ) 对于一切 I e Af 都是同一个，而在第 
二种情形它还可以与 t 有关，即 峰）= 

定义 9若函数 A(x) = A n (x) 4- r n ( x ) f 其中当 n — oo 时 r n (x) 0, 则说序列 

M 

{^(^)}在集合 M 上当 n — oo 时一致收敛到 j 4( a ：), 记作： 

当 n — 00 时 A n (^) =4 A(x). 

M 

这里，符号 M 可以略去，如果明白所说的是哪个集合的话.还有，如果这里 
{A n (x)} 是级数 I ： a n ( x ) 的部分和序列，则此级数叫作是在集合 M 上一致收敛到 
岭） 的. 

所引入的一致收敛概念的重要性，以下述定理为例即可见到. 

定理 1设每个函数 a n (x) 都在点 邶 e K 处连续，且级数 Y：a n {x ) 在开区间 
( x 0 - 6, x 0 + 5) 上一致收敛到函数 A{x), 其中5 >0是一个固定的数，那么和函 
數 A(x) 在点 x = Xq 处连续. 

► 根据一致收敛的定义有 

A{x) = (: r ) 十”几 ㈤ ， r n (x) 14 0 (n oo ), 

I 

n oo 

A n (x) = y ^ Qfc ( x) t r n (x) = ^2 叫 ㈤ . 

fc=X fc = n-hl 


使用记号 Af(x) - f(x}- f(xoh 其中/化）是任意的函数，得 

AA(x) AA n (x) + Ar n ( o ：) = AA n {x) 4- r n {x) - r „(^ Q ), 

由于 r n (x) ^ 0(^ —► cc) t 所以对于任意的 Si > 0> 存在号码 no = n^(si), 使得对于 

* I 

—切 TT > 71(] 和一 "切 cr € ■?，有 


\r n {x)\ < K ( a ； o )| < 

我们注意到函数 A n (x) 在点 ； c =吻处连续，因此对于任意的 Q 存在 
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^ ^ i (^ i ) > 0, 使得当 l；r - < 乂 时成立不等式 

| 厶= | At ( a ：) - ^ u {^ o )| < ^1* 

现对于给定的 £> 0, 可取 q = |;则对于一切满足条件 b < 咖）=⑷ 

的工以及数 n = n Q (€{) + 1 二 n G ⑷，有 

1AA(^)| < |AA n (ac：)] + \r n (x)\ + |r„(x 0 )| <ei+s 1 +8i^e, 

这就表明函数 A ( x ) 在点 x = ^ 0 处 连续. ， 

我们来考察一致收敛的函数序列的一些简单性质. 

定义10函数序列 {A n (x)} 叫作是在集合 M 上一致有界的 f 如果存在数 C , 使 
得对于一切 n e N 和 一 切 x G M 


\ A n ( x)\<a 

命題1由在集合 M 上有界的函数组成的在 M 上一致收敛的函数序列 
{ A n 是在 M 上一致有界的. 

►设 Srn = sup \ A m ( x )\ } mGN . 在一致收敛的定义中取 e E 1. 那么对于一切 

x^M 

足够大的 tx > no 和—切 x ^ ^ 

[^(^)- 人 ㈣ < 1， \ A ( x )\ ^ ^(xjl + 1 < £ f n + 1. 


这表明函数 A ( x ) 有界 


接下去令 


立估计式 


sup jj4(a;)|,B 


= max . 置 C 1 = S + 1* 那么当 k ^ uq 时成 


而当 A ; > no 时有 




^ + 1 ^ _b + 1 = c?. ^ 


顺便还证明了一个命题. 

命题 2 若函教 A ( x ) 在集 M 上有界且 An ( x ) =t A ( x ) } 那么对于某 n 0 G N , 函 
数序列{九。如⑷ } 在 M 上一致有界 ■ 

下面两个命题不予证明，因为它们的证明与数值级数的类似情形完全一样. 
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命腰 3 设当 n —► oo 时 


On (: r) 4 a(x) y 

M 


b n ( x ) ^ b ( x ). 

M 


那么 


1° 如⑷十 b n ( x ) a ( x ) + b ( x ). 

M 

2° 若 | fe ( a :) j < C 对于某 C >0 和一切 x & M 成立，则 a n (5 r )6 n ( x ) ^4 a ( a ;) b ( a :). 

Af 


3° 只要对于一切 xeM , 


I 啦 )1 


> C > 0,就有 


a(x) 

bn (^) M K x ) 


=t 


命應 4 若序列{心(尤)}是一致有界的且当 n — oo 时 r n ( x ) =4 0,则当 n —*■ oo 

Af 

时 d n ( x ) r n ( x ) ^ 0. 

M 


第九讲 


§3. 函数序列一致收敛的准则 

现在我们来证明函数序列一致收敛的柯西准则. 

定理 2 (柯西准则）函数序列 [ A n ( x )} 在集合 M 上一致收敛的必要且充分条 
件是，对于任意的 e > 0，存在号码 Tio = 叫⑷， 使得对于 一 切 m > no,n > jiq 和一 
切 a : e M 成立不等式 \ A n { x ) - A m (^ r )| < e . 

► 必要^在这种情况下 ， A n 0 E ) q 4 ㈤ ■于是对于任意的 e > 0, 存在数 Ti 0 = 

M 

n 0 ( s ) 使得对于一切 n > n 0 和一切$ e M 有 | A „{>) - A ( x )| <蓋.此时 > 对于 m > n 0 
和71 > Ho 有 

|A m ㈤ 一 A n (x)\ ^ \A m {x) - A(x)| + \A{x) - < | + | = 匕 

充分性对于每个固定的 xeM , 数值序列 { A n ( x )} 满足柯西准则.这表明它有 
极限 A ( x ). 所以在整个集合 M 上，极限函数存在.接着，不管数 e > 0多小,根据条 
件都存在号码〜=〜(蓋) r 使得对于一切 m > w 和 n > w 有 |^4 m ( a :)- A n (^)[ < ^ 

对于一切 x € M 成立， 

再次，任意地固定 re M 并让 m 趋于无穷.得不等式 

\ A n { x ) _ A (: r )| ^ I < e , 

那么，取 n 。= no { s ) = ni , 则对于 一 切 n > no 和 一 切 a : e M 有 

I 

!^(^) — ao )| < e ：. 


. 函数 序列一 致收敛的准刚 
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送表明 A n ( x ) =4 A { x ). ^ 

如果 {‘(=)} 是函数级数 E 如 ㈤ 的部分和序列 3 则定理2给出了此级数一致 
收敛的柯西准则.我们将它叙述成下述定理. 

定理3级数 E 如⑷在集合 Af 上一致收敛的必要且充分条件是，对于任意的 
e > 0 5 存在 no = no ⑷使得对于每个 n > no 和每个 p € N 以及一切 xe M 成立不 
等式 

n+p 

yz a ^( x ) < s - 

失=71 + 1 

最后 t 从定理 3 出发，我们以直接的形式叙述级数不一致收敛的准则. 

定理4级数或序列 { A n ( x )} 在集合 Af 上不一致收敛的必要且充分 
条件是，存在 e > 0和自然数的两个序列 { n m } 和 { pm }, 其中 n m+ i > n m , 以及 M 
中的一列点 { x m } 使得成立不等式 

打 m +Pm 

E 

我们来看不一致收敛的级数和不一致收敛的序列的例子 ■ 


例 1 , 级数 A ( x ) = X>(i 在 [0,2) 上不一致收敛 

n =0 


实际上，级数的和 A { x ) 当 3 ： / 0时等于 


A ( x ) = x ^(1 — x ) 




n =0 


x _ x 
1 — (l — x ) X 


而 A {0) = 0. 这表明 x = 0 是函数 A { x ) 的间断点.但由于 a n ( x ) = x ( l ^ x ) n 在零处 
连续 ； 倘若收敛是一致的话，则根据定理1函数 4(0 该是连 续的. 但并不如此.所 
以收敛不是一致的. 


2■若 A n { x )^ x n , 则在集合 M = (0, 1) 上一致收敛不成立. 

实际上，在定理 4 中置 e = 0.1 并对于每个 m > 1取 n m = m y x m 
那么将有 


1 一^ 


( Xm ) — ) I 




1 一 



771 


2 m 


-1 


m 


m 




卜 0.1 


于是 s 根据定理 4 形式的柯西准则，序列 { Anix )} 不是一致收敛的. 


问题设函数 / n ㈤ 在 10,1] 上连续# £ N . 并设当 n 
证明函数 / 0 ( X ) 在 (0,1) 上有连续点. 


oo 


时 fn ( x ) 


/。 ⑷- 
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§4. —致收敛判别法 

我们将证明函数级数一致收敛的三个判别法，它们分别属于魏尔斯特拉斯，阿 
贝尔和狄利克雷.这些判别法给出了一致收敛的充分条件，但它们不是必要的，也就 
是说,级数⑷可以一致收敛但不满足这些条件中的任何一个*话说回来了，对 
于通常的数值级数情况也是一样.另一方面，我们指出，这些判别法对应于数值级数 
收敛的同名判别法并且发展了它们的原理， 

先考察下述关于无穷小函数序列的一致收敛准则. 


定理5当 n — oo 时 b n ( x ) ^ 0的充分必要条件是，存在数列使当 
n oc 时点 n — 0且对于每个 n e N 和一切 $ € Af , |6«(^)| ^ 

► 充分性设这样的数列 iM 存在. 那么对于任意的 e > 0,存在号码 no = 
n 0 { e ) 使得对于每个 n > ^成立〜< e . 然而对于同样的 n 和一切 xeM 都有 
| b n ( x ) I p n <€, 所以，当 n — ^ oo 时 


b n ( x ) 0. 

M 

必要性设当 n — oo 时 b n { x ) =4 0, 令心 =sup |6 n (^) h 由于对于任意的 e > 0 

Af 

存在号码 no = uo ( e :) } 使得对于每个 n > no 和一切 x G M 成立不等式 |6 n (^)| < 

所以对于同祥的 n 有= sup \ b n ( x )\ ^ s . 这表明当 n — oo 时凡 — 0. < 

注定理5中的数列{^}叫作{6^^)>的优控.此定理的结论说的是,无穷小函数序列之 
一致收敛等价于它有无穷小优控. 

现考察函数级数一致收敛的魏尔斯特拉斯判别法. 

% 

定义11收敛的非负项数值级教 J ^ Pn 叫作函数级教在集合 M 上 
的优控，如果对于每个71 € N 和一切 x € M 成立估计式 \ a n ( x )\ ^ p n . 也说级数 
E 〜 Or ) 在集合 M 上被级数 ^ p n 控制. 

定理6 ( 魏尔斯特拉斯判别法）设函数级教 ^ a n ( x ) 在集合 M 上有优控 
则它在此集合上一致收敛_ 

► 只需确认级数的佘项 r n ( x ) 在集合 M 上一致收敛到零.我们看到，对于任 
何固定的 xeM ， 数值级数是收敛的，因为有优控 = 此外， 对于每 
个固定的 x 有 


K ( x )\ = 


E a 山) 

fe=n+l 



fc=rt+l fe=n+l 


Pk = Pny 


其中 p n 是数值级数 EP - 的余项且当 n — oo 时和 4 o . 而根据定理 5 的注，这就 
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表明 { r n ( x )} 有无穷小优控 { p n }. 因此，根据定理5，当 n — oo 时〜⑷=4 0,即级 
数 E %⑷在 M 上一致收敛 ，< 

定理7 ( A ) 阿贝尔判别法设： 

1) =* ♦); 

M 

2) 序列 { b n ( x )} 在 M 上一致 有界； 

3) 对于任何因定的 M 、 数列 { b n ( x )} 都是单调的.那么级数 ^ a n ( x ) b n ( x ) 
在 M 上一致收敛 

( D ) (狄利克笛判别法)设： 

1) 部分和在 M 上一致 有界； 

2) 当 n — oo 时 b n ( x ) ^4 0; 

3) 对于任何固定的 a : e M , 数列 [ b n { x )} 都是单 调的. 那么，级数 ^ a n { x ) b n ( x ) 
在 M 上一致收敛. 

► 施用与证明关于数值级数的同名判别法相同的步骤I与前一样，先认为数 
列 { b n { x )} 是单调减的并且对于每个 n e N t b n { x ) > 0. 施用阿贝尔变换于级数 

的部分和并使用记号 


丑 i ㈦ 


〉: (^)? 乂 fc ( 无 ) 

,= n+l 


P V 


tl +1 


来表示级数乙〜㈤心㈤和 E 如⑻的一段■得 


n+p 




k — n^l 





n+ji— 1 

E 

k=n-\ 1 


^ ( 工 ) 



n + p—l 

sup ^2 ( & fc ⑻- 


n<fc<n+p 




^ ^n+l(^) SUP ⑷ ㈤ 

n < fc < n+p 

考虑情形 （A ). 由于级数—致收敛并根据柯西准则，对于任意的 e > 0 , 
存在号码 no = n 0 ( e) f 使得对于每个 k>no 都成立不等式 

sup \ A f h { x )\ < 6. 

a：€Af 

此外 } 由于 { b n ( x )} —致有界，存在数 C > 0 使得对于每个 n ^ N 和一切: r e Af 有 
b n ( x ) ^ a 因此当时成立估计式 \ K ^)\ ^ Os . 
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根据 e > 0的任意性，这表明对于级数 Y ：<^( x ) b n ( x ) —致收敛的柯西准则的条 
件成立，于是情形 （ A ) 时结论成立. 

现考虑情形 （ D ). 此时由于和 A k { x ) 一致有界，从而 A f k { x ) - A k { x ) - ⑷也 
同样一致有界，所以存在数 C >0 使得 \ A f k ( x )\ < C 对于一切和一切 xeM 
成立-根据第 2) 款，当 n — oo 时 b n ( x ) 0,那么，对于任意的 e ：> 0当 n > u 0 {^) 

jVf 

足够大时 | b n ^ i ( a ；)| < e 对一切 X ^ M 成立.由此 5 同上面一样得 \ H f n ^)\ ^ C 6. 
于是 （ D ) 的结论也获得证实. 

剩下的是取消限制:1)序列 { b n ( x )} 减; 2 )对于一切 n , b n ( x )^0. 为取消限制 1). 
可将一切函数〜⑷和都同时改变成相反的符号.那么条件 { b n ( x )} 增就转化 
成条件 { kb )} 减，而加于级数 J ： a n ( x ) 的一切条件都不变.为了消除限制 2), 考虑 
函数 bo ( x ) = mf 6 n ( a :) = 那么 b n ( x ) = 知⑸ +/3„{ x ), 其中 p n { x ) > 0对 

于一切 or e M " 成立，并且减，由此 

y^Qn(^)&n(^) =bo{x)^a n (x) + ^2a n (x)/3 n (x). 

在情形 （ D ), 右端第一个被加项等于零，面在情形 （ A ) 它是一致收敛的级数.而 
第二个级数满足定理的条件且符合上面所作的两条假定.， 

我们来证明下面的关于正弦级数一致收敛性的精致的判别法 ([36], [37]}. 

定理8 设 { b n } 是单调减的正 数列. 那么级数造 b n sin nz 在 W 上一致收敛 
的必要且充分的条件是 " _1 


lim nb 


0 , 


► 必要性根据柯西准则，对于任意的 e >0, 存在如 (办 使得对于一切 
m > no , 一 切 n > no 和 一 切 x E [0,冗]成立不等式 


bksin kx 




< e 


取 m 


m n m 

- 


以及 


X 


因此 


(^)®那么当爪+1^0 时有— = ¥ 


〉: fcfe sin kx ^ (n — rn ) b n - ^ ^- nb n 


知 = m+l 


2 


于是，对于任意的 e > 0 找得到数 no = no ⑷，使得对于 一 切 n > no 成立不等式 
\ nb n \ < -^= e . 因此 lim nk = 0. 必要性证毕. 

-^/2 TV —►<» 

充分性由于对于任何自然数 n , 函数都是以 2 tt 为周期的奇函数，所以只需证 
明所考虑的级数在闭区间 [0， tt ] 上一致收敛就可以了.从定理的条件推出，对于任意 


® 原文此处为 a ： = 


1 T 


(4 tv ) 


译者注. 




的 e > 0, 找得到 no = no ( s ), 使得对于一切 n > no 成立不等式 \ nb n \ < s , 取任意的 
n > no 和任意的 p ^ 1来估计和 




n+-p 


bk sin kx 


fc = n+l 


其中 


[ s ] 


rt-f-p 


^ S 〜 sinh ， E 2 

fc=n+l 


bk sin kx 




当 A ： < -时有 sinkx ^ hx ^ 所以 

x 




—fclE ^ S 7 T , 

fe=rt+l 


为估计和5： 2 ,实施阿识尔变换.得到 


n+q 


E 3 <^hi 微 E sin ^ < pn 

㈣ ] +1 1 L;J 


-—— -< S , 
+ 1 ^ 


7 T — r SlU t 


这是因为当 0 < f s - 时函数 一 p 单调减 , 且 


E 

=[ f ] + L 


cos [ w + g 


sin kx 


i) x 


cos 


( H +士 


2shl 誓 




sm 


~x 

^ x 


因此 ,1： < s (7 T + 1). 于是，对于任意的 ^ > o 找得到数 n Q = note ), 使得对于一切 
n > n 0 , 对于一切 p > 1以及对于一 JO xe % 成立不等式乙< + 1). 根据级数 

一 致收敛的柯西准则，这表明级数§ bn sin 似是在 5 E 上一致收敛的 ■ ， 

我们指出，哈代 [37] 给出了这理的一些有趣的推广 - 
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§5. 迪尼定理 


迪尼定理对于弄清楚一致收敛概念的本质有重要作用.我们来证明这个定理+ 



320 第 + 六章函数序列与函数级数 


定理9 (迪尼判别法）设在闭区间 I 二 [ a , b ] 上连续的非负函数 p n { x ) 的序列 
在此区间上逐点收敛到零，如果对于一切 x e I 和一切 n G N 成立 p n (^) > p n ^ i ( x ), 
那么收敛在闭区间7上是 一 致的， 即当 n — oo 时 p n ( x ) 0. 

► 由于序列 { Pn (^)} 逐点收敛 到零， 所以对于任何 s > 0 } 对予每个 X e I 都可 
以指出号码 n = 使⑷< |. 而由于函数如⑷连续，所以在点 z 处存在一 

个5邻域0 > 0)，对于此邻域（与 J 的交集）中的一切点 y 有 p n { y ) < 一切这样的 
邻域的全体完全覆盖了闭区 间厂而 J 是紧致集，故从这个覆盖中可取出有限的子覆 

, 0 { S k } ^ k )- Wixi r -' , x k 中的每一个都対^应有自己的号码 ni ? - - ■ , n k - 

以及函数 PnAv ) r - ， Pn fc ⑷，使得对于一切 y e 0 ( 5 s , x 8 ) 有0 < ( y ) < 心令 

no = 〜■那么对于任何 y e 0 ( 5 n ^ x n ^) y s = …，有0 S p no ( y ) < PnAy ) < 

闭区间 7 的每点 y 都必含于某个这样的邻域中，因此在 J 的每点 y 处都成立不等式 
0 ^ pn 0 ( y ) < 那么，对于—切 n > no = no ⑷和一切 y e I 成立证得 
当 W — OO 时 pn ( x ) =? 0- < ' 

如果在定理9 中^为 Pn ( x ) 而考虑满足条件 a n ( x )> 0 的函数级数 Ea ^ x ) 的 
余项 r n ( x ) s 那么与先前已证明的一致收敛保持和的连续性的定理一起，我们就得到 
下述准则- 


定理10由在闭区间/上连续的非负的函数组成的级数的和仍在 J 上连续的 
必要且充分的条件是此级数在 J 上一致收敛 ■ 

注对于定理9的结论的真确性，闭区间 J 是聚致的这一性质具有本质的意义 . 例如，若在 
其条件中把闭区间 J 换成开区间，则定理不再成立*先前举的例子- z 广就说明了这一点. 
此级数在开区间（0，1)上不是一致收敛的， 


§6. 级数的逐项微分和逐项积分 

我们下一个目标是寻求保证函数级数可逐项微分和可逐项积分的条件.级数一 
致收敛的概念在此起着主要的作用. 

关于一致收敛级数的和的连续性的定理表明 


A(xq) 


lim A(x) 




lim ( lim > l n (^)) 

J—no tl —+00 




》 ： Qn{^o) = lll51 


lim ( lim A n ( x )). 

l^OO SC— 9 ^Xq 


换言之，这个定理允许交换顺次完成的两个极限过程 cr 一邳和 n — OC 的次序. 
我们还要证明一个形式很一般的命题，然后指出，无论是逐项微分述是逐项积分，同 
样可以看作是对于完成关于两个不同类型的集合基的极限过程的次序的交换. 

我们来考虑级数的逐项积分的问题- 
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定理11由在 J = 上黎曼可积的函数组成的在 J 上一致收敛的级数 

^ 2 a n ( x ) 的和 A { x ) 仍然黎曼可积，并且 

B = I A(a ； )da ： = 

J at 



► 根据函数黎曼可积的勒贝格准则，每个函数的间断点的集合的测 
度都等于零.于是所有这些集合的并集 ： r = UT n 的勒贝勒测度也是零.区间/的一 
切其他的点都是一切函数 ^( x ) 的共同的连续点.于是，根据级数 ^ u n ( x ) 的一致 
收敛性 f 此级数的和>1 ㈤ 是有界的并且在 I \ T 的每点都连续.那么，有界函数 A ( x ) 
的间断点的集合的勒贝格测度也是零.从而根据勒贝格准则，次4在 J 上黎曼可积. 
那么对于一切 n € N 有 

rP 

I A [ x)dx — I A n { x)dx + / r Tl ( x ) dx . 

J a Jo . J a 

但由于当 n — oo 时 r n ( x ) ^ 0 ? 所以当 n — oo 时 sup | r „( x )| — p n 0. 由于得知当 
n — oo 时 



[ r rt ( x )| da : ^ p n (P - a ) — 0- 


( n \ oo 

B — — 0 S 也就是 B < 

所得的结果可以用 ¥ 非常简单地证明级数逐承 1 微分的第一个规跳 


定理 12级数可以逐項微分，如果： 

1) 此级数在区间 J = [ a 9 / 3 \ 的某点邳处 收敛； 

2) 它的每个被加项 On ( x ) 的导函数都在了上 连续； 

3) 由这些导函数组成的级数在 ^ 上一致收敛- 
更准确地说，我们有 

1) 叫⑷二 An ( x ) ^4 A ( x ) 

2) ^)= E < W - 

► 该定理的条件允许使用定理11来对级数乙心 ㈨ 在 以邮和 t 为端点的 ! S 
间上逐项棋分 s 此处 i ，外这时借助于牛顿-莱布尼茨公式得 


il ( t ) 一 A { x 0 ) 




OO 


( x)dx = - a n { xo )) — ^ MO - 
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这个等式表明 /'(t ) = B ^ t ) = J ： a f n { t ). 剩下的是证明，级数在/上一致收 
敛.我们有 



( a k ( t ) - a k [ x 0 )) = 52 ㈣ )， 


fc=n+l 


fc — n+X 


n 

⑽ = B ⑷-[娜 

fc=l 


但当 n — oc 时 r；(t)=tO, 所以存在数列 { p n } 满足条 件:凡 — 0 且对一切足够大的 

I 

n>no 和一切 xeT } |沁(邱 在知. 因此， 


\Mt)\ ^ 

/ K ㈤1 办 

< 

I Pndx 




JXo 


^ Pn (0~^)- 


这表明，当 n — OC 时九⑷㈡0,即级数 EM*) 在 J 上一致 收敛. 那么级数 E> n b) 
也与它一道一致收敛，因为 


-4(^) = 〉: ^ n ( t ) — 〉: b n { t ) + 〉二 ^ n (^ o)i 


其中 E 知(邳）是数值级数.- 


定理13设 

1) 级数 ！>„($) 在某点 x 0 el = [ a , )3] 收敛； 

2) 级数 EX ㈤ 在 J 上一致收敛， 

那么级教⑷也在 J 上一致收敛，并且它的和 A ( x ) 有导数 A ^ x ) ^ 


首先指出，这里不能使用牛顿-莱布尼茨公式, 


因为函数 <⑷可以不是黎曼可 


积的.所以必须使用别的办法. 

^先证明初始的级数乙〜化）在 J 上一致收敛 .， 为此，对这个级数来验证柯 
西准则的条件成立.确言之，我们考察差 


^(a n (x) - ar,(jJo)) = ^2 M 斗 


这是可行的，因为 E 知⑷=(幻+ EM 韌)，其中数值级数I：如(邛） 收氣 
将拉格朗日有限增量公式施用于级数 J ： K 的一段，对于邮和 Z 之间的某个 t 



n+p 

\ n+p 


n+p 

T = 

yi h k {x 、 

= 

^ - a h { x 0 )) 


^2 - x Q )a f k {t) 

•fc=n+l 


fc=n+l 

1 

fc=11+l 


. 级数的逐项微分和逐项积分 
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于是根据柯西准则，对于任意的 e > 0和足够大的 n >^ 0 以及任意的 p G N , 有 

n+p 

— < e\x — ^ o |* 

A ?= ti +1 

由于 5 > 0 是任意的，这表明柯西准则的条件对于级数 ^： hn ( x ) 也成立，从而它与 
级数 J ： a n ( x ) 一道一致收敛 - 

现在必须证明，级数 ^ a ^ x ) 的和 A ( x ) 可鼠并且在/的任何一点 n 处和的 
导数等于导数的和.为此考察比式 

AA ( x ) A { x ) - A (^ x ) A 人 ㈤ ， Ar n ( x ) ^ y „ 

^ — ~~ — ~K^ + 一 叫十均， 




Ax 


其中 neN 是任意的. 

再次使用有限增量公式，对于丑。得估计式 




r n {^) - rnixx ) 


Xi 


lim 

p—^oo 


E 

fc — n+t 




工 i 


< sup ^2 

p Jt ^ nH -1 


a fc ( x ) - a fc (xO 


X — XI 


^ sup 

t^l 


n+p 

E a， M 


Ti 


/s—7l-hl 


根据级数 K { x 、 的一致收敛性，对于任给的 e > 0,量只要 n > m ( e ) 足够大就 
小于&因此对这样的 n 有|瓜| < c 置 D ( x ) = ^2 a， n ( x ) 以及屯 ㈤ 二 E 必⑷ = 

D ( x ) - A f n { x )^ 对于同样的 n 和一切 x e 1 7 显然有估计式 

\ dn { x )\ ^Ti < e . 

再者，函数 A n ( x ) 在任何 I 处皆可微，因此 


D n ^^^ = A f n { x l )+ Jn ( x \ 


其中对于任意固定的 n ， 当^ 


― Y 


工1时 7 u (尤) 




0. 现固定某 n > 譬如说 


n = n 0 (<) + 1,并选择数5⑷ > 0使当0 < 时，成立不等式 \ 7 n ( x )\< s . 

那么对于所有的这样的 A 有 


AA ( x ) 

Ax 


一 D ( ti ) 




Pn + Rn- 1^1)1 = lX(^l) + 7n(^) + ~ ^(^l)' 




(工） ~ 1 < 3呂， 


而这表明，当仏― 0 时全告力 — D ( x ^ 或者 

«.= 1 
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第十一讲 


§7. 沿集合基的二重极限与累次极限 

各种不同类型的累次极限相等的例子清楚地启示我们提出对此问题的可能更一 
般的观点是合理的.这里我们来考察此问题与另一概念，即沿着两个基的总体的极 
限概念的联系.我们需要一系列新的定义. 

定义12设函数 f { x iV ) 定义在两个集合 X 和 y 的笛卡儿乘私 X X y 上.设 
在集合 X 给定了某个基 S . 我们说函数 f ( x , y ) 沿着基 B 在集合 Y 上一致收敛到 
函数 g ( y ), 如果对于任何£ > 0 都找得到终端 6 S 使得对于一切 a : € 与 
yeY 无关地成立着不等式 l / tx ， y ) - g ( y )\< e . 此时记： 

B 

y ) ^ g ( y )^ 
y 

现考虑给定在集合 F 上的基 i ? = { d }. 

定义13若/(%3/)沿基 S 收敛于而函教 3 ( j /) 沿基 i ? 收敛到 Zi , 那么数 h 
叫作函数 f { x , y ) 沿基 S 和基£>的累次 极限. 此极限以符号记作 limlimf ( x iy ) = h . 

改变完成极限过程的次序还可观察另一累次极限 4皆1 皆 /( AJZ ) = L 下面我们 
引人沿基石和 D 的二重极限的概念 ■ 

定义14把笛卡儿乘积 X x F 看作基本集，它由一切可能的元素对 ( x , y ) ia 
成，其中 x e X , yeY t 把由一切可能的形如 h = 的组合所成的集 H 看作是定 

义在 XxY 上的基，其中 b&B JS.de D . 这个基叫作基 S 和基的笛卡儿乘积 t 
记作 H 二 B x D . 

容易 确认， 集合 H 的确构成一个集合基,事实上 :1) 它的每个元 h^bxd mm 
不空，且 2 )它的任意两个元的交 h 1 nk 2 = (bi x di)n(fr2 X d 2 ) 包含有某第三个元 

— 63 x ^ 3j 其中终端 &3 s 终端 ds ^ D 满足条件 C i>i n ^ 2 ,办 c di n d2 . 

定理 14 (关于沿集合基的二露极限和累次极限的定理）设 F l ( y ) 且 

Y 

f ( x , y ) ^ F 2 { x ). 那么两个累次极限都存在： 

limlim /( x } y ) = / i f lim lim /( ar , y ) = l 2 , 

X ? B B 

而且沿基 H = BxD 的二重极限也存在： 

= I 3 t 

n 




同时 h = G = k 


ST . 沿 _ 合基的二重极限与累次极限 
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► 设 e > D 是任意的.由于 f { x 7 y ) ^ F ( y )， 故存在终端 b = &(£：) 6 S 使对于 

y 

— 切 a G 6⑷和 一 切 y & Y 成立条件 ^ 固定某 X = xo ^. 6(e). 根 

O 

据条件 f ( x 0 , y ) ^ F 2 ( x 0 ) y 找得到终端 d = d ⑷ e 凡使对于一切 yi 6 d ， y 2 e D 有 

/(抑，奶)| < |. 那么对于选些 扒和如 成立不等式 

- Fi(y 2 )\ ^ jFi(yi) - f(cc^yi) + f(x 0 ,yi) - f(x 0 ,y2) + /( 咖於）一朽 ( 於 )| 

^ \Fiivi) - { + |/(^0 3 J/i) - /(^o^)| + 1 /( 吻，奶） - 巧 ( 於 )| 

6 ^ £ 

< 3 + 3 + 3 =£ - 

根据柯西准则，由此推出，对于某^有巧⑼总 i， 即 lmligi/(:c，：y) = i. 规在来 

D B 

证 f ^ y ) 竺/，其中好 = B x D . 由于故对于任意的 e > Q 都找得到终端 
d = d { e ) ^ D 使得对于一切3； e d ⑷有巧⑼ — f . 接着，根据/(^ y )^ ^ i ( v ), 

找得到终端 b ⑷使得当 T e %)和 y e r 时有 \ f ( x , y )- K ⑼| < |- 现取终端 
^(e) = fe(e) x d ( e ) G 那么对于叫）的 一 切元 ( x , y ) 都成立不等式 

1/(^^) 一 蚵 S 1/(^^) -^i(y)\ + I 巧⑼ 一 4 | | 匕 

这表明 f ( x 、 y ) $ I , 

剩下的是证 F 2 { x ) ^ I . 为此,在对于一切 { x , y )^ h { e ) - 6(^) x d { s ) 成立的不等 
式 £ 

\ f {^, y ) - F x ( y )\ < I 

中，对于每个固定的 $ 考虑沿基 D 的极限.得到 

\ F 2 { x ) - ?| ^ | < ^ ^ € b ( s ). 

这表明巧㈨三 Z. 4 

t, n. 鲁卡申柯注意到沿两个集 S 和 £> 的总体的累次极限元存在且相等的准 
则.此准则由 R.A. 戈登 [32] 于1995年证明 • 这个命题推广了 A.A. 马尔可夫关于累 

次级数的相应的准则. 

定理15 (沿集合基的累次极限存在的准则> 设在集 X 上给定了基 S 而在集 
y 上给定了基 D . 考虑定义在 XxY 上满足下迷条件的函數 f { x 7 y ) : 

/{ x . y ) 9{ y)f fi ^ yV ) ^ K x ) - 

那么，两累次板限 Irnilim /( a : T y ) = lirn ^ ty ) limlim /(^ T j /) = lim h { x ) 都存在且 
相等的必要且充分#条件是：对于任意的£ > 0都存在终端 6( e ) G S 使得对于每 
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A x e & (&) 存在自己的一个终端 d = d x ( e ) e D , d x ^) 中的每点 y 都满足不等式 
► 必要性设两个累次极限都存在且都等于 L 那么 

UO ， y) - g{y)\ = l/h>y) — + K x )-i + i- g(y)\ 

< I/(t ， sz) - K x )\ + 1^(^) - M — a{y)l 

由于两个累次极限都等于 z ， 所以对于任何 e ：> 0都找得到终端& e s 和终端 d^D 
使得对于一切 xeb 和一切 y € d 有 \ h ( x ) _ q <悬和 \g(y) - i | < |. 此外，对于 

固定的 xeb , 根据条件 f { x y y ) ^ h { x ) 7 存在终端办 e 认 使得对于一切 ye dr 
有 1/(^,^) - h ( x )\ < 现取6为 咖), 取属于 d 和山 的交的某元素 do G D 
为 d x ( s ). 则对于一切 i e &⑷和一切点 y e d x { e ) t 成立全部三个不等式，从而 
\ f { x } y ) - g { y )\ < e - 必要性获证. 

充分性任取 e > 0,考察定理条件中的 G 我们来验证关于 g ( y ) 沿着 
基 i ? 收敛的柯西准则成立.为此考虑固定的辅助的点 z e 6⑷和对应于它的终 
端 d x ( e ) € D . 根据收敛性 H ^ y ) ^ h ( x ), 由柯西准则推出， 对于该点 x 存在终端 
d e V 使得对于一切 yuV 2 g d 成立不等式 |/( u / i ) - /(怎,奶)| < &现取一终端 
do ( Zdnd x ( s ). 对于任意的属于终端 d ^ eD 的点奶和办量 A = UKyi )- 分(於)丨如 

下估计： 

A ^ 15 (奶)一 / C^i yi )\ + l /(^> yi ) 一/($，如）1 + 1/( 工， 如）- 8 { y2 }\ < 3 e . 

这就表明，对于某 i 成立收敛性： 

g(y) ^ L 

剩下的是证明为此重新任取^>0及相应的终端6 B ， 而对于每 
个固定的点 Z e 办⑷来估计量 Ai = p ㈤ 一斗从条件 /( AS /) S h ⑷和^ >) 推 
出，存在终端 deo , 使得对于一切 y ^ d 成立不等式 

丨 /(^, y ) - 叫)1 < e 和 b ( s /)- 0 <£ . 

取辅助点 j / e dn 屯⑷. 那么成立估计式 

Ai = lft(x) - iK I 打⑷ - f{x,y)\ + \f{x,y) - g{y)\ + Is ⑹一 M < 3 匕 

这就证明了 h ( W 乌< 

注若在定理15的叙述中假设 4(e) = V，则得到沿基 B 关于 Y —致收敛的条件*此时定 
理的结论是定理14的推论.于是，定理15使得可以在较弱的限制之下交换极限过程.不过这时 
二重极限在一般情况下已不存在，所以两个定理各有自己的应用范围.然而、如果在定理15的条 
件中认为，作为 d x (€：) 可以取同一个与点 Z G i*(e) 无关的终端 d(A 那么二重极限存在且等于累 

次极限 • 




我们还指出 > 定理15的结论作为累次极限存在且相等的准则，关于所考虑的两 
个基是对称的，但是，两个基在定理的条件中是不平等的.这给出了在应用定理时的 
一定的选择自由， 

第十二讲 


§8. 幂级数 

我们记得，幂级数乃是形如 g a n { x - = A { x ) 的级数， 其中利 是固定的 

实数.幂级数的基本性质实际上无关，因此常常认为吻 = 0, 

前面见到的泰勒级数都是幂级数的例子.其实，任何幂级数都是自己的和的泰 
勒级数.我们来考虑与确定幂级数的收敛域相关的问题 + 

定义15教 p 叫作幂级教乙 a n ( x - x 0 ) n 的收敛半径，如果此级教对于一切满 
足条件 一 J ： gI < P 的 r 收敛而当 far — x 0 | > p 时发散， 

下述定理保证了此定义是得体的. 

定理16 (柯西-阿达马定理）设给定幂级数 e u ( x ) 二 e 〜 (工一 抑 r . 我们来 

考察数列 = 那么： 

1) 若 { b n } 是无界教列，则此级数对于一切 X 參 x 0 发散； 

2) 若 { M 有界且 f = # 0,则 p 二^ 

3) 若 lim 心 = 0,则所给的级数对于一切 x eM 都 收敛- 

我们记得,任何有界数列皆有上极限和下极限 - 
► 为简化记号，认为邱= o . 对于级数的通项有等式 

j / n (^)| ^ SOtl^I = & nl^T = ( MW )' 

在情形1)，通项 fn ( x ) 不趋 于零， 所以级数发散 (X ^ 0). 在情形 2 )对于固定的 

| X | < ^ 使用极限形式的柯西收敛判别法于级数 I ： Un ⑷ I 有 
|| 

lim |/«⑷=卜| lim _ 6 n < 卜 1, 

n — «5 n — k » t 

这 表明， —切使 ㈣ < I 的: z ； 皆属于级数的收敛域.而若 ㈣ > ^则级数的通项如在 

情形 1) 一样，不收敛于零，从而级数发散. 

在情形 3)， 还是根据柯西判别法 ， 对■于一切 Z 有 

lim l / n { x )|^ = lim 6 n = 0 < 1. 

n ― n^oo 
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所以级数 收敛. 4 


注若㈤= p， 则所证定理中的级数 I： U ( x ) 既可以是收敛的也可以是发散的1例如级数 



其收敛半径 p = 1,且对于级数收敛，而对于 : c = 1级数发散. 


定理 17设 p > 0是幂级數 Zonf 的收敛半径且 0< r < p . 那么在闭区间 
[- r , r ] 上此级數绝对且一致收敛，从而其和 A ( x ) 在此区间上连续， 

► 点= E ^ L < P 属于级数的收敛区域，因此对于 cc = 级数的通项 
有界，即对于某 c > 0和一切 nlonjr ^ < c . 根据 r < ri ，有 


n =0 n =0 


T 


Ti 


< C 


5 ：( 

n 二卩 


r 


ri 



c 


ri 


于是，收敛雛 < oc 是级数 ^a n x- 在闭区间卜 r，H 上的优控，因此 7 在 
此闭区间上级数绝对且一致收敛. 


在同样的条件下，级数的和 A ( x ) 是闭区间 Hnr] 上的连续函数，由于 


级数在此区间上一致收敛而它的项皆连续 .< 


定理 18若 p > 0是幂级数的收敛半径，则在任意的闭区间卜 r，rj C 
(- 上， 此级数可以逐项微分和逐项积分. 

► 幂级数 f 的形式逐项微分给出级数 

Y 1=0 


X 



而其形式逐项积分得到 MSt 




^ b n x 




ti=0 




n =0 


对于柯西-阿达马定理中的量心 P 和有等式 

|& n |" =71"| a n |^>| Cn|i = (n + l }~" an |-. 


而由于当 n — oo 时 （n 十1)-士 — 1,所以根据此定理，全部三个级数的收敛半径都 
相等,从而这些级数都在任意的形如卜 r ， r],0 < r<p 的闭区间上一致 收敛. 于是可 
以对它们在此收敛开区间上逐项微分和逐项积分, 

定理 19 (阿 贝尔定理） 设级数 ^ anar u 在点 x = c > 0 处收敛.那么它的和 
A { x ) 在闭区间 I = [0, c ] 上连续.而若 c <0 则函数 A ㈤ 在闭区间 [ c ,0] 上连续. 
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► 先考虑 c > 0的情形 * 将此级数的通项 a n x n 写成 a „( x )/^( a ：)， 其中 a n { x ) = 
而那么对此级数在区间 J = [ Q , c ] 上可使用阿贝尔的一致收敛判 
别法，这是因为：& 


1} 级数 I ： 与 z 无关,从而在 J 上一致 收敛； ^ 

2) 序列 { p n ( x )} 单调且在/上一致有界，由于对于一切 x e / j ^ ^ L 

于是，此级数的和汛幻在/上连续.情形 c < 0借助于替换 y = - X 归结为已 
考虑过的情形 - 4 


定理20 (幕级数的系数通过它们和在展开的点的导数的表示）设幂级数 

oo 

>: — ^ o) n = 

n =0 

4 ( n ) ( xn ) 

有正的收敛半径 p 那么卯=次和)，且 g 于一切> 1有等式 a „ = 

► 根据定理18,可对等式 A { x ) = 5 Z a n (x - xo ) 71 逐项微分.因此在 x = xo&i 

n —0 

有 


A(xq) " ^2 知 ( 工 0 - $o) n = ^0, 

n =0 


oo 


j 4_' (工 o ) = 〉: 一 I 。） 


ai * 1! 


A ff (xo) = a ^ n ( n — 1)( 郎 —^o) n_2 = a 2 .2! 

n=2 


j 4( fc ) ( Xo ) = a n ^ i n — 1) … {/l — 免 + 1)($ ◦- ^ o) n_fc — a k * 

n=Jfe 

由此就推出所要的 结说 . < _ 

于是，具有非零收敛半径的幂级数冗 a ^ x - xo ) 71 永远是自己的和 災⑷ 在 z =吻 

处的泰勒级数展开.函数 A { x ) 取在不同的点利和：^处的两个泰勒展开式的收敛 

半径之间有怎样的联系呢？这个问题是有意思的.这里作为例子给出下述定理. 

定理21设办 > 0是幂级数 Y, a ^( x - x oT = A (^) 的收敛半径，考虑函数 
A ( x ) 在点; ci 处的另一泰勒级数展开式，其中 | x 0 - xi | ^ r < . Ro - 那么，若 6 q ，6 i ， … 
是此展开式的系数而丑1是它的收敛半径，則拓 > 办且 

O 0 

A ( x ) — —^ l) n y 当 |怎_$ 1 |<丑 1 时- 

n =0 

^为简单起见，认为邱 = 0,且令 X-Xi=y. 那么 X-XQ = = 

\ x \ — a ? o | 二 r ■若 | y | < J?o — r , 则 < J 26 — r + r = iJo , 因此，级数 ^| an|(|yj + 
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ki|) R 收敛.于是累次级数 f a n 
重排 i 据此，得 



y fc <- fc 绝对收敛，从而它的项可以任意 



EE 

Jt— 0 n=h 


Or 



坫 —V 


oo 

= E b k y k ， 

k^Q 


其中 。c M 

b k = ^2a n ] x^ k = rj 5 Z n ^ n 一 ” … (作 -fc + l)a n x^~ k . 

n=k W Kw n=k 

M 于是，我们査明了函数 A ( x ) 在点 ^idxi - xo \^ r < Ho ) 处的泰勒级数展开式 
V b k y k 当 |y| 〈珣 -r 时绝对收敛到和 /㈦ .嶙 

fc^U 

定义16函数 A(;r) M 作是在点 i = 处解析的，如果在此点的某邻域内它可 

以表示成幂级教，即它的泰勒级数. 


定理21表明，幂级数的和在收敛域内部的每点处都解析.我们还注意到，收敛 
域的内部总是开区间，可以是无穷区间，因此也谈论幂级数的收敛开区间. 

可能有这样的情形,那就是当把幂级数 J ：^ n ( x - xor 的和 A ( x ) 在其收敛域内 
的某点 A 一邮展开时，新的幂级数 E b n ( x - A ( x ) 的收敛开区间超出了先 

前的收敛开区间的界限.例如考察展开式 

p 


yl ( x ) 


1 + X 


1 — X + x 2 — ^ 


_ w 






2 + (工- 1 ) 2 1+ ^ 


1 


2 




1 . Or — 1 ) 


2 


2 


2,2 



2 - 2 2 


这里，依3；的幂展开的级数的收敛半径瓜=1，收敛开区间为（-1， 1); 而依 （z - 1) 
的幂展开的级数的收敛半径 iii = 2,收敛开 E 间为 (-1,3), 

定义17通过把解析函数在与其初始定义域的中心不同的点处展开成幂级数 
的途径来扩展其定义域的方法叫作函教的解析延拓原理. 


在研究复变数的幂级数时 t 此原理具有独特的意义问题在于，在幂级数乙 
吻广中形式上用复数 z = a + bi 代替实数 a 可以自然地把和函数 A { x ) 的定义域 
扩展到复平面上去.为此只需引人由复数组成的级数的收敛概念就可以了.最简单 
的方法是认为 EK + iK ) 收敛到复数 A + Bi , 如杲 E 〜和同时分别收敛 



无穷乘积 
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到 A 和 B 的话.可以很简单地证明，对于复数项级数的收敛性，魏尔斯特拉斯的控 
制判别法依然成立.但若级数在某点2 =吻/ 0处收敛> 则对于一切正数 
r < | xo |, 级数也收 敛. 而若= a 十6/且 \ z \ = r , 贝!1级数 Yl a n zn 也收敛 - 
这表明，级数乙如/的收敛域在复平面 C 上包含以原点为中心，以丑= | 吻 | 为半 
径的圆盘.使用解析延拓原理，可以定义解析函数在复平面的其他点处的值.重要的 
是，所说的程序实质上给出了一定意义上的单值延拓.这样的方法可以把一切初等 
函数单值地延拓到复平而上.例如> 对于实数 a 和6,有 

e a ^ ib = e a (cos b + i^in b). 

复平面上的解析函数在数学中起着很重要的作用.与其相关的问题构成了数学 
的一个广阔的领域——复变函数论的内容.复变函数论是另外的一门课程 I 

问题设 f ( x ) 是在开区间上无穷可微的函数.用“来代表方程/ ㈤ ⑻= 0 
的解的个数.设对于某个 c 和一切 neN /^ < a 证明函数是在开区间 ( a t b ) 上解 
析的. 


第十三讲 


§9. 无穷乘积 

定义18考虑正数序列 { bj. 它的一切项的形式无穷乘私 

bl " &2 " ^3 """ 

叫作无穷数值乘积，或无穷乘积，或简称为乘积 * 

无穷乘积常 记作： 

oo 

h . = & n . 

R=1 

定义 i9 形如 n« 二 h. ^ 的有限乘积 ru 叫作无穷乘积 f! w 的第 n 

fe=i 

部分积. 

定义邪如果数列 { rin } 收敛到数 n _ o( 即 n > 0)，则无穷乘积叫作是收敛 
的（收敛到数 n). 若 n = 0 , 则说此无穷乘积发散到零，而若 ru — +叫则说无穷 
乘积发散到无穷.若极限不存在，则无穷乘积简单地叫作是发散的. 

命题& (无穷乘积收敢的必要条件）若 n 心收敛，则当，〜⑺时心 —1. 
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► 若 ru — n / o , 则当 ri — 00时 



Un 

TIti-I 


n 

n 



命睡 e 无穷乘积收敛等价于级数乙比心收敛，而且 

QC CSO 

In b n , 

71 = 1 tl = l 


► 我们有 In fin = 12 l n 加.函数 y ~ ^ ^ 建立了射线 (0, + oo ) 与全实轴 

R = (- oo 5 + oo ) 之间的 连^1 ^双方单值对应 . 因此，由于对于一切 n e N ，& n 都是正 
可以在等式的一边取极限，只要它的另一边收敛,而此时 In [] = § h V 无穷 

乘积 n 发散到零等价于上式右边发散到 - oo .①4 n=1 

注显然，删除或添加任意有限个非零因子不影响无穷乘积的收敛性.所以，可以允许无穷 
乘积的有限多项取负值. 


定义 21无穷乘积知叫作是绝对收敛的，如果级数 Eln 绝对收敛.这 

1 

说的是级数 Elln 收敛 . 收敛的无穷乘积^ 6„如果不是绝对收 敛的， 就叫作是 

条件收敛的. ^ 

从上面的命题和关于绝对收敛的级数必收敛的定理直接推出下述定理. 


定理22绝对收敛的乘积必是收敛的. 

由于我们认为对于一切 n 义 > 0,所以常 把数心 写成心=1+知，其中知> 一1, 


那么 



JJ &« = JJ (1 +〜)- 


定理23 (无穷乘积绝对收敛的准则）无穷乘积 f | (l + a „) 绝对收敛，当且仅 
备级数收敛. 

► 由于当 Ti ^ OO 时1 +如^^ 1，所以 ^ h 0»然而当 ; E — ► 0时 

ln(l + x ) 

- ^ 1 ， 

所以当 n — oo 时有 


Injl + On ) 

众 n 



[111(1+0^)1 

! a ^i 


①此句原文为 “ 等式左边发散到零等价于它的右边发散到 - oo ” 


译 者注. 



因此，对于足够大的 ^>n 0 成立不等式 

1 . NnCl + ^JI ^3 

W < 2^ 

若级数 E 1 ln(l +知)|收敛，则它是级数 E 1^1的优控，而若级数 S |a„| 收敛，则 

它是级数 + 的 优控. 这就表明，级数 El〜l 和 E|ln(l+cv)| 同收敛 

和同发散 . ， 

下述命题是此定理的推论. 


命题7如果对于足够大的 n > 所有的数都同号，那么乘积 11(1 + 知) 
的收敛<陡与级数的收敛性等价. 



无论是级数收敛还是乘积收敛，都蕴含关系式 


ttn — 0,ln(l + On) ~^ 0, 


111(1 十 a n ) 




(n — ^ oo) f 


由此推出，对于足够大的 n > mM(l + a n ) 保 持与知 同号.这表明 ， 级数和 
5>(1十知） 以及乘积的收敛性与它们的绝对收敛性等价，现使用定理 23 就得所要 
的结论 . 4 

我们来看几个无穷乘积的例于. 


例1欧拉的 r 函数.依定义有 


r ⑷ 


se^ s 


oo 

n( 

71=1 


+ 


8 


e 


其中 s / 0,-1,-2 r .. 是任意的实数（甚至是复数，只要把定义 2 0扩展到复数 h 7 


是欧拉常数， 


7 


lim (1+^ 十…十丄一 1 b n 

v—^oo \ 2 Tl 




0.577 


定义 r 函数的无穷乘积对于任何 s 一 0, -1，_ 2 , … 绝对收敛，因为对于足够大 


的卩〉 no 根据带拉格朗日型余项的泰勒公式，成立估计式 


| Ld b „| 


In 


(«)— 1 


la 1 + 


三) 


< 




2 


从而收敛级数 I： ^ 是级数£ I h ig 的优控 
命题 8 (欧拉公式）下述公式 成立： 
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已经证明，定义 r 函数的无穷乘积在自己的定义域的任意点处都绝对收敛 
因此由 r 函数的定义得到 


m 

r(^) = lim ln m ) tim TT (l + 

m—^oo m—►oo 太丄 V 


3 \ - i 

n 


tn 


s~ r lim TT fl + —^ 

m-^oo 上丄 \ fl / 


n 


tn—] 

5 _1 lim TT 

m—+oo H 
n=l 


s tn 


+ 幻 n «) 


n 


S 


lim 

m —mx 
oo 


n 工+ 



s 


i + £ 

n 


一 l 


n 



3 


1 + 


s 


n i+ 



a 


n 


1 + i ) 

nf 


命理 9 (关于欧拉的 r 函数 r ( 3 ) 的函数 方程〉 下述公式成立: 

r(s +1) = ⑷， r ( i ) = i . 

* 按欧拉公式， = 而且 


r (沒 + i ) 

r ⑷ 


s + 


oo 

hn 


n 


C 1 + k ) 

l ^ T ) 


s-\-i 


s 

H — 
n 


a 


+ 


5 + 1 


n 


s 


QO 


s 



ill 


n + 1 n + s 


n H+5+1 


S v 2-3 

-- lim —— 

S + 1 饥 一 KX ) 


(m+ 1) (1 + s) 


(m + s) 


1 - 2. m (2 + • 


■ (m + 1 + 5 ) 




s 


s + 


r lim (5 + 1) 

i m —^00 


m + 1 


m + 1 + s 


8. 


由此推出 rG + i ):" ⑷ ■ 4 
从命题 9 直接得到下面的推论. 

推论对于自然数 n , r(n + l ) = nl 

后面还要证明 ， 当 s > 0时 r ⑷ 有积分表示 



r(s) = f 

0 


例2对于一切 实数; r ， 下述无穷乘积 收敛: 


n 


x 2 \ _ sin x 

n 2 n 3 / ^ a ； 


此等式将在下面证明，而收敛性从命题3推出. 
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例3对于黎曼 （ 函数的无穷乘积.当 s > 1时，函数加）由收敛级数咖）= 


定义. ^. = ^ = 3.3 = 5,^ 是健然顯序编号的素数序列. 


命题10 (黎曼 c 函数〈⑷的无穷乘积的欧拉公式）当 S ；> 1时成立下述公 


式: 


c (^)- E ^ = ] 

n=l k 





我们有 


n 


_ 

n 


i+—+ 


m 


m=l 


Pm Pm 



4 - ■ 


)■ 


由于不等式 Pk > k 对于一切 A; € N 成立，那么打开括号就得到 


IL>S 


n 3 


另一方面，显然有 ru 




oo 

E - 

讯 =1 W 


其中 {a m > 是自然数的某个子数列，它不含重 


S 

m 


复的元，这是由于自然数的素因子展开具有单值性.由此得到不等式 




IljV rt. •^%-r j 1 


m 


于此令 h ' oo 过渡到极限就得到所要的结果 
对于3 = 1，成立估计式 




>1+ 2 + "- + 1 


-1 


因此，乘积 n 
一道发散， 


pfc 


发散到 +OC, 从而级数 E kl 


少石 S 也同它 
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§10. 无穷行列式 

无穷阶行列式的概念的产生，联系于对于无穷多个自变数的无穷多个线性方程 
的方程组的研究.在研究确定月球轨道的近日点的运动的问题时，首次产生了对于考 
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察此种方程组和此种行列式的要求.此项研究是 G . 希尔于1886年引人的 . H , 庞加 
莱给出了希尔方法的严格的数学根据.无穷行列式方法还有一个应用采纳在 E . 弗 


雷德霍姆 （1903) 研究线性积分方程的工作中. 

设 { b _} 是二重实数序列.用乃 m = \\8^\\ 表示方阵=(心）的行列式，其 
中脚标 A ; 和 i 跑遍从1到 m 的值.在_阵中，数‘ 位于第 k 行和第/列相交之 
处， 此矩阵的主对角线由数 kfc 组成，= 1, ^ 我们用 S 代表无穷矩阵 ( b mn ), 
其中 = 1，2, - 

I 

定义22若彳于列式序列 { D m } 当 m — oo 时收敛到数 R 则说矩阵 B 的无穷 
行列式 D = || S || 收敛到数 A 或说它等于 IX 若数列 { D m } 发散，则说此行列式发 
散. 


称行列式 D m 为无穷行列式 D 的部分行列式.我们引入一些新的记号.对于矩 
阵 B 的对角线元素置 b nn = l + a nn . 而若则认为= b mn - 

定义23在一切级数 g \ a mn \ 都收敛且乘相 

fl — 1 







也收敛的前提下，称无穷乘积尸为无穷行列式 P 的庞加茱优控 I 


定义24有限乘积 



叫作是行列式的庞加莱优控. 


定理24 (庞加莱引理） 对于一切 meN 成立下列估计： 

1) \D m \ ^ Pm ； 

2) ^ 户 m +1 — Pjtv 

► 1. 行列式由 m ! 个形如（- l)+>& lfl . b mtm 的被加数组成，这里 

c ⑷是排列 cr = W 的偶性函数，当 c 为偶排列时斗0 = 0,而对于奇排列 

a , c (< r ) — 1. 因此， 


m / m \ m / m \ 

<t fc— i Vz^i } fc=i \ / 


结论 l ) 获证. 

2 . 按最后一行 展开行 列式得 


Dm+l = + * ■■ + + (1 + 
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这里是矩阵 B m+1 中宂素的代数余子式 






二 (-1) 


m+l+i 


®TTll 


… a 爪 3 {-i OtnJ+i 




像上面（第 4) 款的证明）一样，有 


m 


m +1 




m / m+X 

^ n 1 +e i^-i 


= Q 


m 


n=l 


我们指出， 0 m > P m > 0 且 P m+1 = Q m 1 十 


7 T 1+1 \ 


因此 


Pm+l — ^tn\ ^ |<1^+1,1!{-^+ ： ,1| + . “ + |0^1+1 ，《 ^|^„ + 1 ，饥 | 十 ja m +i itn +i | ji? m | 

(+ ••’ ~h |<^m 十 l ， m| + [) 

=-Pffi+1 Qm ^ Pfri+1 一 Pm. < 

定理 25 (庞加莱定理）无穷行列式收敛，如果它的对角线元的无穷乘积绝对收 


敛直由非对角线元组成的二重级数绝对收敛. 


> 


由于 b 


mm 




i + ，所以对角线元素的乘积 n 



的绝对收敛等价于 


m ： 


级数 f |a mm l 的收敛.此外，根据条件，还有二重级数 S |a mn | 收敛.于是就有 

m=X m^n 


无穷乘积 p 收敛，其中 





Wmn \ ] 3 


因为它的收敛性由二重级数 g g |a mn | 的收敛性所保证.把矩阵 S 的行列式 
的值表示成级数和的形式 


OC 


_D = Z>1 + (1?2 —乃 1) + ( 乃 3 — ！ ? 2 ) 十 


■ ， 4 


di + dot r + dz + 






根据定理24,对于一切 n^N 成立估计式 

— |J? n +i - ^n\ ^ ^n+l — Pn — Pn+1 ， 

其中凡 是行 列式凡 的庞加莱优控且凡 S R 由此推出，收敛的级数£ Pn+l 


P ^ Py 是级数 g dn + l 的优控.于是后者收敛，也就是说它的部分和的序列收 
敛.而这就表明笑^行列式乃收敛■婣 
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注 类似的定理对于形如 S = ( b ^) y - oo < m , n < oo } 的矩阵 B 的无穷行列式 I ? 成立. 
这里部分行列式和部分矩阵的形状是 


-Dm = II ^7n || 1 _ ^ < k， I < fU， 

问题征明科赫 ( Kox ) 定理： 形如 



的无穷行列式 D 绝对收^的充分必要条件是级数 E Q n /? n 绝对收敛.此处行列式 
D 绝对收敛指的是级数£ l ^+1-^ ml 收敛. 

m—1 

最后，我们再给出一个定义，它推广了庞加莱优控的概念 - 

定义25设{^^(0：)}是一个函数序列，而 { SJ 是一个数列，并且当 n — oo 时 
B n — B - 还设对于一切 n € N 和每个 x & D 都成立不等式|人 + 1(1) — A n ( a ;)| ( 
B n ^i - S n - 那么数列 { B n } 叫作是函数列 { A n ( x )} 在集合 i ? 上的优控- 


§11. 等度连续及阿尔泽拉定理 


我们来证明阿尔泽拉 ( Arzela ) 定理. 此定理主要是对于超出数学分析课程基本 
内容的应用是重要的. 


定义 26函数的集合 A / 叫作是在闭区间 I =[ a y b ] 上等度连续的，如果对于任 
何芒 > 0都找得到数 (5 = #£：)> 0,使得对于任意的函数 f { x ) € M 和任意的满足条 

件 |工1 — <厶的工1 e I ^ X 2 ^ 1 , 都成立不等式|/(疋1) 一 /(忠 2 )| < i 

定理 26 (阿尔泽拉定理）若函数的无穷集 A / 在闭区间 J 上一致有界且等度 
连续，则从任何函数序列 Unix )} c M 中都可以选出一个子列 { UA^)h 它在 J 上 
一致收敛到某个在 J 上连续 的函数 / Q ( i )，/ G (: r ) 不必属于 M . 


► 为简单起见,认为 J = [0,1]_证明的思想是，在使用柯西准则时，以允许的误 
差代替一个任意的点以与它接近的分母尽可能小的二进有理点. 

把 J 中的全体二进有理数，即形如备的既约分数，其中《为整数， h 为自然数， 


排成一列 { x n }, 对于分母的不同幂次 A ； 按增序排,而对于同一个分母 2 fc ， 则按分子 a 

1 1 3 2 fc _ 1 

的增 序排. 于是 Xt = = l,a：3 = = 4 ，a：5 = 4^ " ^2^ + 1 = 2 fe ，印 +2 = 


1 3 

= 2 fc 4_ T ， 


，Jt e N . 现考虑数集执 ={/.( Xi )}, 其中 if n { x )} 是原始的 
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函数列(岣6 Af . 根据加于 Af 的条件，集合 Si 是有界的.于是根据波尔 查诺身 
尔斯特拉斯定理，从序列氏中可选出收敛的子列 { fnjx ,)}. 

令 3 i ， mOE ) 二 / nm ( aT)，m € N . 得函数列 Gi = { pi T m ⑷}，它是原始函数列{/«(^)} 
的一个子列，它的性质是 { g lim { Xl )} 收敛到某数仍 - 

用同样的原则，从出发，选出它的一个子列记为满足 

lim 52 r m (^2) = V 2^ 

无限地继续这个手续，就得到一列函数列 Gfc = { gkM^)}^u fc = 1，2…、它 
具有这样的性质是 C 4 的子序列， Gi 是原始序列 { U ( x )} 的子序列斤*在点 
Xk 处收敛到一个数训，即= Vk - 

现考虑“对角线”函数其中 f ^ nix ) = g ^ n ( x ). 由于当 A ： 时 


办 n ( 工） = Sn ? n{^} £ ^ ^n— I C ' T ^ C Gfc 

所以 {、 ⑻ }^= Jt 是的 子列. 从而仏是 { 私， nW )} f =1 的子列，从而 

lim h n ( x k ) = y hi ke N . 

""^ 00 最后我们来证明函数列满足一致收敛的柯西准则.考虑任意的数 
£ > 0 并证明存在号码⑽= n 0 ( e ) ; 使得对于一切 m 和 n > uo , 对于一切 oo 6 / 
一致地成立 k ㈦ - M^)l 为此，使用函数集 M 的等度连续性，找到数 <5 = 

^ (|) ? 使得对于一切扒和 y 2 e /，只要 I 奶-如 I <么就对于一切 / ㈤ e 斯都有 

\ f ( y 2 ) - f ( Vl )\ < - 选取数 fc 满足条件^ < 5,把全部分母不超过的二进 

有理点以，…，吵 + 1 重新按它们的值的增序排列.若^是它们的重排， 
则对于一切 s = 1，…，^ ^ 2 ^ k < 5. 由于每个数列 { h n ( z $ )}^ =1 都收敛， 

所以存在号码 n s 使得对于一切 ri 和 m > n 。 有 


e 




现在 f 作为 n D ( er ) 我们取号码 no ( s ) 


习 m Tpyy ngiery ^\\ t ^ oy ^} — niax n s 并证明它满足所需的条件.实际上， 

f w lga (2 fc +l 

设 [0,1] 且々是〜 ... 中与它最接近 的数. 显然川< 2 — fc <& 由此 
推出 \h m {x) - ^(^)1 < | 对于一切^汉成立， 

最后，对于一切 m 和 n > tio (>) > 7 z t ， 有 

I 办 m ⑷一 h n (x)\ ^ |/l m (X) - Arn(^)| + |^m(^i).- h n (z t ) \ + \h n (z t ) - ft n ⑷ 1 


<- + - + - 
3 3 3 


e. 


这表明 f 根据柯西准则，函数列{心 ㈤ 在 J 上一致收敛 ■ 

注定理26的论断可以看作是闭区间了 = [0, 1!上的全体连续函数所成的空间 f 7[0,1] 中 
的某子集的紧致性的充分条件 . 可以证明，这个条件对于闭的函数集也是必 要的- 




第十七章依赖于参数的积分 


第十五讲 

§1. 正常参变积分及其连续性 

对于依赖于参数的积分或者叫作参变积分的研究是一个大的课题，它囊括了正 
常积分和反常积分的初等理论.我们先来研究依赖于一个参数的函数的正常积分 • 
设函数 f ( x } y ) 给定在矩形 n = A X 乃上，其中 A 和乃是形如 A = [ a,blh = 
[ c ^ 的闭区间，换言之 II 是坐标平面上满足条件 a ^ x < b } c ^ y ^ d 的点 

{ x , y ) 的集合， 

我们将认为，对于任意固定的 y e h , 函数5(无）= 9 V {^) = /( X ， y ) 在 [ a ， E ?] 上黎 
曼可积 ■ 

rb 

定义 1 积分 / f {^^ y)dx = ifi { y ) 叫作依赖于参数?/的积分 • 闭区间乃= 

J a 

在这种情况下叫作参数的植的集合. 

当然， 代替/ 2 可取实轴 Oy 的任何子集 JVf 作为参数 y 的值的 集合. 除了闭区 
间匕我们将最常取作这样的集的是开区间，开的或闭的射线,点的去心邻域或实直 

线 R 自己 ■ 

定理 1 若 f ( x , y ) 在矩形 II = Ji x J 2 上连续，其中 A 和/ 2 是闭区间山 = 
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[ a , b ], Ja 二 [ c , 斗则函数 


咖) 



f { x , y)dL 


在闭区间上连续, 


► 由于矩形 n 是紧致的，在 n 上连续的函数 f ( x iV ) 是一致连续的.因此，对 
于任意的^ > 0找得到 6>0, 使得 M 要 e n, ( x 2 , y 2} e n 且卜 i -巧| 2 + |讲一 
V 2? < 就有 

I /(^ i , j / i ) 一 /( ❿， 的)| <二 

任意固定 某点如 d 则对于轴 Og 上如的5邻域中的任何属于 J 的以及 
任意的 i € A = \ a , b ], 对于差 r ( x ) r ( x , y } y 0 ) ^ f { x 7 y ) - f ( s , yo ) 有估计式 

1^)1 = |/( a ， y } - /( x ， y 0 )| 

这是因为点 ^4(^, y ) 和点 B = (x ? 2/o ) 之间的距离^沿闭区间 A 积分 『㈤ 
得 


\^( y ) - < p ( yo )\ 



r ( a ：) dx | ^ f jr(^)|dx < e ( b — a ). 


r 

根据 e > o 的选取的任意性，由此推出当 y — 如时— ♦、，即函数在点 
y = V 0 处连续-而点训是任取的，所以在 A 上连续 ■ ， 

所证的定理可作如下简单的推广. 

定理2设函教和 v ^ iy ) 都在闭区间4 = b , 闳上连续且满足不等式 
a ^ ipi { v ) ^ < p2 ( y ) S f >- 那么在定理1的条件下，函数 


Hv ) 




^{ y ) 


<pi(v) 


f ( x y y)dx 


也在 Ja 上连续. 


在证明此定理之前我们指出，也可把函数看作参变积分，因为 


h (y) = 



f 1 ( x , y ) dx , 


其中 7 当 pi ⑼< $ <外⑼是 _ fi ( i ， y ) — 而在其他情形 hi ^^ y ) — 0. 

K 述是考虑闭区间6的任意的点如.对于函数 Ml /) 在此点的增董 A / t ( y 0 ) 

k ( y ) - h ( yo ) 有关系式 


Ah { yo ) 




r*fi2(v) 广 2( y 。） 

/ f ( x ， y、dx - f ( x , y 0 )dx 

^ vMyo ) 

/ r ^( y ) 

I I f { x , y^)dx - 

ri ( y ) + r 2 ( y ). 


v > a ( Vt >) 


^ i ( l ^ o ) 


f ( x , yo)dx 
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假定 ly -劍 < <5⑷= 5, > 0和如定理1的证明.我们来估计量 n ⑹和 r 山). 
那么 

r ^ iv ) 

l^i(y)! ^ / \ f {^ y ) - f {^ yyo )\^ ^ 咖 2(y) - < pi { y )\ ^ e { b - a ). 

还有，若 M = sup 1/(^, y ) j , 则对于量 r 2 ( y ) 得估计式 

n 


My }\ ^ 



^( vo ) f ^2{ y ) 

f ( x , y 0 )dx + 

^ liv ) ^^2( vo ) 



f ( x 1 yo)dx 


< M | Av ? i { j / o }| + M | Av ?2( jft >)|. 

由于函数列⑼和 < p 2 { y ) 皆在心上连续，对于足够小的 | Ayo | ^\ y - y ^\< S 々) 成 
立不等式 |A^i(y 0 )j < £:和 |A^ 2 (yo)| < l 令 


So ( e ) = min (5 i (€), 6( e )). 

那么对于一切满足条件匕一如 j < S 0 { s ) 的 y € A 有 

l ^^( yo)l ^ \ rx { y ) \ + ] r 2 ( y )| ^ ^{b - a ) + 2 eM - e { b-a + 2 M ). 

但由于 e > 0 是任意的，所以由此推出，函数叫 /) 在点 y^yo eh 处连续，从而在 
整个闭区间 J 2 上连续 . ^ 

应该指出，上面引入的定理1的证明，事实上由下面两个命题的论断组成 ■ 

命题1若函数 f{x,y) 在 II = A x / 2 上连续，其中 A 和 J2 是闭区间 A = 
[a,b]J 2 = [ c ，4 并设函数夕⑷二 g y (x) = fix.y ), 则对于任意的如 e h ， 当 j / — 如 

时 

9y ( x ) ^ g yc ( x ). 

It 

命题2设对于某如 e [ c , d ], 当 y — 抑时 /( z ， y ) /(疋，如).此外，还设在点 

[ d，bj 

y 0 的某邻域中存在参变积分 J^f(x 7 y)dx. 那么当 y — m 时存在极限 

lim [ f { x ' y 、 dx=f /( x ， y 。) 如. 

y^Vo j a Ja 

§2* 正常参变积分的微分和积分 

定理3 (莱布尼茨 法则）设函数 f (^ y ) 在 II = A X J 2 上连续，其中 △和 h 
是闭区间，= [ a,blh = 设偏导函数忍 hy ) 在 n 上连续.那么函数 

g(y) = f 
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在 J 2 上可微且 


9 r ( y ) 



b 


fy ( x , y)dx 


任意固定点 y S J 2 . 对于任意的九/0使 y + 為者, 


9 (y + h )- g ( y ) 



f ( x t y + h ) 


dx . 


此等式右端的被积函数关于: r 连续，从而黎曼可积.对其使用拉格朗日有限增量公 
式，得 


9 (y + h )- g { y ) 



fy( x ^y + Oh ) dx t 0 <0 <1 


根据 fy ( x , y ) 在 n 上的连续性以及 §1 的命题 l p 当 — 0时 

f f y {x,y + Oh) ^ /J(x ， y). 

/l 


最后使用 §1 的命题2,就得到等式 


^ 9 (v + h )- 9 ( y ) =gf{y) 

tt 





fy ( x } y ) dx . 


定理 4 (推广的莱布尼茨法则）保持定理 3 的条件，并设^匕）和 0 ( V ) 在 h 



可微而且 a < S &. 那么成立公式 


9 f { y ) 


/ Htf ) 


d ( v ) 


fi ^ y ) 


4 



抑) 

! (^> 


f ^{ x , y)dx + fiMy )， y ) fS f [ y ) 


/(a ⑼，咖'⑼. 


和上面 一 样设^ / 0且点 y，y + hGl 2 . 考虑表达式 d { h )^ 其中 


d { h ) 




9{y + h)~ g(y) 



r/3(y) 

f(x,y + h)dx - I f(x y y)dx 

( 祝 +h) 


使用标准符号 △« = a ( j / + h ) - a { y ), A ^ ^ p(y + h )- P ( y),Af = f { x，y + h ) — 


f ( x ， y ), 可将 d ( ft ) 写成 


d { h ) 



(/(^, y + h )- f ( x , y))dx + 




hr 1 fix.y + ^dx + h - 1 / 

i / a+iof J 0 

= j 4 l + A2 + A3 ■ 

对于积分逐字重复定理 3 的论述知，当 h -> 0时 


f { x , y + h)dx 


Ax 



以 x ， y ) dx - 
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其次， 对于积分糸和应用中值定理并使用函数 f ( x , y ) 的连续性，得 


乂2 




¥/(qc + 0lAq^ + h )， A3 = + y + h ) 


由此，当 ft — 0时有 


表— ~ a / ( y ) f { a ( y ), y ), A ^ / 3 f { y ) f ( l 3 ( y ), y ). 


对定理 3 的证明的解释 我们更详细地解释一下可以凭借一致收敛条件 


fy{^ y + 9h)z4 fy{x,y) (h — 0, Ji = [a ， fc ])， 

/l 


来取极限 


lim 



f ^( x,y + eh)dx 



fy ( x , y)dx 


的理由. 


如所周知，函数 F { x , h ) = f^y + eh ) 沿闭区间 h 的积分是积分和 


p ^ 

( t ( T ) — ( tf ( T ) = J ^ fc ， 


的极限.这里极限是沿着基 At 


0来取的.这里基 Ar 是这样定义的：把闭区间 


= [^ b ] 的一切标码分法 r 所组成的集合 A 作为基本集，标码分法 T = {a 


xo < 


xi < ■. < x n = G = Xk — 2：*，1 ， A: = 1 ，…， n. 函数 


a F ( T ) 定义在集合 4 上，而量 Ar = maxAx fc - 最后，基 Ar 

一 切满足 A t < S 的标码分法 r 组成 ■ 

重要的是 指出， 如果对于某^>0和一切 x € l u ^k 


0的终 端如 〆 >0,由 


1 ^( 0 ；, h)-F(xM = \ f y {^y + 0h)-f^{x,y)\ <e, 

则- 吓 (， o ) ⑺ I < e { b - a ). 由此推出，若当 A — 0时成立条件 


fy ( x y y + eh ) ^ fy ( x , y ). 


则当 A — 0 时同样有 


A 


那时，两个累次极限都存在且彼此相等，即存在极限 


^ }^ a Fix , h )( T ) 




AT— ^0 


㈣ )( r ). 



此时有 
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6 


f;(x，y 十 Ok)dx t 


a 


Jim f f y (x, y + Oh) ^ fyix.y) 


由此推出 



b 


|im y f v (x,y+9h)dx 



b 


以 x ， y)dx ， 


H 


这就是上面所断言的. 

另一方面,类似的结论在定理1中基于使用被积函数的一致连续性而直接被证 
明.对此可以进行和这里所做的完全一样的讨论. 

定理 5若函数 f { x , y ) 在矩形 IT = x h 上连续，其中 A = [ a.blh = [c,d ]， 
则两累次积分 

b pd fd 

H = J dx I f ( x 、 y)dy 和 G = / dy / f ( x , y)dx 




C 


C 



皆存在且彼此相等, 


► 


考虑辅助函数 


9{t,y) 



t 


f(x,y)dx, t € [a,b], ye[c ， 成 


a 


我们来证明此函数在 n 上连续.实际上, 


\Ag\ = \g(t + + Ay) - git.y^ 






i+A* ft 

f(x,y + Ay)dx- / /(x,y)di 

a 


(f{x,y + Ay) - f{x,y))(Lr 


a 


I 广 t+At 


+ 



f(^y + ^y)dx 


t 


^ (6 — d) UlSX y) I ~h ^ I △亡 1 


其中 




由于函连续，当 Ay — 0 时 y ) —^ 0. 因此，当 (Ay } At) 


(0,0) B^r Ag 即 5(% t ) 在 n 上连续. 


p 、 r 

还有 = fi ^ y )- 因此根据定理 3, 对于函数 


0{t) 



d 


g(ty)dy 


C 



d 


c 



t 


dy I f(x, y)dx 


a 
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有 d ^ d 

= 去/ 9 ^ v ) dy = f 9 f t{Uy)dy = J f{t } y)dy = h{t). 

另一方面，函数 = I^f(t.y)dy 也是连续的，所以根据牛顿-莱布尼茨公式 

d r f 

h(t) — — / ft(x)dx = 

人 

广 i ft pd 

其中 H(t) = I h(x)dx — I dx I f(x,y)dy. 

因此， /i ⑷ =H 7 {t) = G\t). 外显然有（^⑼ =H ⑼ = 0. 所以对于一切 t e h 

成立等式 G(t) = H(t). 特别地，对于 t = b 有 G = G{b) = H(b) = H. ^ 


第十六讲 


§3. 拉格朗日定理 

我们给出推广的莱布尼茨法则（定理 4 )对于推导带有积分形式余项的拉格朗曰 

公式的应用.有两篇发表在 Menxoires de 1 ， Academic de Berlin ( lTOS ) 和 Note (1798, 

XI ) 上的著名的论文是讨抱拉格朗日的这个公式的*我们引入 E , M . 佐罗塔列夫对 
此公式提供的 证明， 

定理 6 (拉格朗日公式） 设函数/ ㈤ 对于一切 z e R 都有 n 阶导数且 n 阶导 
函数在 M 上连续.还设某函数 x = x ( u , t ) 是方程 

u — x + tf ( x ) = 0 

的解.那么对于任意的具有 n 阶连续导函数的函数尸⑼成立公式 

尸(咖，0) = f(u) + 52 |y W ㈤ 户 ( w )) + 瓜， 

k=l 9 


其中 


Rn 


nl du n 



(11) 


F f { x )( u-x + tf ( x)) n dx 


U 


^ 考虑函数 s h 
根据定理 2 得 


— S k (u) = ⑷ F^x^u - x + tf(x)) h dx^ 关于参数 u 对它求微分 - 

學 ， ㈦ 产 ㈦ ， 

du 




即 
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k 


s k 




微分此式 fc-i 次，得 

d k . 


du k ~ 1 


u = 咖 )4# 


对于 A = l, …，^1写出此式，得 


S 0 = tF f ( u ) f ( u ) 


dSi t 2 d 


dS ] 
du 


du 


2 




dr- 1 a t n ❿- 1 /tV/ 、加、、 

1 = + n^F 


从后 到前， 逐次将后一式代人前 一式， 就得到 

S 0 = tF^umu) 4 - t±{F\u)nu)) + ■--4 - 


( F f { u ) r { n )) 


+ 


1 ^Sn 
nl du n 


此外，对于而成立等式 


So 



x{u) 


F f ( x ) d ^ - F { x { u )) - F ( u ). 


u 


将此式代入最后的表迖式中就得到定理的结论 • 

我们引人拉格朗日公式的两个特殊情形. 

1. 成立恒等式/(4三1的情形.此时拉格朗日公式转化为带有积分形式余项的 
泰勒公式： 

^ JT ( fc)d 

F{u + t) = F { u ) + - - - 1 + Rnj 




Rn 


^J^F^ n+1 >{u + s)(t-s) n ds. 


2 .设 f ( x ) = ain x . 那么函数 x = x ( u } t ) 是开普勒方程 x-tsin x = u 的解，其 

中 f 是二体问题中椭圆形轨道的离心率. 

对于函数 R { x ) = 1 - tcos 欠，拉普拉斯得到了拉格朗曰级数展开式 

" 、、 ^ u )^ 1 

R ( x { u )) = I — t cos u + t 2 _^ — ^ u k-l ， 

k=l 



■ 348 > 


第十七章依轅子参数的积分 


且本质上确定了它当 * < 0.662. 时收敛. 

最后指出，由于拉格朗日级数概念的内容之丰富，对此级数的研究一直很热，欧 
拉， 兰伯特，拉普拉斯，彪尔曼，普法夫，施勒米希 5 海涅，柯西，雅可比 ，杜. 布阿.雷 
蒙，儒歇，切比雪夫，佐罗塔列夫，索霍茨基，涅克拉索夫等都研究过拉格朗日级数. 
对于推广的拉格朗日级数的收敛问题的研究仍是当今现实的课题. 


第十七讲 


§4. 按海涅意义的一致收敛 

函数的沿集合基一致收敛的概念是经典的一致收敛概念的推广 s 并且是以柯西 
的函数极限概念为基础的.在数学分析中还用到另一种类型的极限定义，即按海涅 
意义的极限，无论是通常的还是一致的.按柯西意义的以及按海涅意义的两个一致 
收敛的定义是等价的.各有各自便于应用的场合.由于两个定义分别便干应用于不 
同的情况，所以我们要在沿集合基收敛的一般情况下，证明一个关于按柯西意义和 
按海涅意义收敛的概念的等价性的定理. 

需要一些新定义. 

定义 2设 B 是定义在基本集 X 上的一个基，并且对于它的任何终端 in 和 h 
都或有 h c 62 或有 he In 成立■称 x 中的序列 { x n } 是沿着基 S 的基本列，如果 
在任何终端之外仅存在此序列的有限多项. 

定义 3基本列 {Xn} 叫作是关于基 S 单调的，如果对于任何终端&，条件 〜 e fc 
蕴含 ^ n +1 € 

下面我们认为，所考虑的集合基至少具有一个基本的单调 序列. 此外我们还假 
定基 S 的一切终端的交是空集- 

定义 4数 f 称作是函数 f ( x ) 桉海涅意义沿基 B 的极限，如果对于任何沿着 
基 B 单调的序列 { x n \ 都有 lim f ( x n )=i 

v n—^oo 

1 

在这种情况下记 := l . 

关于按海涅意义的极限定义与通常意义即按柯西意义的极限定义彼此等价的定 
理成立（见第一部分第30 讲). 我们将其叙述如下. 

定理 7极限存在的充分必要条件是按柯西意义啤/ ㈤ 存在时 

Hmr \ imf ( x ) = lim /{ x ), 

B 
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为了强调 lim / ㈤ 是柯西意义的极限的推广，也写作 

B 

lim /( x ) — C - lim f ( x ). 

S B 

此定理的证明依靠下面两个引理.这两个引理也自有其独立的意义. 


引理1设 { x n } 是沿着基 S 的单调序列.那么存在它的子列 { y k }( y k = x nk ) 
及与之对应的终端序列 { h }, 使得对于一切 b k , y k G 如但讲_ b k+ u 


定义 5 U 理1中的终端序列 { b k } 叫作是基本的终端序列. 


把基本的终端序列 { fcjfc } 的项写成 L 


引理2给定基本终端序列 { b h }. 对手任何终端& G 5,都存在某 k C fc . 


上面引人的概念使得可以按新的方式作出一致收敛的一般定义.为此，我们在 
集合 X 和集合 F 的笛卡儿乘积 XxY 上定义函数 f ( x , y ) 并认为在集合 X 上给 
定了集 


定义 6函数 f ( x 7 y ) 沿着基 S 在集合 y 上一致收敛到函数 g ( y ) 9 如果对子任 
意的 e > 0,存在终端 b ( e ) e 使得对子一切 x g &⑷与 p g Y 无关地成立不等式 

\f(^y)-9(y)\ < ^ 

在这种情况下写 f (^> y ) =* sivY 

Y 

定义 T 说函数 f ( x ， y ) 按海涅意义在 Y 上一致收敛到 g ( y ), 如杲对于任意的 
沿着基 B 单调的序列 {&}, 函数序列都在集合 1" 上一致收敛到 g ( V ), 这 

时记 f(x,y)^ r ^g(y)^ 


§5. 一 致收敛的两个定义的等价性 

现在可以转向关于按柯西意义和按海涅意义的一致收敛定义的等价性的 定理. 
定理8 i . 若函数桉海涅意义沿着基召在集合 f 上一致收故到则 y ) 

B 

4 g(y)- 

Y 

B (B)Hm 

2 ■若 /( A ?/) 4 则 

y r 

► 考察结论 i . 从反面来讨论.设 f ( x , y )=^9( y ), 但是 / b , y ) f M 不成 

立. 那么，存在 £> o , 使得对于任何终端 beB , 都找得到点补 e b 和讲 e K 满 
足 \ f ( x h , y b ) - g { y b )\ > e . 先从基本的终端序列中取一个终端石 i . 把与其相应的 

和？/&!_分别记作那么 l /( n ， yi ) _ 3(^)1 ^ £ '由于全部终端的交是免集，所以 
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存在终端 beB ^ x ^ b . 根据引理2 ,存在数幻使得 k C h 当然 A 取 
X 2 = xi kt e b kl 和妁 = 讥 〜 e y , 那么 1/( x 2,^) - g ( y 2)\ > 无体止地重复这一步 
骤. 那么得到点列 { x n } 和 { y n } 7 使对于一切 neN y \ f { x n } y n )~ g ( y n )\^ e . 

我们来证明点列 { x „} 沿着基 S 单调.首先证明它是基本的.我们指出，自然 
数序列 { k n } 是单调增的.但任何终端 boeB , 根据引理2 都含有某个而当 
‘ > fco 时有4+1 e 6^ C 6 o c &0-这表明，在&0之外所含的序列 { Xn } 的点不多于 
fco 个.所以 { Xn \ 是基本的. 

为证 {x n } 的单调性，我们 指出〜 參5^而 x n +1 eh n . 然而如果对于某 bo # 

有& e bo 的话，则从两个可能发生的包含关系 6 d c k 和6 0 中只能有第 

二个成立> 否则的话 x n e bo c b kn 而这是不可 能的. 于是 ^+1 € b kn C b 0 . 这证明 
w 是单调的- 

于是，我们构作了一个单调点列 { x n }^ n e X ,使得对于相应的如 e r 成立 
不等式 \ f ( x ^ y n )-9( yn )\ > e 对于一切 n e N 成立.这表明函数列 {/(^ l2 /)} 当 
n ^ oo 时不是一致收敛到 5 ⑼的.这与所作的假定矛盾.于是，定理的结轮1获得 
证实 ■ 

考察结论2,由于 / Cx , y )5 g ( y ), 所以对于任意的^ > 0,存在终端 b ⑷ e 尽使 

得对于一切 yeY 和一切 Z e 咖）有 \ f {^ y )- g { y )\<^^ 现设 {〜} 是 X 中的任意 
—个沿着基 B 的单调序列.那么在 6(0 之外顶多只有 { x ^} 的有限个点.于是对于 
足够大的 n > noie ), 总有& e b(E). 因此对于这些 n 有 \ f (^ y ) - g { y )\ < ^对于一 
切 JZ e y 成立.这表明当 n — oo 时 f { x n , y ) ^ g ( y ). M 

我们强调一下，在定理8中对于基 S 加有下列 限制： 

1) 基 S 的每个终端不空但全体终端的交是空集； 

2) 对于任意两个终端匕和匕卜 C 知和卜3心必有一个成立； 

3) 存在至少一个沿着基5单调的点列. 

乍一看，这些限制好像很厉害，特别是条件2)，比通常的条件，存在 b 3 C n h 
要苛刻得多.但并不完全如此.实际处理问 题时， 总可以代替基 S 而考虑一个与它等 
价的使满足上面所述的全部三个条件.所谓等价，指的是沿基 B 收敛殖含沿 
基珣 收敛且反之亦然.例如，在基的直积 H = BxD 的情形，其中 S 和乃分别是 
x — 十 oo 和 y + oo 的基，作为等价的 Ho , 可以取由形如九= {(^ y )|^ > a i y > a } 

的终端组成 的基. 

为了叙述的完整> 我们引入函数沿集合 f 致收敛的柯西准则的一般形式. 

定理 9 (函数一致收敛的柯西准则） 定义在集合 X x y 上的函数 f { x r y ) 沿着 
在集合 X 上给定的基 B 在 Y 上一致收敛到某函數的必要且充分的条件是，对于任 
意的£ > 0,存在终端 be S , 使得对于一切 XI e 6, x 2 e b 和一切 y ^ Y , 成立不等式 
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► 必要性若/(%沒）兰 g { y ), 则对于任何 e > 0都存在 beB , 使得对于一切 

Y 

$ e 6和 一 切 y 成立|/(工，沒） 一 ^(^)1 < 那么，对于一切怎 i € b 和 一 切 xn 

及一切 yeY 有 

\f(^i,y) - /( 工 2 ， y)| < 1/(^1^) 一 5(y)l 十 lff(y) — /(^2^)| < | + 1 = ^ - 

充分性固定任意一点 y ^ Y . 那么函数 hy ( x 卜 f ( x , y ) 满足通常的沿基收敛 
的柯西准则.因此存在数 使 h y ( x ) ^ 9 ( yy 于是 ff ( P ) 是集合 Y 上的函数- 
我们来证明 /(x l2/ ) 旦〆 y) 在 Y 上是一 致的. 实际上，对于 e > 0,存在终端 b € B , 
使得对于一切 X 1 eb , x 2 e B 和一切 yeY 

在此不等式中固定 i; 而过渡到沿着基 S 对变数奶取的极限.那么得到 

\f(xi,y) - g{y)\ < | 

此不等式对于一切XI e b 和一切 y ^ Y 成立. 这表明 

B 

/( 工，沒 ） f g(y). < 

作为定理9的直接推论，我们引入对于函数沿着在 集合叉 上给定的基 
B 在集合 y 上不一致收敛的柯西准则的直接叙述， 

定理10 (不 一致 收敛的准则）设 {^ V ) e X x 函教 f ( x , y ) 沿着在集合X 
上给定的基 S 在集合 Y 上不一致收敛的充分必要条件是，存在某个 e > 0,使得对 
于任意的终端 beB 都存在一对点 A e b 和幻 e &以及一个点 yeY 满足条件 

注无论是在定理 9 中还是在定理 10 中，都只考察了按柯西意义和按海涅意义两种可能的 
—致收敛定义中的第一种 * 而若要描述与它等价的第二种定义 3 则问题本质上归结为早先在第 16 
章§3中已证明了的函数列的一致收敛的柯西准则. 
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第十八讲 

_ 


§6. 反常参变积分之一致收敛 

参变积分理论的进一步发展导致反常参变积分的研究，而这正是这一理论的最 
本质的部分.在两种类型的反常参变积分中，我们把注意力主要集中在第一类上.第 
二类积分只是顺带被提及，因为理论上它们与第一类没有原则的不同. 

考虑给定在集合了 X K 上的函数/(%；/),其中 J 是艰如>， + oo ) 的区间，而 F 
是某个实数集，即 r C R . 设对于任意固定的 j / G 函数 f { x , y ) 在任何有限的闭 
区间上都黎曼可积并且存在此函数关于变元 x € I = [ a ， + 00 ) 的第一类反常积 
分.那么这个积分本身就是给定在 Y 上的 y 的某个函数 g [ y \ 它由下式 给出： 

pOO 

9 ( y ) = / f { x , y ) d ^. 

J a 

定义 8 上述函数叫作依赖于参数的第一类反常积分. 

注代替沿区间 K + oo ) 的反常积分，当然可以考虑沿区间 (-00,6] 或沿全实轴 K = 
(- oo ,+ oo ) 的积分.全部这些情形都可归结为所考虑的 情形， 完全如同在研究通常的反常积分 
时所做的那样.例如 




f{x y y)dx= j f(^y)dx+ I f(-x,y)dx, 

0 Jq 


旦此积分之收敛理解为两被加项皆收敛.此外，自然可以提出关于形式的反常参变积分的收敛域 
V 的问题.类似的问题在考察函数级数时已弄淸楚了，因此我们将不再对此类问题花太多的精力, 
不过将使用类似的术语. 

例 1.对于 S />1 成立等式 



+ CO 


dx 


lim 

-fr+OO 



t 


dx 


i-jr 


lim 


xy «—^+«> 1 — y 


t 


1 


1 


y 


2 •当没 > 0 时有 



sm xy 


dx 


0 


a 



sin 


dx 


0 




定义 9 积分 XT f ( x , y)dx 叫作是关于参教 y 在集合 y 上一致收敛的，如果当 


> +00时 



t 


a 


/吻勺 *)■ 
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换言之，这就是说，对于任意的 e > 0,存在 i 0 = to ( E ) y 使得对于一切 * > to (^} 和一 
切 y 成立 

I fb , y ) dx - g ( y ) < e , 

Ja 

其中 3( z /) = / a °° y )^ 

从一定理出发，我们来叙述第一类反常积分一致收敛的柯西准则 

定理 11第一类反常积分 J ^ f ( x 7 y ) dx 在集合 F 上一致收敛的充分必要条件 
是，对于任意的^>0存在 r = T ( e ), 使得对于一切 t 2 > h > T 和一切 y ^ Y 成立 
不等式 

广 t 2 

I f ( x , y ) d ^ < e . 

我们也引人反常参变积分不一致收敛的准则的直接叙述 . 、 

定理 II 7 ®反常积分 J ^ f ( x , y ) dx 在集合 y 上不一致收敛的充分必要条件是 ， 
存在 £>0, 使得对于任何 T > a 都找得到数 t 1 i > t 1 > T 以及 yeY , 满足 

rt ^ 

I f { x , y)dx > e . 

Jtl 

定义 10 若对于一切 j ： > a 和一切 y eY , \ f { x , y )\ < g ( x) y 且积分 XT g(^)dx 

收敛，则函教 9 (怎）叫作 /( 怎，友）在 n = / x y 上的优控甲 

定理 12 (第 一类反 常积分 _ 致收敢的魏尔斯特拉斯判别法） 若函数 /以， J /) 在 

[ a f + oo ) x Y 上有 优控， 则积分 J 二在 F 上一致收敛. 

►设咖）是 n ^ y ) 的 优控- 使用柯西准则.由于积分 XT 办)办收敛，所以 
对于任意的 e > 0,找得到数 T = 7 X 0 使得当~ > *1 > 了时广 &(♦ < &于是对 
于一切 yeY , 

[ f { x , y ) d ^ K [ |/(^^)|^< f g(^}dx < 

Jti I J 

由此根据柯西准则，我们断定积分 J 在 F 上一致收敛 ■ < 

例 积分/广在集合 [ s 0 , + oo ) 上一致收敛， 只要甸 > 1. 这是因为 S (工） = 
是被积函数 f a 的优控 - 

定理13 (第一类反常参变积分一致收敛的阿贝尔判别法和狄利克雷判别法） 

设函数/( 4 以）定义在集合 n = 叉 xr 上，其中= [ a ^+ oo )^ ^ [ c ,4 且 f ( x , y ) = 
a ( x , y ) p { x } y ). 设 /3( x ， y ) 对于任意固定的关于 r 单调 ■ 

①原文定理 IV 只叙述了条件的充分性而没有叙述其必要性——译 者注. 
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( A ) (阿贝尔判別法） 还设： 

1) 积分 a ( x , y)dx 关于 y 在 y 上一致收敛； 

2) 函数/?(: r ， y ) 在 II 上有界， j ^( x , y )| < c 对于一切那么勒分 J = 
f^f(x,y)dx ^ Y 上一致收敛 ■ 

( D ) (狄利 克霣判 别法） 设： 

1) 对于某 c > 0和一切 t > a , 一切 yeY 成立不等式 

[a(x,y)dx. < c; 


2) 当 a ; — > oo 时 ^{ x , y ) 0. 

那么积分 J = f ( x , y ) d ^^ Y 上一致收敛 ■ 

^此定理，无论是其表述还是其证明，都与级数理论中的相应命题类似，本质 
上全部的区别归结于代替使用阿贝尔变换而采用积分第二中值定理. 

再次使用柯西准则来证明.采用积分第二中值定理，我们有 

/ a { x , y )/3( x , y)dx ^ 0{ ti , y ) j a ( x , y)dx + ^( t2 , y ) I a ( x , y ) dx , 

Jtl Jti 


其中 

在情形 （ A ) f 根据积分 / a °° a ( x , y)dx 的一致收敛性，对于任意的 

-4—a 、 _l 、 x / [' r tx i'Tt _. 一 l f _ / _ _ a 」」 ^ _ =tn I 


e > 0, 以及 一 切 


足够大的 t ^> ti > tQ ^) 以及一^切 y £ y ， 有 


£ 


. 由此 


广 t 3 1 


! 

1 a(x y y)dx. 

<£和 

1 o^(x, y)dx 

Jti 




< 


1 产 


rt 3 

i 

ft 2 

1 a ( x , y ) p ( x , y)dx 

< Wi^)l 

I a ( x ， y)dx 

+ 1 即 2， V )| 

1 o :( x , y)dx 

Jti 




Jh 


^ ce + = 2c^, 


这是因为对于一切 T 和 A \ P ( x iP )\< c . 根据数 e > 0的任意性，这蕴含着积分 J 的 
一致收敛性，于是结论⑷成立. 

在情形 Ph 函数 y ) 在 [ M ] 上的积分对于一切 t > a 和一切 yeY 以数 c 
为界，且 V ) 当$ — oo 时关于 y —致趋于零.因此 t 对于任意的 e > 0和足够大 
的匕 > *1 > to ( e ) 和一切 y 成立不等式 j /3( ii r y )| < < 己因此 


J ot{^y)^v)dA < \!3{ ti t y )\ 



< € • 2c + e • 2c = 4 從 , 


+ \0(t2 } y)\ 



a(x,y)dx 


从而结论 （ D ) 成立 . M 
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§7-反常积分关于参数的连续性，可微性和可积性 


我们来证明一个关于在反常积分号下对于函数在一点处取极限的定理. 

定理 14 设函数 fix.y) 给定在集合尸 =X x Y 上，其中 X = [a,+oo) t y - 
[c,d\. 还设下述条件 成立： 

1 ) 对于某 yo 并对于一切 t G X ， 在集合馬 = [a ， f ] 上 f{x y y) g{x) 当 


2) 反常积分 k{y) ^ 



f{x t y)dx ^.Y — 致 收敛 . 那么 : 


a) 函数 g(x) 在任何闭区间私上黎曼可积 ; 

b) 积分 J g{x)dx 收敛； 

c) 存在极限丨 = lini h(y); 

/ y—►jfo 

d) 成立等式 


iim 

y—^Vo 



f(x,y)dx 



lim f(x 9 y)dx 
y—^vo 



g(x)dx = J, 


► 


考虑 y 中任意的单调收敛到训的数列{扣}.那么根据条件1)，当 n 


—»■ 00 


时对于函数序列{如 ㈦ = fi ^ Vn )} 成立关系式 9 n ( x ) Wx ) T 其中私= [ a , t ], t^a 
是任意固定的数，还有,从第十六章诉关于函数列的极的积分的定理11推出，菌 


数分( X ) 




iim ⑷在 段上可积并且 



t 


f(x,y n )d 



t 


3=1 Qin ~ > Qt 



g{x)dx, 


其中量 An 和仏由含着它们的等式定义- 


*0 


根据餅 2) ，& — 时有〜 ， 0)5 这是因为对于任意的 e > 0,存在 
t ( e ) > a 使得对于一切 * > t 0 和一切自然数 n 成立不等式 \ Qtn - Ky n )\ < e .结 


果，根据沿着基的二重极限和累次极限的定理（第十六章§ 6 )，两个累次极限存在且 


相等，即 


lim Iim Qt n 

L—fc-OO t—¥^Vx> 


lim lim Qt 

i-^+oo n —^ cx > 


于是 


lira lim Qtn 

Tl—M50 t—K-hOO 


lim 



f(x,y n )dx 


lim h(y n ) 
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同时 亡 

lim lim Qt n = lim / g(x)dx = J } 

t—n— m 30 t—++oo J a 

而且 i = J . 根据数列{如}的选取的任意性，由此推出定理的结论 . ， 

由此定理推出反常参变积分的下述连续性. 

定理15设函数 f{x 7 y) 在集合 P - X x r 上连续 } 其中叉= [ a f + oo},r = 
[6 ， c], 并设私分 

nOO 

h(y) = / f(x,y)dx 

J a 

在 y 上一致收敛.那么函数知⑶）在 r 上连续. 

► k(y) 在固定点如 e y 处连续指的是当货—如时 MiO — A ( yo ). 为证此事 
我们使用定理 14. 显然此定理的条件 2) 满足.还有，从 /( x rl / ) 在 P 上连续推出，它 
在巧 [ a , t ] x [6, c ] 上一致连续 ， t > a 是任意的.于是当 y — 如时 





[M] 




所以定理 w 的条件 1) 成立,而这表明当1/ — 如时 

pOO 

h(y) I f{x y yo)dx = h(y 0 )- ， 

Ja 

定理 16 (反常积分关于参数可积的条件） 设函数 /(x, y) 在 P = X x Y 上连 
续 ，其中 X = [a 3 +oo),y = [6, c ] ,并设叙分 g{y) = 在 F 上一致收敛 ■ 

那么函数 g ⑻各 Y 上可积，函数 h{x) = J^f{w iy )dy 在 X = [a 7 +oo) 上可积，并且 



C 


9 ( y)dy 


b 



h(x)dx^ 


a 


也就是说 



e 


dy 


b 



y)dx 


a 



c 


dx j f(x,y)dy. 
a Jb 


► 考虑任意的单调趋于 +oo 的数列 {t n }t n > a. 那么函数列 {g n (y)} 在集合 
Y 上一致收敛到函数 g(y )， 其中 g n (y) = / f{x, y)dx. 每个函数 g n {y) 都在 K 上连 


a 


续.因此，对于固定的％根据正常积分关于参数的可积性的定理 （§2 定理5)，有 



C 


dy 


b 



tn 


f(x,y)dx 


a 



c 


9n(y)dy 


b 



f* c 

dx I f(x ， y)dy- 

a Jb 


(*) 


根据第十六章定理11，当 n — oo 时可在积分号下取极限，并且存在数 A 使 



C 


A ^ lim / 9n{y)dy 

6 



C aC 

lim 9n{y)dy^ I g{y)dy 

b n -"°° Jb 


C 

= dy 

b j a 




f(x,y)dx. 
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在等式中令 


过渡到极限，得知其右端存在极限且等于隼 


/ t n 广 C 

dx I f { x , y)dy 

_ h 


但由于数列是任意的，最后的极限等于积分 



dx j y)dy 


现在来证明一个关于反常积分对参数的微分的定理. 

定理 I 7 (莱布尼茨法则）设 

1) 函数 /( xj ) 在尸=尤 X Y 上连续，其中 X =[ a ,+ oo ), Y =[ c , d \; 

2 ) 偏导函数 在 P 上 连续； 

3) 积分 g ( y ) — f ( x y y ) 也对于 一 切 y eY 收敛； 

4) 积分 / a w f ^( x , y)dx ^ Y 上一致收敛. 

那么函数 g { y ) 在 Y 上可微且成立等式 


Q ' iv ) 



f f y ( x , y ) dx . 


► 


根据函数 f ( x , y ) 的连续性，对于一切打> a 函数 


9n{y) 





f ( x , y)(h 


在 Y 上连续，使用对于正常积分的莱布尼茨法则，得 


9 f M 





fy ( x , y ) dx . 


我们指出，对于函数列{如&)}，当 n — ⑴时成立关系式 


9 n { y ) 9(y) 





f ( x , y ) dx i 


9 f n (y) =f / 如 - 

y Ja 

因此，根据关于函数列的极限的微分的法则，有 




即 〆 (?/) = JT fyi ^ y )^ 


我们还要证明两个以后用得着的关于反常累次积分的定理- 
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定理 18 设 f(x ， y) 在 P = X x 1" 上连续，其中叉= [a f +oo), Y ^ [6, 十 oo) 且 
在 J 3 上 f(x } y) ^ 0 . 设对于一切 j / e y , 积分 f(x } y)dx 收敛到 y 上的连续函教 
g{y), 且对于一切 xeX } 积分 f(x ， y)dy 收敛到上的连续函数 h(x). 那么积分 
A = JT 9 (y)dy 收敛等价于积分 h{x)dx 收敛，且心=，即 

aOC 广00 poc pOC 

/ dy I f(x y y)dx^ I dx / f(x,y)dy, 

J b J a J a J b 


► 我们仅考虑积分 A 存在的情形：因为第二种情形的考察是类似的.考虑任 
意的满足 k > a 且^ — + OC 的单调数列 { t m } } 以及自然数用符号表 
示累次积分 






f(x,y)dy. 


还设 


9m(y) ^ 



f(x,y)dx,h n (x) 


根据关于正常参变积分的可积性的定理，有 



f(x,y)dy. 


Jm 



dy 


b 



a 



n 


f(x,y)dx^= f g m (y)dy. 

b 


还有，由于 f { x , y ) > 0, 所以 0 < £ fm ( y ) ^ g { y )^ 因此成立不等式 



n 


Jmn ^ / ^ / fl ( y ) 办 = Jl - 

b Jb 


另一方面, 


Jm 



dx I /0, y)dy 

<1 Jb 



亡 m 


h n (x)dx 


a 


这里 k n ( x ) > 0 T 五对于每个固定的 $ 数列 { h n ( x )} 都是非 减的； 此外、每个 k n ( x ) 
都连氣 而且 { h n ( x )} 的极限即/也是连续的（定理的条件).因此，根据迪尼定 
理，当 n — 


时 


^ n (^) 




th(x). 


于是当 


n — 


00 时成立等式 


J(m) = lim J mn = lim / h n (x)dx 

a 






h(x)dx. 


a 


因此， 在不等式 < Ji 中令 n 


—► OO 


过渡到极限就得关系式 


J(m) 





h(x)dx ^ 


Cl 
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但由于 k(x) ^ 0, 所以随着 m 的增艮数列单调增且有界 . 结果 t 根据魏尔 
斯特拉斯定理，收敛到且 h 札根据数列 {t m } 的选取的任意性，由此推 
出数〗等于 


pt pOO 

lim / h ( x ) d ^ = / h [ x)dx — J2 - 
t ^ co j a J a 

于是然而 f 在上面进行的论述中交换量 A 和 J 2 的位置就同时得到不 
等式 A S J 2 - 结果 = 易 .< 

下面给出定理 18 的某种推广 . 

定理 19 设函数 f ( x , y ) 满足定理 18 的条件，只是除了条件 f ( x iy ) > 0 之外; 
但是函数 F { x , y ) ^ \ f ( x , y)| 满足定理 18 的全部条件， 那么， 定理 18 的结论不仅对 
于函教 F { x , y ) 成立，而且对于函数 f { x , y ) 也成立. 

4 我们看到，函数 

咖 ) ， ( 处 : - ㈣ 和 ^v) = nx ' y) 2 f ^ y) 

都满足定理 18 的条件，从而定理 18 的结论对于这两个函数都成立，当然对于 
- ^ 2(^1 y) = 也 成立 . < 

一般说来，定理 1S 和定理 19 的条件是过剩的.以后将证明一个一般得多的命 
题 . 

最后我们引人柯西给出的一个例子 . 在此例中，当交換积分次序时得到不同的 
累次积分值.这与被积函数 

f(xtA = ^ 2 - y 2 =±(__ = Af y ,) 

八 ’ 鉍 ) (x 2 + y 2 ) 2 \ x 2 + y 2 / dy \x 2 + y^J 

在点 （ 0,0) 处间断，特别是当沿直线 y 二 k 趋于 (0,0) 时的间断情形有关 . 当 |fc| > 1 
时 lira f ( x , kx ) = -c»o, 而当 |fc| < 1 时 lim f ( x 7 kx ) = +oo , 而对于此函数的两个累 

a:-^0 0 

次积分成立等式 



4 ’ 



dx 

1 十 : r 2 


4 


我们注意到，这个例子属于第二类反常积分 . 下一节研究这类积分 . 
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第二十讲 


§8. 第二类反常积分 

我们来叙述第二类反常参变积分的初等理论的基本概念并叙述某些与我们已证 
明的关于第一类积分的定理相对应的结论. 

考虑集合 P = X X y , 其中义 = (a ， 礼 : r C R. 设函数 f(x iy ) 给定在 p 上并且 
至少对于一个固定的 e y ， 作为 1 的函数是无界的 . 还有，设对于任意的 s/ e r 和 

a )， 函数 f ( x , y ) 作为 0 ：的函数在闭区间 [a + a b ] 上黎曼可积. 

定义 11 形式表达式 / a b /(AjOd：T 叫作以 a 为奇点的第二类反常枳分. 

定义 I 2 若对于任意的固定的值 yeY , 此枳分都收致，则集合 y 叫作积分的 
收敛域，此积分的值 g ( y ) = f(x,y)dx 生成 一 个定义在集合 Y 上的函数， 

当奇点位于积分区间叉 = K &] 的右端点6时有类似的定义.若奇点 z =勿在 
闭区间 X 内部时，可用它将 X 分成两个部分,而分别考虑分成的两个闭区间. 

类似地也可研究具有变化的奇点: r Q = x 0 ( y ) 的反常积分，但此处我们不做详细 
讨论. 

例积分广 严 在 F = [0, 1] 上收敛且可算出其值. 

vf - y 

实际上， 

9(y) = 9i(y) + 92(y) = / R ~ -+ / i —— — = 2 ^/y + 2 ^/l-y. 

Jo vV ~ x J y V x ~ y 

定义 13 第二类反常积分 


9(y) ^ f f(x,y)dx 

Ja 

叫做是关于 y 在 y 上一致收敛的，如果对于函数 

9(^y) = f f(x ， y、dx 

J tt+6 

-当 j — o + 时成立 

9(^y) ^ g(0 y y) = g{y). 

y 

从柯西准则的一般叙述出发，可以叙述第二类反常参变积分的一致收敛的柯西 
准则.我们只限于叙述一个综合性的定理，其中包含重要的实用的结论. 


辟，参变积分理论的应用 
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定理20设函数 /(% y ) 在 P = 上连续，其中X = (%礼>^ =匕刮.还设 

a 是反常参变积分 

g { y ) = / f ( x , y)dx 

J a 


的奇点.那么成立下述断言， 

1) 若积分也在 y 上一致收敛，則函数在 Y 上连续， 

2) 此时 

/ d pb pd 

9 iv)dy = dx f { x , y ) dy . 

J a J c 

3) 若积分 f f ( x , y ) d ^ 收敛,偏导函数 f ^{ x } y ) 在 P 上连续， 而积分 f y ( x , y)dx 
在 F 上一致收敛，则 g f { y ) 存在且 

9 f (y) = f fy(x,y)dx, 

J a 

如果奇点抑是 x = 的内点，则如前面指出的应该用此点把闭区间 x 
分成两部分并分别考虑所得的两个区间.这种方法也可以应用于无穷的积分区间 
X = [ a , + oo ) 含有有限个奇点 A ，…， 〜的情形.此时可用点 h < •.. < f 冰将 
X 分成 2 n 个闭 E 间 = 1，…， 2 n - 1，以及 \ t 2 ^+ oo ) y 使在每个 
中正好有一个奇点，而在 [ t2n ,+ oo ) 中无奇点.结果得到 2 n - l 个第二类反常积分 
和一个第一类反常积分仏 

到此我们结束对反常参变积分理论的叙述，而来考虑它的应用. 

§9. 参变积分理论的应用 


我们来计算狄利克雷积分 D ( a ), 它也叫作狄利克雷间断因子.依定义 

sin ocx . 

- ax . 

x 

首先指出，点 Z = 0不是奇点，因为被积函数有界.虽然 D ⑼= 0. 还有，若 a > 0, 
则根据狄利克雷判别法，积分收亂这是因为 




sin axdx = 


1 — cos at 
a 


a 


此时可使用积分变数的线性变换 ^ l 并得到 

D(a)= f°° Sm aX d(o,x) = 「 ⑴ =^D. 

Jo Jo 亡 

①此事当 n = 2 时不成立.此能得到两个所说的形状的第二类积分以及一个第一类积 
分一译者注. 
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现在来计算 D 的值. 

定理 21 

►令 

r °° P - y ^ c； n T 

9(y) = / - ~~ -^dx, yeY = [0,N] y N^^. 

JO x 

RITl T 

被积函数 f ( x , y )^ e -^— 在 P 二 X x F 上连续，其中 ； t = [0，+ oo)，Y = [0,7 V ], 

如果令/(0，没)=1的话-工 

我们来验证,积分在 r 上一致收敛.为此使用阿贝尔判别法.置 a ( x , y ) = 

^in T 1 _ f^oc 

— , P(x, y) = e ~ xy . 那么函数 P(x,y) 单调且 0 < P(x,y) ^ 1 5 而积分 / a{x 3 y)dx 

在 K 上一致收敛 > 因为 a ( x ， y ) 与 y 无关 • ° 

积分 S ⑼的一致收敛性也可以直接由定义借助分部积分法证明. 

现于闭区间 Y 上任取其 内点训 及含如的一个闭 K 间 Y $ = [ yo - S,yo + S ] C 
Y } 0<y Q -S<y o . 在这个闭区间上，积分 

poo /*00 

J fy(x,y)dx — ~ j e ~ V：t x< ^ x 

一致收敛.这可从魏尔斯特拉斯判别法推出，因为 [ e -^ sin^l < 而积分 

/ 0 °° e -^-^ dx 收敛 • 此外，被积函数在巧 =X x Vs 上连续，因此 f 根据 
莱布尼茨法则， 

厂 OO 

g f (y) = — j e~ yx sin xdx. 

Jo 

此积分可分部积分算出.此处， g f { y ) = 1/(1 +沪).于是我们证明了函数 ff ( y ) 在 Y 上 
连续，且对于 y /0 其导数等于 -1/(1 +沪)，由此根据牛顿-莱布尼茨公式，对于一 
ye (0, N ] 

a 亡 

g{y) = g(N) - j l + = 9( N ) + axctan N - arctan y. 


而若 a < 0 t 则 a = -|a|,sin ax 


sin |ctjar ? 从而 


D(a)= - 



sin|ci ： |3 ： 


dx 


D 


a 


a; 


> =V 

tt a 

当当当 




_ 

D 



)/ 


J 
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使用函数 3 ( y ) 在点!/ = 0 处的连续性，得 


沒 ⑼= lim g(y) = ( 3 (^) + arctan N — axctaji y) 

v —^0+ 

= g(N) + arctan N. 


n 


令 TV + 00 得 arctan N — 并且 


0 



2： 



00 


dx < / e^ Nx dx 


0 


N 


0 


由此推出 


D = g(0) = 11m (g(JV) + arctan N ) 

TV—►oo 


7 T 




直接从定理 21 推出，下面的命题成立 


推论对于一切成立等式 




D ( a ) = -rsign a , 

As 
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§10. 第一类和第二类欧拉积分 

先前定义的欧拉的 r 函数和将在下面定义的 0 函数分别叫作第二类和第一类 
欧拉积分- 

我们来继续研究 r 函数的性质. 

定理 22 (欧拉-离斯公式） 对于 s / 0 , - 1 ，- 2 , ■.. ,成立等式 


r (和讯匕&⑷ ’ 


其中 


㈣ = 办 +C 二 


> 使用欧拉公式，得 r ⑷的表 达式: 


1)' 



— lim 一 （1 十 l) s --- 

tn—f 00 5 






lim P m {s). < 

m— j-oo 
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定理 23 (高斯公式） 对于 3 > 0 , 定理 22 中的 




im 


m 


t s ~ l dt 


借助于变量变换及分部积分，得到 



m 


) m a! 

尸 ― 1 也 =(m 十 l) a / {l~x) m x s ~ l dx 


( m + iy — ^(1 

5 Jq 


(m 十 1) 


B 


ml 


l 


5(5 + 1 ) ■ ■ ■ (5 + m - 1 ) J Q 


x^ m ~ l dx 


(m + iy 


5(5 + 1 ) … （s + m) 


尸 m+l (5)， 



r 函数有下述反常积分表示. 


定理 24 (欧拉的 r 函数的积分表示）当$ > 0时成立等式 



r ⑷=/ x … e 

0 




► 


首先指出，当 s > 1时，所考察的参变积分是第一类反常积分，而当0 < s < i 时， 
它有奇点 x-0. 但在两种情况下它都 收敛, 这是因为，在零的邻域内被积表达式以 
函数 f— 1 为优控,而在无穷远处则以函数 e-f 为优控. 


考虑差 R ^( sl 其中 


Rm { s ) 



m 


s 


D 


x - 1 e -^- P m+1 ( S )[l + - 



X 


s 


e 


X 


0 


-(4)>. 


根据函数〆 s/) = ey - l - y 的图像的凸性，对于一切 S / 成立1 + !/ < #■因此 


1 + - 
n 




以及 


n 


~Y <e 

n / 


X 


对于一切实数 $ 和自然数 n 成立.此外，注意到从伯努利不等式对于0 < y < 1推 
出 （1 一 j/) m > 1 - my , HP 1 - (1 - y) m < my ^ 由此对于 = P / m 2 得 
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到估计式 


0 ^ e~ x 




m 


m 


< e 


1一 1 + 


m 


m 


m 


e~ x (1 _ (1 — VD 


< e my 


e~ x x 


m 


① 


但在这种情况下，量 Rrn ( s ) 有如下估计: 


0 ^ (沒）< 





m m y 0 






这里 s + 1 > 1，因此最后的积分收敛.于是0 < ⑷ < 其中丄是只与 S 有 

771 

关的一 个数. 结果，当 m — oo 时‘⑷ — 0. 我们终于得到 


m 


f x a - 1 e~ x dx= lim / m 

o 7 ^-^^ Jo 


5—1 a? 


lim 


m 


(^m 


⑷ + P m ^l(s) (^1 + — 


o + r ⑷ =r ⑷ 


注 1. 定理 24 的上述证明的思想由施勒米希给出 (1879). 

2. 借助于分郁积分，从定理封导出下面的柯西公式,它对于一切形如 < s<-m 


的值成立， meN : 


ro) = / ^(x))dx, 

Jd 


其中 ^ m ( x ) = £ 这里，加于 S 的条件保证有两个奇点工= 0和 ar 二 +oo 的皮常积分 

n=b n> , 


■ 一 v Tfl 十 1* 

收敛.实际上，在奇点工= 0的邻域中，被积函数等价于量 j9+m ^ + !);^而在点工=+°°的 
邻域中是阶为 0{; r s + m +1 ) 的量 * 由此根据比较判别法推出积分的收敛性， 


函数 si 


S1TI7T5 


的无穷乘积表示以后有用.我们引人此表示作为下述引理，其证明 


留待研究傅里叶级数时给出. 

引理 3( 欧拉引理）对于一切实的非整教 s 成立公式 


Sin 7TS = 7T5 


n 




® 此式中①= 0给出 w 0 < 0' 前面1 - (1 一 y) m < my 当 m 




时给出％</，诸如此类错误 


请读者留意 


译者注 I 
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定理25 (欧拉的余元公式） 对于一切非整数 s 成立公式 


r(i 一 s ) T { s ) 


7T 


S1U7TS 


特别地 r ( l /2) = ^ 7 T . 

► 从欧拉公式和引理3得 


r { i - s ) T ( s ) 


sr(-s)r { s) = ]f[(i-^y 1 (i + r) 


n 


t oo 

n=] 


S 


2 


7 T 


7 T 


n 2 


CO 

TTS n 

n— 


1 一咅) 


sm its 


第二个结论直接从第一个结论推出. 


定理加（勒让徳倍元公式） 成立等式 

r r (2s)T (i) = 2 2s - 1 r( s )r 卜去 ). 

► 构作乘积 

2^- l P m ^)P m [s+^j 

F m (5) = ~ 7TT ■ 

^2 m (2 s ) F m J 

写出 F m ( s ) 的显 式表示，有 


尸 m ( 及 ) 


2 2fl_1 ( m - 2 s . 


■ ■ ■ * 


(2s 十 2m — 1) ■ 



(2 m 一 l ) l (2 m) 2a_1 (m - . Q + m _ 1) ( s + 


2 


s + 


令 m — oo 就过渡到等式 




现在来研究第一类欧拉积分，即 0 函数 • 

定义 14 对于 a >0, 冷 >0, 欧拉的 /? 函数 B ( aJ ) 由等式 

= [ ^ _1 (1 - x)^~ l dx 

Jo 

定义. 

①此式中分母的因子应为 (2 m )' 且 F m ( s ) - 1——译 者注. 
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定理 27当 a > 1和冷> 1时成立公式① 


B ( a y /3) 


r(g)r(/?) 
r{a + 4 


在定义函数♦，的的积分中作变量变换 I =忐.那么得到 


dx 


dy 




(1 + y ) 2 1 


X 


a 


y 


a —1 


(i + y) 


Of — 



— x )^ 1 ^ 


(l + yy- 1 


B { a f 



y 


a 


0 


( i + y ) a ^ 


dy . 


由此推出 


H = B ( a , l 3) T(a + /3) 





OO 


0 


y a ^T(g + f3) 

~~(l + y)^ 


dy 


接着 ，若丨 > 0 贝 lj 



r(a + 13 ) = f = (1 + / x a ^^~ 1 e ~ x ^ y ^ dx . 

o Jo 


因此， 


H 



0 


(1+ y )^ 






0 



oo 




在最后的积分中，我们得到 


H 


ra 


X㈣ ) 


a — 1 35 */ \ 


e 


y dy 


e 


r(a) 



x 0 - l e- x dx = r(a)r(/?). 


0 


剩下的只是指出交换积分次序的理由.被积函数 f (^ y )= y ^ 1 x ^- 1 e - x ^ 处处 
非负且连续.此外，积分 


g(y) ^ 



0 


f(x， v )dx = y (1 tr 外) 



f ( x , y)dy = r ( a)^ -1 e 


X 


0 


中的每个都在 [0,+ oo ) x [0，+ oc ) 上连续且非负，而反常积分/ g ( y)dy 和£ h ( x)dx 
都收敛 i 因此,积分次序确实是可以交 换的. ° ° 

注 由于 r 函数 r ⑷对 于一切1，一2,…有定义，所以定理6的公式可用来拓广 
函数 E ( a , P ) 的定义到集合 {{ a , /3) : a , 0 e R，a # 0, — 1， 一 2,/ 0, -1, -2, … } 上. 


①只需在证明中把 [0, + oo ) x [0,+ ao ) 换成 （0 T + oo ) 2 , 不必作其他改动就可把定理的条件％ > 
1,^ > r 放宽为 “。>0，芦>0"――译者注- 
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§11. 斯特林公式 


我们以证明一个有重要实用意义的斯特林公式来结束对于欧拉积分的研究.此 
公式给出了 r 函数的近似值，当然也给出了函数 n ! 的近似值. 


定理 28 (斯特林公式） 当 s > 2 时成立等式 


] nT ( s ) 




s + 



In Ls + 



- l5+ 2 


) 一 Ins + cq + R, 


其中邙 = ln ^, 而对于 余项月 成立不等式 


0 !> ^ — 


8 s + 4 


使用等式 


lim Pn (^) ^『⑷. 

n — ► oo 


我们还有 


n—1 


lnPW(3) = s]nn — ln5 + ^(lnA: — ln(k + s)) 


k 


使用欧拉求和公式得 


lnP n (s) = A - B, 


其中 


A 



n 


一 4 


2 


B 



n ~h 


(lux — In ( j ： + s})dx + slim — Las ， 

咖 )( 卜土) & 


3 


(其中 〆 x ) = i - { x }, 见第八章§2定理4 
先考虑/有 


译者注) 





\nxdx 





rt™ ^ 


]n(x + s)dx 



n 


1 



n+5 -舍 



沒 + 士 


hixdx — / \nxdx 

s ^h 

n+s— 士 


hixdx — 



Inxdx = A\ — A 2 - 
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求积分得 


A \ = (xhix — x ) 






s + 


1 


\) 


In { s 十 


i ) 


十 w ^. 


下面认为 n > 2 ，那么 ，用 公式峙 4)=0 6 


©，得 


slim — ^2 


r 

Jn— 


rt + a _| 

(Inn — lna;)da;= — 

:、( x ) 


In 


-h 


+ -)dx 
n / 




)• 


于是得到关系式 


A 


+ - 5 -lns + Cl -fO^), 


① 


其中 Cl 是常数. 


现考察凡我们看到，不等式 


^ / pO ) 如 s 0 

8 


p (^} 


对于一切 t i 成立.因此根据狄利克雷判别法，积分收敛.结果 


Si 





^^-dx — C2 + o 〔 l). 


2 


使用第二中值定理来估计 



+4 p ⑷ 


X + S 


办，得 


B 2 


s + - 



t 


p { x ) dx . 


由此可见 ( 月2 S 0- 但由定义 B ^ B X - B 2 - 结果从等式 1^(5) = A — B 
推出关系式 S 


^ lPn ( s ) 


s + 




In [ 5 + 


D -( 


5+ 2 


)—Ins + cq + S2 + O (^~) ■} 


其中 CO 是一个绝対常数.令 n — QO 得等式 

lnr( S )^(^+i)ln( S +i)-( 


s + 


k )~ 


I115 + cq 


85 + 4 


^原文式中 u 〜 lne ” 作 “+ lns fl —^译者注- 
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其中0 =叫）满足条件剩下的是算出常数 C 0 的鼠为此使用勒让德公 
式，那么，当 S — +00时有 

(2s — 1 )Iq2 + lnr(s) + lnr ^5 + ^ = lnT(25) + LoT (^) ， 


S + 2 ) H S+ 2 


s + 


2 


) 一 Ins + Cq + {s + l)ln(3 + 1) — (s + 1) 


In I 5 + 豆) + cq 十 O (;) + (2 s 〜 l ) ln2 


2s + — I In t 加十 i j 



- i 2 s + 


去 )- in{2s ) 十 cq + lny^ + O (|) ■ 


使用关系式 


Infs + a) 


, a 八 

Ins - h O 

s 


s 2 


就得到 


)Ins 十 -+ O 0 _ G + ■) + c o~^ ls + { s + l)l ns + 1 + 0 (去) 


" + 2 

— (s + 1) + cq — Ins + (2 及一 l)ln2 = (2 方 + 石 ) ln2 + (2s 十豆 )In 及 + 豆 


一 \ 2s + ^) 一 — Ins 十 cq + Ih^tt + O ( -) 


合并同 类项， 得等式 


Co 




lnv / 2^ : + O ( i ) 


从而 cq = Itla /2^- 4 

我们发现，若再用关系式 


\ n(s + a ) = Ins + 




则从定理 28 可得斯特林公式的另一个形式 


hiT ( s ) 




S 


一臺 ) Ins — s 十 lnV^r + O (i) 


特别地对于 s = n + l 由此得到 


lnr(n + 1) = Inn! 




Inn +1 — (ti + 1) + LqV^tt + 0 (—) 


Hrlnn — n + In V 2 ?rn + O ^ . 


①原式中倒数第二项不是 C £ lnV ^ 而是 办—— 译者注. 




结果，成立渐近公式 


此式也叫作斯特林公式. 

经更精细的计算可以对于定理28的渐近公式中的余项 ii 得到估计式 0> R ^ 
--- ! —-■ 此结果由高斯给出，他还证明了在对于 n ! 的渐近公式中的量 e °^) 可 

245 + 12 

写成 e ' 其中 0 < 〜^一， 

当然，欧拉积分的理论并不局限于此处所证的命题，不过本课程的大纲限制我 
们只考虑这些问题 T 



第十八章傅里叶级数和傅里叶积分 


第二十三讲 

§1. 用三角级数表示实数的小数部分.泊松求和公式.高斯和 

本章基本上研究三角傅里叶级数，此课题之重要性在于，它的应用不仅在数学 
中，而且在力学、物理以及自然科学的其他领域中都起着巨大的作用.在多数情形 
下，三角傅里叶级数的作用之发挥，是靠把自身为三角级数的特点与作为一般傅里 
叶级数的特点联合起来作成的.我们指出 } 在逐次了解每个命题时，弄明白该命题主 
要反映了上述两个理论侧面的哪一方而是有益处的. 

此课题内容之广泛，使得即使是它的经典内容也无法完全纳人本讲义的范畴之 
中，所以我们只限于讨论反映一般情形的最简单的定理.在本章末尾要涉及傅里叶 
积分的初等理论的一些问题.先给出一些基本的定义. 

定义1 形如 

n 

Pn(^) = ^ +^2(ak<^skx + bk sin kx) 

的函數 P n (x) 叫作 n 阶或 w 次三角多项式 - 

我们来解释，为什么在“零阶”单项式警中，系数 O 0 要带上一个数值因子 
这是因为，这种写法使得能够统一地把系 数如， M ，…，‘和 h ，…， & n 表示成如下 
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形式: 





P n {^) cos kxdx ， bk =— 



2tt 


in (^) sin kxdx 7 


其中 = 


定义 2 形如 


£/n (^) = Y + COS kx + b k sin kx ) 


的函数级数叫作三角级数，或更确切地叫作形式三角级数. 

注在定义1和定义2中，自变量 I 可以取任意的值.因此，代替自变量&也可以考虑任 


意的函数 


< p ( ty 这样得到的形式函数级数 f 仍然叫作三角级数, 


定义 3若存在函数 g ( x )， 使得三角级数 ^ fn ( x ) 的一切系数叫和知都可由 


形如 





g {3：) cos kxdxybk 



g ( pc ) sin kxdx ^ k : = 0,1,2, 


的欧拉-傅里叶公式表出，则此级数叫作函数 g ( x ) 的三角傅里叶级数.此处全部公 
式中的积分也可以是反常积分. 

在研究三角级数时，基本上也发生与任意的函数级数一样的问题.例如，对于具 
体的级数可以问，收敛域如何，和函数的性质如何，还可以提出关于给定的函数用三 
角级数表示的 问题： 表示的唯一性，级数在一点处收敛的专门的判别法，级数在某个 
集合上收敛的专门的判别法，级数的逐项积分和逐项微分的法则，等等. 

另一 方面， 要证明贝塞尔不等式，帕塞瓦尔等式及其他反映一般傅里叶级数的 
命题，应该指出， 一 个具体的函数傅里叶级数的系数，给出了关于该函数的有用的信 
息，即使级数发散时也是如此.那时有各种不同的方式来借助发散的级数奉示所给 
的函数特别地，发散级数的求和法在这里起着巨大的 作用. 关于级数的求和法先前 
曾经提到过， 

首先，我们举一个例子.它有重要的进一步的应用.考虑三角级数 




sin 2 ttA：x 

7 rfc 


用表示它的第 n 部分和.定义函数 〆 rr ) = ^ - {x} 以及 


Po{^) 




p ( x ), ^ X 不是整数, 

0， 若 x 是整数. 


函数 ^ o ( x ) 叫作伯努利函数. 
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定理1对于自然数 n 成立公式 


p(x) ^ s n (x) + <r n {x) } p^(x) = s n (x) + r n (x) } 


并且 


^ ^ - Rn(^)i 


其中 Rn(^) 


V1 + n 2 sin 2 ttx 


定理的证明依靠下面两个引理 5 并在后面给出 
再引入一个记号.令 


n 


T 7l (x) cos 27rkx = 1-(-2cos2 ttx + ■ ■ _ + 2cos 2irnx. 


k 


引理 


成立关系式 


㈤ = T n (x) - 1 ; b) J T n (x)dx = 1 ; 

c)|T n ⑷ I < 2n+ 1; <3)T n (a：) = + 


smnx 



结论 a), b) ， c) 是明显的■看 ti), 由于 2costix sin= sin{a + /3)x - sin(a - 0)x, 


所以 


n 


T n (x) 


2 sin irx 


2 cos 27rkx sinTnc 


fc=—n 

n 


2 sin 7TX 


(sm7r(2/r + l)：c — sin ?r (2k - l)x) 


k 


n 


sm{2^ 1 )兀怎 一 sin (— 2n — 1)ttx 

28111^ 
sinTT(2n + l)x 

sin irx * 


引理 2 当0<^去时成立估计式 

A 







I T n (x)dx 

= 

I T n (x)dx 


h 






/l + (2n + l) 2 sin 2 tv5 



函数几⑷以 1 为周期并且是偶函数，所以 



T n (x)dx 


6 



5 /*1—S 

T n (x)dx = I T n (x)dx = A 

h 



si . 用三角级数表示实数的小数 部分* 泊松求和公式. 离斯和 
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^调增.所以 〆 ( x )>0. 



6 




1)tt 


则根据估计式 


令 a = ? r (2 n + 1). 那么 


A 



1-6 


suiax 


sin 7TX 


dx 



1-6 


dcos 似 


a J h sm7ra 


1 { cosaa: 


a V smirx 


l 一 d 



5 


cosax d 




函数 sinTTX 在积分区间上单调减，故函数 ip(x) 




sm 7TX 




7 T 


此外 ， j cos ax \ 且当 时 cosax = cos —(2 n + 1) = (X 舍 

a £k 


rl~S / 1 \ 


rl^S 

I oos ax d ( —- - 


1 cos ax ^( x)dx 

, /i Vsin 7 T ^/ 

rs 


J i 
^ 2 





sin 7 rS 


由此，顾及 


cosax 


1-5 I 


siriTTi: l 士 



sin 7 T<J 


，得 




2 


asinx5 


还有，由于函数?/ 


&inx 

x 


在区间 （0, tt /2) 上减且 W < a /2, 所以 


sUxthS 、 sin f 


7 tS 


2 Trtf 7T 

^ TTt ~7 




1 tt 1 sin ttA ' 2 ’ sin ' 25 

2 


因此 s 


1川< 


2 


1 


a 2 i 5 ad 7 v (2 n + 1 )S 


现若 

心 ㈣ <2 n + l 有 


€ S ? 则 | A | S 1，而若 0 < S < - 



/■ 1 —5 


1 f 5 

1A! = 

j T ^( x)dx 


2 一 / o 凡 ⑷叔 


^ 2 6(2 打 + 1) 


于是成立估计式 


|.4| < min ( 1, 


2 


a sin ttS 




\/l 十 a 2 sin 2 tt (5 


这是因为对于任意的 x > 0 和 i / > 0 成立明显的不等式 


min f — , -] < 
\x V/ 


2 


^ + 




V 

1 I 冗 



12 

V 
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► 现证定理 1. 函数 〆 岣和 po ( x ) 的值仅当为整数时不同.先验证定理的 
结论在这些点成立.实际上 

= (0) ~ p (0) 一 S n ( D ) = — 4 = 

^n(^) = ^n(O) = Po(0) - '⑼ = 0 < 4 = i2n(0). 


而若: T 不是整数，则 < r n ( x ) - r n ( x ), 于是只要考虑函数 a n ( x ) 就够了.由于两个函 
数 1 c ^ ㈣ 和队 ㈤ 都是偶函数且以1为周期 5 故可认为0 < 尤< 此时 



T n ( y)dy = j [1 + 2 ^ cos 2 Trky J dj / — a : + ^ = 怎 . 〜(工). 


k 


k 


7rk 


但因 0 < $ < 1/2! 故 {$} = a 而 p { x ) ^ 1/2 — { a :} = 1/2 — x,x = 所以 



2： 


0 


T n { y)dy = 豆一 p (^) + 〜(工） 二豆一 a ^( x ) - 


由此推出 


<Tn(^) 




2 



X 


T n ( y)dy 


0 


2 



2 


T n [ y)dy 



0 



1 


^n(y)^ 


% 



T n [ y)dy 


X 


现使用引理 2 估计 f 7 n ( ic ). 得 


w ⑻ 1 



T n ( y)dy 


X 


< 


\ j \ \ {2 n + l ) 2 sin 2 the 


Rn{x) 


定理 1 证毕 ，4 

作为定理 1 的简单推论，我们再证一个定理 ■ 

定理 2 当 n — oo 时 

a ) s n ( x ) — ^ Po(x); 

b ) 若0 < 5 < 1 ， J ⑷ 1 - 孔則 s n {x) ^ p { x ) = po (^ 

^ 结论 a ) 等价于当 n . — *- oo 时 r n ( x ) ^ 0. 这确实成立，因为对于一切 n , r „(0) -0, 
而若: r 不是整数则 \ r n { x )\ < & ㈤ — 0,结论 b ) 从魏尔斯特拉斯判别法推出，因为 

量在 J 上被无穷小_ R ^( S ) = - 丁 t j 2 5控制 ■ ， 

V 1 + n -2 sin to 

定理 3 (泊 松求和 公式） 设 a<b 都是半整数，即形如 z + ^ 的致，其中 z 是整 
数 . 设函数 / ⑷在 X =[ 〜 &1 上有连续的导函数 f{x) ) \r(x)\ K M . 那么对于任意 
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的自 然教 N 成立公式 


S 




N 


E 


f(x) cos2i[7ixdx + 


a < n^b 




其中 


\ Rn \ ^ 


SM{b- a)inN 


N 


特别地，当 TV — oo 时 




E / ⑻ 


Oo 






ct < n^b 



f(x) cos27tnxdx 


这里记号 f 表示级数的和是按柯西主值意义的 . 
k S 使用欧拉求和公式，得 


S 





f(x)dx — I p(x)f f (x)dx 


根据定理 1 有 p(x) = s N {x) + cr N (x ). 因此 


S 



f{x)dx 



s^(x)f\x)dx + Rn ， 


其中⑷ /» 办 . 分部积分并顾及印⑷ = sr^(b) = 0 ,得 



f{x)dx - 






b 产 

f(x)dx - f(x)s N (^) + / s f N (x)f(x)dx 



f { x)dx 




/(工) 


»u 

f ^ 

£ 

\ k^-N 


cos2?rfea: — 1 I dx 


N 


E 


N 



f(x) cos 2 / 7ikxdx. 


剩下的是估计余项使用定理 1 并顾及 \nx)\ ^ m , 得估计式 


\^\ 




J c ； N(x)f{x)dx < 4M J 


dx 

+ N 2 sin 2 nx 


在最后的积分中的被积函数以 1 为周期并且是偶的，所以 

A f rif 

\R N \ ^BM( b - a) I ^ 叔 





2 Nx 
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8 M (& - a ) 


N 



, N 
2 N 


< 


8 M (6 — a)lnJV ^ 
N * 




N 


狄利克雷给出了泊松求和公式的精美的应用.他找到了形如 Ico S 


2? m 2 

N 


以及 


N 2 

的髙斯和的精确值.我们还要提及一^由沃罗诺伊于1903年给出的泊松 

对于寻求双曲线下整点数的渐近表示的问题的漂亮的应用（此问题称为 狄利克 
雷除数问 题).我们来计算高斯和的值.髙斯在自己的《算术研究》中用几个不同的方 
法算出了它们的值，但我们将以狄利克雷的方法为基础. 


定理 4对于自然数 iV 成立下述 公式: 




^我们 i 己得欧拉公式 


e 


ttp 


cos ^ + 


其中 P 是实数.将泊松求和公式写成复形式 t 当 A ： 


时得 


2^ 


G ( N ) 




•= — 2 k 


其中 


J(m) 



e 2lti (^ + H dx s R = 0 (^- 

\ k 


2 


对积分 /( m ) 进行变换，得 


/(m) 



n 十 


e 


2 W (古(卬+士 mN ) 3 - 卜 2 W ) 如 


2 


e 





4 * e 


dy * 


把量 /( m ) 分别关于偶数 m = 21 和奇数 m ^ 2 i - 1 求和，得 


k 广 (i+iW+i 3 fc 

G ( N ) = V / e 2 ^ dy + V 


t=-h 





(i^i)ivr + i 


€ 


^4 dy + R 



( fe + D^+i 


-feJV+i 


e 


( fc +4> N +! 

y + ^~ IV f e 

—(fc+ 喜 ) N+l 


加 i 吞士 … ,-N 



2 ^dy + R 


①由证明可见 , 定理 3 的结论需当 N ^ 4 时成立 ——译 者注. 
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VN(i + r N ) 


这是因为对于 Ml < W 有不等式 



27rix 


办 + 0( fc - L ) + J 2，® 


H-oo 


k ^/ N^a 


e^ iz2 dz < A :— 1 AT - 含® 


(fc>2) 


令 fc — oc 过渡到极限，得 


G{N)^VN{l + r N ) J ^ 


O 0 


^dz 


oo 


因此， 


i + i 


N 






后面会用得着区间 / = k &] 的特征函数 ip ( x ) = tpT ( x ) 通过函数 p 0 ( x ) 的表迖 
式，其中0 S a < 6 < 1. 

「定义4给定在闭区间 [0,1] 上的函数 p (: r ) =外 ( Z ) : 


< p (^) 


1，若 a < $ < 6， 

m 

0, 若3；<(1或；1；>&， 


「 H 作区间 J 的特狃函数. 


引理3 对于: ce 10, 1) 成立等式 

= 6 — Po(x 一 ft) + po(X — b)- 

►用/ ㈤ 表示欲证的等式的右边，显然，对于一切 a,;r # &,有 

/ ； (^) = 一 a) - p f 0 {x -6) = -1 + 1 = 0. 

因此， 尸 ㈤ 与 仰 ㈤ 一样是逐段取常值的函数.而且它们的间断点重合.此外 


/⑷ 






6 — a + /?o(0) + — 二 6 — 十 po(& — a) 

6 _ a + I -( fr _ a ) = I . 


可类似地验证等式 /( b ) = 1/2. 同时还有 


a + & 


) = b — a 


+ P 0 


(宇 


a - b \ 
2 ) 


■■ M 


b — (x + 2 ^?o 


6 — a 


Q •十 1 _ 2 


b — a 


^Pi 


<2 + b 


①式中 "0( fc - 1 ) f , 原文作——译者注. 

⑦原文此处不是‘ V 1 况 — I ' 而是 “ fc — I "—译 者注. 
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I 

在点 T = a 处 7 两函数皆有跳跃等于1,而在点6处之跳跃皆为-: L 这表明两函数 
在整个闭区间[0，1]上重合 . 4 

从引理3和定理1直接推出下述引理， 

引理4对于一切 n > l 成立公式 

~ b - a + s n {x - a ) — s n (x — b ) 十 B n ( x ) , 


其中 

I 灿 )1 < _.. 4 + -^=^=— ^ 

y 1 + n 2 Bur tt(x — a) y I + n 2 sin 2 tt{x — b) 

类似的结论对于逐段为常数的周期为 1 的函数，在间断点处等于其左、右极限 
之和的一半的函数也 成立- 


第二十四讲 


§2. 贝 塞尔不等式.正交函数系的封闭性与完全性 


我们从考虑下述为勒贝格提出的定义开始. 


定义5点韌叫作函数 f { x ) 的正则点，如果函数在此点的值 f ( x 0 ) 等于它在 
此点的左极限与右极限的和的一半.此时说函数 f ( x ) 在点 ； r ==邡处正则. 

显然，给定函数的每个连续点都是它的正 则点， 

定义6在区间 J 的每点处都正则的函数 f ( x ) 叫作是在此区间上正则的函数. 


定义7在实轴的每个闭区间内都只有有限个间断点，且在这些点处都正则的 
周期函数叫作严格正则禹数. 

定义 S 若周期函数 g ( x ) 可表示成 

咖、二 f f ( t)dt + g { a ), 

J a 

其中 f ( t ) 是，格正则函数，那么函数 g 、 x ) 叫作严格逐段光滑函数. 

我们将使用这些定义来研究三角傅里叶级数- 

全体具有同一周期【> 0的严格正则函数的集合 W ^ Wi 构成一个线性空间. 
此断言易于验证， 
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对于此集合 W 中的每一对函数/ ㈦ 和 9 (^ 1 用公式 

T(f,9) = « / f(x)g(x)dx® 

Jo 

定义一个泛函.这里 K > 0是任意的固定的数，叫作权系数. 
我们叙述泛函 T ( f y g ) 的一系列性质. 

1° 对称性，即 iu 5 ) = r ( s ，/). 

2。双线性，即对于任意的 a , e 1 R 和 f 、 g ， ^ e V 7 

T(/ 3 ag + (3h) - aT(f,g) + pT[f 、 h ]■ 


3° 正定性，即 

a ) T { f , f ) ^ 0, 对于一切 

b ) 只要 feW 且在一个点上 f(x ) 异于零 > 则 T ( f , f ) > 0. 

最后的不等式这样推出：如果 f(x 0 ) =如笋0 5 那么此函数在点: r G 处或左极限 
/i /0或右极限〗 2 / 0. 于是对于某 e > 0和6 > O - 在点 x 0 的左 *5 邻域或右5邻域 
中成立|/ ㈤ | 从而 


T { f 、 I ) = ^ f f 2 { x)dx ^ > 0, 

九 


这表明结论 3° b ) 成立， 

于是，定义在笛卡儿乘积 h = w %w 上的双线性泛函 r = r f ， K 可以看作是定 
义在空间叹上的标量积（或叫内积).因此，代替符号 T ( f , g ) 可简单地写（广办 

定义9 VT 中的豳数列 { U ( x )} 叫作正交函数系，如果对于一切 m ^ n 都有 
(/ m ， 九）= 0，即 / m 和 / n 相互正交 * 

若同时对于一切 nSN 成立=1,则此序列叫作规范正交函数系. 

我们记得，数 yc / j ) = 11/11叫作函数关于我们所引人的内 积的范数. 我们指 
出，同时此数也是函数/ ㈦ 在空间乙 2 中的范数，其中 l 2 是在区间 [( M ] 上依勒贝 
格意义平方可积的函数的全体所成的线性空间.已知的是，函数空间1 2 满足希尔伯 
特空间的公理.不过由于勒贝格积分理论的系统研究不在本课程范围之内，我们不 
再涉及这个问题. 

于是，规范正交函数系是这样的函数列 {U(x)} C IV ；它所有的项都棘此正交且 
每一项的范数都等于 1. 

I 

定义10设 F = {/„} 是 W 的一个规范正交函数系.对于 g G 呎数〜 = 
Cn ( g )^ ( f n , g ) 叫作兩数 p 关于 F 的傅里叶 系数. 函数级數£ Cn / n ( x ) 叫作 函数分 

n— 1 

关于 F 的傅里叶级数. 

①原文的积分为下同.译者认为应是 兑 ——译者注， 
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所引入的概念就是一般的关于规范正交函数系的傅里叶级数的定义. 

傅里叶系数 h 也可以对于不属于 W 的函数来计算，例如，对于在 J =丨0,;1上 
常义可积甚或反常意义可积的函数 p ( x ) t 只要一切积分 f n { x ) g ( x ) dx 都存在就行. 
此时 f 级数 E 〜 fn ㈤ 可以叫作函数关于函数系 P 的傅里叶 级数. 不过，我们 
只对于函数 g ( x ) 属于我们前面引人的内积的定义域的情形进行完整的讨论.这时， 

n Io 9 2 i x )<^ - 恰是这个条件，将成为关于规范 


存在其标量平方 




正交函数系 F 的傅里叶级数的一般概念的定义的基础. 


定义 11设函数 S 满足条件 


( Pifl ) 



g 2 ( x)dx < +oo 


o 


那么函数级数其中〜= { gJ n ) AU } = F , 叫作关于规范正交系 ir 的 
«标准的”傅里叶级数 . 当标量平方 ( g , g ) 发散而全部系数= { gj n ) 存在时，级数 
ECn / n ( aO 叫作是关于函数系 F 的“非标准的”傅里叶级数 ■ 


函数系 





co&x sma ? 


cos nx sm nx 


▲ w ， 




， ■} 


是在区间 [0,2 tt ] 上关于权系数 k = 1的内积的规范正交系的重要的例子.若令 




1/ 丌 ，则 


F 2 


V 2 


cos a :, sin x ,-- cos nx , sin nx 


是规范正交系.此时傅里叶级数可写成 


〉 : ^nfn{ x ) 




OO 
2 


+ {an cos nx 4 - 6 n sinnx )* 


实质上，我们得到了早先定义的三角傅里叶级数.容易确认,前面考察过的三角级数 


g 伽2薦 是函数关于区间 [0 , 上，权系数 


的规范正交函数系 


7 rn 


F 3 = {l s v^cos27rx ， \^sin27rx, ■■- ， \^cos27rnx ， \^5in27rnav 


的傅里叶级数. 

类似地，在区间 [0， Z ] 上对于 


A 


sfl 



2 n 


cos 


， vf sin 


2 tt 


… V ! 


2 x 

cos — nx , 


\/ f si 


2tt 
sm —nx 


是规范正交函数系.关于函数系 f 4 的傳里叶级数叫作关于区间 [ oj 的三角傅里叶 


级数. 


对于函数 的傅里叶系数 Cn 成立下述定理. 
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定理 5 ( 炅塞尔不等式） 对于任意的规范正交系卩二 {f n } 和任意的满足条件 
{ g , g ) < +oo 的函教 g ( x )^ 以及任意的 m e N 成立不等式 

I 

m 

5^4 ^ (仏办其中以 = ( gJk )^ = 1 ， … ， m- 

k=l 


► 


考虑函数 


9 m ~ = I : ^ kfki x ) 


k 


令 ft = h m ( x ) = g ( x ) - g m { x ). 男 P 么 


(ffmi fn) = ^kifk} fn) 

Je=l 


Cn 当 n S m ， 

0 当灯 > m ; 


fn) = _ (ffm? fn) 


Cn 


当几> 


m 




0 当 n S m 


由此得到 


/vn m 

(^mi 5m) ^ I 5 二 Cfr/jc ， 歹 二 c kfk 




Vfc—i 


k 


k=l n=l 


k 


因此， 


所以 



(9m» = (& ， 3m) = fk] ^ 0- 



(5 i 9 ) = ( 9 rn + h y gm + h )= ( fl m , 9 m ) + 2 ( g m , h ) + ( h , h ) 

m 

= (^mj 9m] ^ (Pm ， fim) = ^ : 違 ， ^ 

k-l 

我们发现，顺便证明了等式 

m 

{ 9 , 9 ) = 5^4 + % M - 

左 =1 

定义 12 定理 5 证明中的函数 g m ( x ) 叫作函数 5 关于规范正交系 F 的第 m 
傅里叶多项式. 

从定理5直接推出两个结轮,我们把它们合起来叙述为一个定理. 

定理 6 在定理5的条 件下： 

a ) 成立不等式 

k=l 

b) 当 Ti — OO 时 Cn = Cn ( 9 ) —► 0. 
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定义13 1. 线性空间 K 中的规范正交系 F ^{ f n } 叫作是封闭的，如果对于一 
hj g ev 都成立 

IIpII 2 = 5^4- 

k-l 

此等式叫作帕塞瓦尔等式. 

2. 线性空间 V 中的规范正交系 F = { f n } 叫作是完全的 5 如果对于任何 g ^ V y 
只要对于一切 A ： eN ， ( g , f k ) =0, 就必成立 (ff , g ) = 0. 

命理 1 任何封闭的规范正交函数系都是完全的. 

► 如果对于一切 k e N 有 Ck = Ck ( ff ) = 0 3 那么由封闭性 

oo 

( 3 , 9 ) = ^ 2 ^ 1 = 0 , < 

允 =1 

定理7 (傅里 叶系数的极值性质）对于任何实数叫，…，都成立不等式 

m m 

k=J fc—1 

其中，〜是函数 0 关于函 数系卩 = { A } 的傅里叶系数. 

p 

► 再次使用对于一切 k 成立的等式 [ h m ， fk ) = (g — tfmi fk ) — 0. 得到 

tn m 

lltf — 5^叫九|| 2 二 \\g - g m + ^ a fc )/ fc !| 2 

fc=i fc=i 

=11" 一 9 m \\ 2 + II - ^ h ) fk \\ 2 

k^=l 

fc=i 
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定理8 (李雅普诺夫定理）三角系 F 0 在空间中是封闭的.换言之，对于 
任意的严格正则的 2 tt 周期函数 g { x ) 成立帕塞瓦尔等式 

1 r 2ir oo 

;乂 9 2 (3 ：)dx = ■^十 y^( Q I 十的)， 

其中系数 a k 和 b k 由 g ( x ) 按欧拉里叶公式定义. 

在证明这个定理之前，先指出，若把 F 0 中的函数 h ( x ) = 1/2换力 h L ( x ) - 1/ W ， 
就把凡变成了丹.丹是权系数 k = 1/ x 的规范正交系.确切地说，我们得到函数系 
F 2 = { h k ( x )}, 其中若 fc 二 1 贝!1 hi ( x ) ^ 1 / V 2 , 若 A : = 2 n 贝 ！ J h k { x ) = h 2n (^) = coa nx ^ 
而若 fc = 2 n + 1, 则 hk ( x ) = / i2n + i (^) = sin nx . 函数 g ( x ) 关于 F 2 的傅里叶系数 Ck 
与 a hi b k 以下面的等式相 联系： 

I 

a 0 = ciV 2 y ak — C 2 k } hk — Qfc + i , fc = 1，2," ， ， 


此时帕塞瓦尔等式可写成 


(3 ， s) = ~ f g 2 (^)d^ = 

nJ o 匕 

它与前面给出的规范正交系的封闭性的定义相吻合. 
定理&的证明倚仗下述两个引理 ■ 


引理5对于每个周期 2 tt 的严格正则函数 ffOr ) 和任意的£>0,都找得到三角 
多项式满足条件 


||^( x ) - P m (^)|| < 

用希尔伯特空间的术语来说 f 这表明三角多项式的全体依希尔伯特空间 h 的 
范数在线性空间见=中是稠密的. 

► 考虑函数 gi ( x ) = g { 27 rx ). 它们是严格正则的，而周期为 1. 此函数的间断点 

把闭区间队 1] 划分为开区间八，… ，心 .在这些区间中的每个区间上 >) 
是连续的并且在左端点有右极限,而在右端点处有左极限.因此在每个开区间 A 上, 
函数 9 i ( x ) 是一致连续的.这表明 T 对于任给的 Q > 0,开区间4可被分成有限个 
两两不重叠的小区间使得函数 & i ( x ) 在每个这样的小区间上的振幅都不超过作 
函数 92 {^), 使它在每个这样的小区间上取常数值等于 9i ( x ) 在此小区间的中点上的 
值.并让32⑷在这些小区间的交点（公共端点）处取其左右极限之半和（即和之半). 
那么 g 2 ( x ) 是一个逐段取常值的严格正则函数，而且对于一切 r 成立 

仍 (x) - g 2 (x) I ^ ^i- 



ffsll = 



(5i ㈤ -92(^)) 2 dx < 



由此得到 
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现设 0 — to <ti < 




<tk<l 是函数 92(x) 在区间 [0,1) 上的全部可能的间断 


点■对于 n = V ， ■ ， A ; 定义函数 <p n (x) 使它以1为周期，且在闭 E 间 [0,1] 上定义 


5 


当 ^ < X <t 




1/2,当 : C 


1 ,^ 


ni 


0, 


在其他情形. 


那么，显然对于某些常数叫,… 3 %有等式 


■ ■ 

320 ) = ^2a n ip n (x), 


然而前面曾证明 


外 (x) =t n - t n ^i + po(I — U — pq(x -t n ). 


所以，对于某些 H …， pk， 有 


rv 

92{x) ^ A ) + p n po(x-t n ), 


此外，前面曾证明 


\po[^ - tn) - ^ — t n ) 


其中 m > 4 且 


m 


^ ㈦ 

fc=L 




1 + m 2 sin 2 Tra ? 


因此,成立估计式 


rv 


其中 Q m [x) = /3 o + f ； b\h(x - t n ). 使用柯西不等式，由此得到 


\ 92 ( x ) ™ Q m (^)\ 2 ^ 


叫心 (卜 tfl 

\n=l 


2 


k 


k 


^ ^2 (3l ^ ^2 Rl,(x - t n ) 


沿闭区间 [0，1] 积分此不等式，根据函数心 ㈤ 的周期性，得 


11 卯 


Qm|| 2 = f (tf2 ⑷ - Q m {x)fdx 

Jo 





l 


Rli(x - t n )dx = 8 fc 

Tl^— X 

上… 1 mdx Sfc o2 f°° 

Odd I 

n=i n _ 丄 


dx 

+ m 2 sin 2 ttx 


dt ^ A 


. 三角函数系的封闭性 
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其中4是某个与 m 无关的常数 
还有，使用三角形不等式得 





Hffl - Qjn\\ — 


^ llsi — 92 \\ + \\92 — Qm[f ^ £"1 + f — ) ■ 


于是，迸行积分的变量变换 I = ^并令 Pm { t)^Qm (£)/得 




2 ^r 


2 - / i9(t)-Pm(t)rdt]^-\\9^p m r. 


结果 


\\g ™ ^ m || ^ V 5 \ £i + 


A \^ 


m 


显然，函数 Pin ⑷是 m 阶三角多项式.此外，当 q = e / 4 且 m > flA / P 时，成立不 
等式 . 


4 + (会) 




由此终于得到4 


引理6在定理 8 的条件下，对于函数5⑷的第 w 傅里叶多项式 g m ( x ) 成立 


关系式 


lim ||9 - gmW = 0. 


► 根据傅里叶系数的极值性质，对于任意的 n 阶三角多项式 P n ( x ) 成立不等式 

"ff - 如 " < 

根据同一性质，对于一切自然数知 

Is — Sfc+il! ^ \\9 _ 仰 11 ， 

因为对于 n = fc + 1，傅里叶多项式 9 h ( x ) 可以看作是三角多项式 Pn { x )^ 

现在对于任意的 e > 0,考察引理 5 中的多项式 P ^ ix ), 那么，令抑⑷= m ， 对 

于 一 切 n > m 得不等式 


|p ^ 9nll ^ \\9 - 9n-l|| ^ l!s - Ptnll < ||0 - Pm || 〈匕 



■ 3 S 8 - 
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这表明 


Ihn = 0. 

n-^oo 

现在来证定理 8. 如前所说,只需证 



k=^l 


其中弘 = (p ? /fc) = 而当 A ： > 1 时 / 说 ( 工 ）= cos kx, 

f2k+i{^) — sin kx. 

此外，在证引理 5 时还得到 I 对于一切 neJV 成立等式 



根据引理6,当 n — oo 时 b _ Sn || — 0. 所以 

n.— 1-00 f • 

k-l 

定理 8 证毕， 

最后指出，为使在具有内积的线性空间 V 中任何完全的规范正交囪数系都是封 
闭的.必要且充分的条件是空间 V 关于由内积定义的范数是完备的（即基本列总收 
敛——译注)，换言之, V 应该是希尔伯特空间，此结论之 ® 明并不很复杂，但已超 

出了本课程的范围， 


§4. 三角傅里叶级数的最简单的性质 

已经说过，并非任何三角级数 


5 >( 工 ) 


ao 


+ 5> n cos nx 4- b n sin nx) 

A 


都是某个函数的傅里叶级数，甚至在级数于一切实数值$处都收敛的情况下也是如 


此.作为例子可以举出级数 


^ Zfn ( x ) = 5^ 


sm nx 
lnne 


根据狄利克雷判别法，它在实轴的一切点处都收敛.但可证明它不是任何函数的傅 
里叶级数， 

另一方面，黎斯-费舍定理断言，如果数值级数 




十 H ( a 三 + 6 n ) 
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收敛，那么存在函数 g(x\ 其傅里叶系数恰 是渚〜 和心.此外，根据卡里森 ( Carlesoti ) 
定理，此级数的和“几乎处处”等于祕我们来证明下述命题. 

定理9若严格正则函数/ e 和 5 € W 27r 具有全部相同的傅里叶系数 
Cn ( f ) =^ n ( ff ), 则对于一切实数 ^ g ( x ). 

► 此两函数的差 h ( x ) = f ( x )~ g ( x)e 其傅里叶系数全为零， c k ( h ) = C k (f ) - 

因此，根据帕塞瓦尔等式,成立等式 

= Y ^ c l ( h ) =0 - 

h=l 

而由此推出 h { x ) = 0或 f ( x ) = g [ x ) 对于 一 切 a : 成立 .< 

定理10若三角级数 


九 ㈤ = f + 1> n cos nx + b n sin nx ) 

在闭区 间了二 [0, 2 tt ] 上一致收敛 t 则其和 5 (^) 是 / 上的连续函数，且所给的级数是 
g ( x ) 的傅里叶级数，而且级数可逐项积分 ■ 

卜 一 切函数 & inrt ： r 和 cos nx 皆在了 上连续，于是根据级数 Y ： c k f k ( x ) 的一致收敛 
性,其和是连续函数.由此推出等式 


fh ( x ) g ( x ) = fk (^) Cn In (^) 

n=l 

可沿闭区间 / 积分，这时，根据级数在 J 上的一致收敛性，等式右端可以逐项积分, 
结果得到等式 印 

^k(g) = ifk^g) = 〜 (/fc ， /n) = % 

n=l 

因为当 n # fc 时 （/ jt 】 A ) = 0, 而 （ A ， A ) = 1. 

于是断定诸数 4 恰全是函数 W 均的傅里叶系数 . 4 

定理11严格光滑的 2 tt 周期函数的三角傅里叶级教 Z ： 〜焱 ㈦ 在闭区 
间 I = [0, 2 tt ] 上一致收放到它自己 ■ 

► 我们来证明三角级数 

oo 

^ c k f k ( x ) = Y + cos nx + b n sin n ^) 

n=l 

在 J 上一致收敛.为此 R 需证明数值级数 Z ：( W + N ) 收敛> 此级数是级数 I ： QA ⑻ 
的 优控. 
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首先指出，函数 g \ x ) e W 2ir5 故 ( g \ g f ) < + 00 . 于是对于函数〆成立帕塞瓦尔 


等式 


(〆 ， 〆) = 守 + EW + 成 ) 

z k=i 


其中 





2 ir 


g f ( x)cos kxdx 


^ = — / p 7 (x) sin kxdx. 

^ Jo 

接下来 3 由于是严格正则函数，所以对于一切 fceN 在上面这些积分中都可以 
分部积分，于是得 

at =-/ g(x) sin kxdx = —kb^ 

n Jq 

fc f 2ir 

/3fc = — / g(x) cos kxdx — fcd^. 

^ Jo 


那么 




k 


I 則 < J \ bk \ = ^t^fcl ^ 





由此推出 


y ^ d ^ i + i & fci ) ^ +/? fc )+ 2 X ^^3 

k=l k—l h—i 


K {g\ 〆）+ 3 < +oo. 


于是我们证明了级数⑻在了上一致收敛到某函数 < p ( xy 但根据定理9 
和定理 10, 函数 P ㈤应该是连续的并且与 P ⑷相同 ■ ， 

定理12 若 2 tt 周期函數5(工） n 次可微， n ^ 1,且其 n 阶导兩數是严格逐段光 
滑函数，那么 

1) 级数 SA^(|a fc l + |h|) 收敛； 

2) 函數 £F(^) 的傅里叶级数可以逐项求导 n 次.这里数 <^ k , b k 是函数 0(1) 的欧 
拉-#里叶系数. 

► 基于定理 U 我们断定，函数外⑷= 3⑷㈤等于自己的傅里叶级数的和，此级 
数在闭区间 J = [0, 2tt] 上一致 收敛. 此外，若叫和汍是它的欧拉■^里叶系数，则 
级数 0邮1 + _) 收敛.由此 T 像在证明定理11时那样，经逐次分部积分，过渡到 

等式 


\ a k \ = fc n la fc l， \^ h \ ^ fcU 若 n 数， 
K| = k n \ h k l j^fel = fc n lajtl， 若 n 是奇数- 
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于是结论1获得证实. 

结论2的真确性现从关于函数级数逐项求导的一般定理推出， 因 为那时每个数 
值级数 E + | 知|)对于 m = 1 ， n - 1都收敛，从而都是三角傅里叶级数的 

顺次逐项求导所得级数的优控 . 4 

我们看到，与定理11和定理12 —道，顺便证明了下述定理. 

定理13 1. 若数值级数 E ( W + IM } 收敛，则三角级数警十 5 >«co 瞧+ 
b n sin nx ) 一致收敛到一个连续函教 g ( x ) 并且是 g ( x ) 的傅里叶级数， 

2. 若同时 级教^ + 收敛， k > l , 则函数分⑷的傅里叶级数可逐项 
求导 / c 次. 


第 
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§5,傅里叶级数部分和的积分表示黎曼局部化原理 


角傅里叶级数理论的重要问题之一是寻求保证所给级数在一个固定点收敛到 
产生此级数的函数的值的条件.这里情况非常复杂.其实，在给定点处连续的函数的 



傅里叶级数可以在此点处发散.同时，函数 Po ㈤ 的例子表明，函数的间断， 

并不妨碍其傅里叶级数在实轴的每点处都收敛到此函数自己，下面我们考虑三角傅 


里叶级数的一个最简单的点态收敛判别法.为此需要引人其部分和的积分表达式 
引用下面的记号 3 写 


9 {^) 


2 


+ XI ak cos 左 ^ + 办 fc sin kx. 


k 


如果一切 ak ， bk 皆由 War ) 按欧拉里叶公式给出.换句 话说， 式子右边的三角级数 
是函数 pOr ) 的傅里叶级数.若此级数在点邱收敛到值卩)，则可写出等式 


g(xo) = ^ + 芝二 叫 cos fcxo + bk sin fcxo 

fe=l 


我们借助欧拉公式 


e = cos x + i sin a; 

来对 函数 〆 幻的傅里叶级数进行变换，其中纟是虚单位 ， P = _ i . 为简单起见，可 
以将此公式看作函数#对于虚自变量值的 定义. 那么容易证明在这种情况下 f 指 
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数的基本函数性质保持到了整个复平面上，即若 


a + ib , a 7 b e M ? 而我们认为 


e z = = ae a ■ e 访，则 


e 々+ 勿 . e ' 


其中 A 和是复数，还有 T 由于 


COS kx = - ( e lkx + e -ihx 


^ + e -^) fS in kx = — ( e ikx - e 

^ £• 




所以成立等式 




a 0 


+ 


^ (ajt cos kx + sin kx ) = ^ d ^ e ikx } 


k 


k=—n 


其中 


do 


*0 , 

= 


•(叫 I-A Vi 



( ot| fcl — i & j fe Isign / c)，fc # 0, 


我们发现，当 A ; 为整数时对于量也成立关系式 


2 筇 


2?r 


^ 2tv j g{^)^~ tkx dx = 会 J g ( x)(cos kx — i sin kx)dx 


27 T 


2 ir 


Tj 一 / g ( x ) cos kxdx — — / g ( x ) sin kxdx 

£ V 7T ./n 7T /n 


= 2 ( a W — i&|fe|signfc). 

现在对于复值 2 tt 周期函数/⑷和 9 ( x ) 按下面公式引人内积（标量积) 




{ f ' g 、 = 2 ^ J 0 f ( x )3{^) dx . 

与通常一样，函数符号上面的横线表示复共轭 运算. 那么有 a <,) 


由此推出，= ( g ( x ) 


此）和 e 叫二 ： L 


于是函数集 { e ikx } y 其中 fc 取遍一切整数，关于上面引人的内积构成一个规范 
正交函数系.我们还发现此处权系数 k = 1/(2 tt ). 

我们利用傅里叶级数的写法的这种复形式来引人对于函数的傅里叶级数的部分 

和的便于应用的公式.那么 


I ： 


I P 

^ (ke 


ikx 


k=—n 


2 tt 


E 


2 jt 


e ikx I g ( t ) e~ 2fct dt 

Jo 


ikt 


2 ir 



2^ 


g ( t ) Odt 



2 tr 


g ( t ) D n (x - t)dt 


其中函数 D n { y ) 由下面的等式定义: 


^( y ) =叁 1 
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定义 14函数 D n { y ) 叫作 n 阶狄利克雷核. 

我们来建立前面引人的函数 T n ( y ) 和狄利克雷核 D n { y ) 之间的联系，有 


T n { y ) 


siH 7 r (2 n + l)y 

sia ^ry 

n 

cos 2 wky 


1+2 cos 2 n ky 


m v 

(cos 27 ：ky + i sin 27 rky ) 


令 


5^ e 2iri ^ = 2^(2^). 


k^—n 


x / 2 tt , 由此得等式 


D n ( x ) 


27 T 


Tn (^) ^ 


sin I n + 


\) 


2 tt 


sin 


函数 D n ( x ) 的性质， 

1° / Z? n (x)do ： — 1. 

2。 D n ( x ) = D n (- x ). 


3° D n ( x )= 


2 ?r 


^+ 2 ) X W 人 ■ 
-- = — cot — sin nx + cos 

* x 2?r V 2 

sm - Z7r ^ 

£i _ 


nor ) 


由于函数⑼和队 ㈨ 皆以 2 tt 为周期，且 D n ( x ) 是偶的，借变量变换卜 x + y , 
部分和就变成下面的表达式： 


5>5>(幼 




f2ir 广 2 賞 

I g ( t ) D n (x — t)dt — I p ⑴ Z> n (t — x)dt 

0 ^0 



x+2tt 


g{x + y ) D n ( y)dy 



g(t + y ) D n ( y)dy 


2 tt 



sm 


+ y ) 


n + l) y 


y 

S in | 


dy 


1 广 v i 

^ —y g[x + y ) cot - sin nydy + — y g{x + y ) cos nydy . 

定义 15 把这串等式都作傅里叶级数的部分和的积分表示- 

下述命题成立. 

引理 7( 黎曼 引理） 设 g ⑷且对于某5>0,当 o ; e (抑-5,卻+ <5)时 
g ( x ) =0. 那么函数 g { x ) 的傅里叶级数在点邶处收效 到零- 
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► 设函数 AM 和 h ( y ) 由等式 2 / 1 (^} = s(xo + y)cot | 和 /2( y ) = + y ) 定 

义.那么 A ⑼和 h ( v ) 都属于 w 2 ^ 这是因为函数 cot I 在任何形如 y = 2 M fc 为 
整数）的点的 *5 邻域之外连续,而函数 9 { x 0 + y ) 在此邻域内为零.因此 

5^ = = f 9 {^o + y ) D n { y)dy 

J 一 1T 

n n 

1 1 2/1 1 
=-/ + y ) cot ^ sin nj / dj / + - / - 50 (^+ ^) cos nydy 

^ J -7 T 2 2 TT j _^ 2 

= + a n {f 2 ) y 

其中 W / i ) 和 a n { f 2 ) 分别是函数 / i ( y ) 和 f2 ( y ) 的欧拉-傅里叶系数.由于对于这 
两个函数成立帕塞瓦尔等式，所以当 n — oo 时 & n ( A ) — 0,^(/ 2 ) 4 0,由此推出 

从黎曼引理推出下述结论. 

定理14 (黎曼局部化 原理） 函数 g ( x ) e ^的傅里叶级教在点 X =抑处的 
性状完全决定于函数 g { x ) 在此点的任意选择的 J 邻域中的取值. 

卜 实质上要证的是，若函数 9(4 在点叫的任一固定的 J 邻域外随意改变其值，傅 
里叶级数在此点的收敛性及其和都不受 影响. 换言之，若函数的傅里叶级 
数的部分和在点利处的值 J 2 MM 收敛到数 a , 而函数 /I £ 与 5 在点吻的 
某5邻域中重合，则当 n — oo 亦有 En ⑻(抑） — ^ 

考虑差 r ( a :) = g (>) - fcOc ) e 呢 277 .函数 r (: c ) 在点邱处满足黎曼引理的条件，因 
为对于一切 x ^{ x 0 — xo +刃有 r { x ) = 0. 所以当 ri — oo 时 

^( r )( a ： o ) = E (3)0 o ) - E ⑻(勒) — 0. 

n « n 

而由于当 n 4 oo 时 En(^)W 所以当 n 4 oo 时 ZnW(^o) — a. < 

函数 g 属于类的要求可以大大减弱+实际上，分析黎曼引理的证明和定 

理14的证明就能看到，为使它们成立，本质上只要差 _ h ( x )， 以及函数 
^( x ) = r ( x ) cot - 的欧拉 ■# 里叶系数随着号码增至无穷而趋于零就够了.为此 ，一 
般说来只要这些 2 函数的绝对值在 [0,2 tt 1 上的黎曼第二类反常积分收敛就够了.最后 
一断言的证明与已考虑过的情形并无大区别. 

在引理7中使用的方法可用来再证明一个引理，此引理在引人傅里叶级数点态 

收敛的判别法时用得着. 


①这种写法似不是1艮妥当——译者注. 
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引理8设.置 



f{y) cosnydy ,^ 



y 

f(y) ^ - sin nydy , 


7n 



Hy ) Dn [ y ) dy . 


那么如果 0 在 a S b < 2 tt ， 则当 n 


时％ 


—+ 


0. 而若成立更严格的条件 


0 < a < 6 < 2 tt , 则当 n — oo 时 /? n — 0 且 — 0. 


► 可把& 看作函数 e WW 的傅里叶系数 ，: g ( a ) 在闭区间 [ a ，&] 上与 f ( x ) 重合 
而在闭区间 [0,2 x 1 的不属于的卑处等于零，即对于集合£； = [0 f 27 r ]\ ta ? 5] 的点 
x i 9 ( x )= Q . 由此根据傅里叶系数的性 k ， 当 n — 00时有如 — 0. 类似地， 可把凡 
看作是另一函数 h ⑷ G W 2 w 的傅里叶系数，在闭区间 [ A &1 上与函数 /( y ) cot | 
重合，而对于五的点取值零.因此当 n — oo 时/?„ — 0. 而由于 7 n = + 

所以当 n ― ► oo 时亦有 7 n ^0. M 


OO 时亦有％ —0. 


§6. 傅里叶级数的点态收敛判别法 

还是考虑类 w 27r 中的函数 g { x ). 使用傅里叶级数的部分和的积分表示，我们来 
求函数 〆 W 在点利处的值 9 ( X 0 ) 与其傅里叶级数的部分和在此点的值 En 的差' 
的表达式.那么有 


r n = ^2 —沒(抑) 





(3( 忑0切）一 9(^)) D n ( y)dy 


— 7T 


2 [ l ； ig(xo + y) + 3(^0 -y) - ^9{ x o))D n (y)dy 

Jo ^ 

2 [ ip ( y ) D n ( y)dy 

Jo 



sin to + - 




- y 
sm 2 


dy 



< p { y ) ^cot I smny + 


ny ) dp ， 


其中 






(g{xo + y) + 9(x0 -y)- 2g{x Q )). 


这里， 作为 y 的函数，冰/) e ^,^(0)=0 且函数 p ⑼在点 j / = 0 处连续 
定理15 (迪尼判别法）设对于某5 >0,存在下述第二类反常积分： 


B S 





dy 
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那么函数 S 的傅里叶级数 S 在点 ; r = ； r 0 处收敛到值 g ( X{ ,). 


可以认为 0<5< tt . 由于积分 


B 6 



5 


0 


| y ( y)l 

v 


dy 


收敛，对于任意的 6>0 } 找得到数 h = ft ( e ) > 0使得 


B h 



h 




0 


y 


dy < s 


往下，从对于差 


r n = 


^2 n —? (疋 0) 的积分表示中得等式 Hi = r nl + r n 2 + r n3j 其中 




7 T 



IT 


y 


r n i 


7T 



r n a 


7T 



rns 


7 T 



ip ( y)(cot — sin ny + cosny ) dy ^ 
o 2 

h y 

tf ( y ) cot - smnydy , 
o ^ 

^ y 

< p ( y ) oot^sin nydy , 

h ^ 

IT 


if ( y ) cosnydy . 


Q 


根据引理8,当 n 


时有 — 0 和 — 0. 那么对于一切足够大的 n 有 


\ r n2 \ < e 和 | r n3 l <匕至于我们注意到若0 < j / < h < tt 则因 sin | >故 

a vT 


COS 


V 


㈣ )1^^ 






sm 


2 


y 


由此推出 


Ki | 


7 T 



h 


0 


y 

( p ( y ) cot — sin nydy 





h 


0 


\^p(y)\ 

y 


dy 


因此，对于一切 n > no ⑷有估计式根据数 e > 0 的选取的任意性，这表 


明当 n 


—► oo 


时 


r n 


0,即在点 xo 处傅里叶级数 E 收敛到值 〆 吻)- 


定义16说函教 〆 : r ) 在点； Co 处满足 a 阶李普希兹条件，0 < a < 1，如果在点 
x 0 的某5邻域中成立条件 


\ g { x ) - fl ( x 0 )| ^ L\x - ^ a | a , 


其中 L >0 是某个常数. 

当此条件在闭区间 [ xo . xj ] 的一切点处都成立时，就说函数 £ K 4 属于“李普希 
兹 a 类 '数 L 叫作李普希兹 常数. 当 a = 1时简单地说满足李普希兹条件， 
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定理16若函数 g ( x ) 在点韌处满足 a 阶李普希兹条件，则它的傅里叶级数在 
此点收敛到 g ( x 0 ). 

► 我们来证明在所述情况下，对函数 g ( x ) 可使用迪尼判别法，实际上，当 M <占 
时有 

!v(y)l < ^(Is ( 工 0 + y) - ff(a=o)| + \g{xo - v) - 9{^o)\) < LM' 

由此得到 

B s = f Tn =^6«<+ oo . 

Ju v Jo « 

这表明迪尼判别法的条件成立，从而函数 ff ( W 的傅里叶级数在点抑处收敛到 

9( 工 0). ， 

我们再证明两个傅里叶级数收敛的判别法. 

定理17 (狄利克雷判别法）若 2 tt 周期的严格正则的函数 g(x) 是在闭区间 
[0, 2 tt ] 上逐段单调的，則它的傅里叶级数处处收敛到 g ( x ). 

注函数 g { x ) 的逐段单调性指的是，整个闭区间 [0,2 tt ] 可以分成有限个/』、区间，函数在每 
个这样的小区间内部是单调的.特别地，逐段单调的有界函数是有界变差函数. 

定理17的结檢是包含在下述定理中的另一个判别法的简单推论. 

定理18 (若尔当判别法）设函数 g { x ) ^ 0 < S < tt . 还设在点的£ 

邻域内函数 g ( x ) 有界 变差. 那么 g ( x ) 的傅里叶级數在点: c 0 处收敛到 g ( x 0 ). 

► 由于是有界变差函数，可将其表承成= ^ i ( y ) - ^( y ), 其中 pi ( y ) 和 
仍 ( y ) 都是不减的非负函数，可以认为…⑼=内⑼= 0且函数 外⑼和 巧⑻皆 
在点1/ = 0处连续,这是因为函数具有这些性质+实际上，单调函数在每点处都 
有单边极限 • 于是在点 J /-0 处两个函数的右极限相同.从每个函数都减掉这个公共 
的极限值，就得到两个新的函数 3 它们满足上述一切条件，只要把它们在= 0处的 
值取成零就可以了 ■ 因此，对于任意的^>0,存在 A =办 ㈤ > 0,使得0 s e 

且0 S p 2( 九）< 己-可以认为 h < S . 

对于函数 s ㈤ 的傅里叶级数在点 X 0 处的余项成立表达式 

r n = 2 f ifi(y)D n (y、dy = r nl + r n 2 , 

Jq 

其中 “ , 

r nl = 2 I ip ( y ) D n ( y ) dy , r n ^ = 2 / ip ( y ) D n ( y ) dy . 

Jq Jh 

不失一般性，我们认为 = ^ Piiv ), 也就是说是不减的非负函数.根据§ 5 引 
理8,当 n — oo 时 — 0- 因此只要证明 kd <戊其中 c > 0是某个常数就可以 
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了-我们看到0 s ip { h ) < s . 对积分 r rtl 使用第二中值定理，得 

rni = 2( p ( h ) D n ( y)dy ^ 卿 { h 、 T n ( x ) tk ：, 

其中函数及㈨在 §1 中定义:接着，由于0 < d < %所以0 < 士 S ^因此, 

使用§1的引理2来估计最后一个积分，得 jrwj S 2 ip { h ) ，4 < g£, < 

注在定理的证明中之所以便用§1的引理2,是由于数 < 是与71有关的，可以 变化， 因此 
不可直接使用 g 5 的引理 8. 
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§7. 傅里叶系数的性状 

我们引人一些关于某些函数类的函数的傅里叶系数的性状的命题. 

1. 设 e 见是偶函数 . 那么从欧拉省里叶公式得知全部傅里叶系数 k = 0, 

即函数 WiT ) 的傅里叶级数是余弦三角级数- 

M g { x ) e W 是奇函数，则对于一切自然数 n 有〜= 0而且 a D = 0,即函数 

g (^) 展开成正弦傅里叶级数- 
例在 （0， tt ) 上成立 

OC5 ■ I 

7T — X SUL kx 

丁=§ 丁. 

这是伯努利函数 Po { x ) 展开成傅里叶级数的简单推论- 
，若在开区间上给定函数 S ⑷ e 呎而且 ^ lim + ff ( x ) - g (0), Jim _ g ( x ) - ff (7 r )， 则 

它可以延拓成全实轴上的 2 tt 周期函数 } 既可以作偶延拓也可以作奇延拓（作奇延拓 
时要重新定义汉⑼= 0 译注).在偶函数的情形,对应于它的傅里叶级数是余弦 

级数， 而在奇函数的情形则是正弦傅里叶级数 • 

2. 设 e 见则其傅里叶系数随着号码增加到无穷而趋于零.实际上，从贝 

塞尔不等式知级数 E ( a n +^) 收就故由级数收敛的必要条件得 

lim a n = 0, lim & n = 0. 

ti — n—^oo 


傅里叶系数的这条性质我们已不止一次地使用过. 
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注 若 & 和 k 使得级数 


学 + y^( Q n + bn) 


收敛，则 


O 0 


^ + > 二 (ftn cos nx + b n sin nx) 


是 h 中的某个函数 f(x) 的傅里叶级数，代表 2tt 周期的在 (0, 2tt ] 上平方可积的函数的全体 
( F + 黎斯 - 费舍定理).这时说傅里叶级数平方平均 收敛. 精确的表达式是 


y2-ff 

iim / (f(x) — s^x^dx — 0, 

n 一 oo Jq 


其中 


s n (x) 


aQ 


r» 

+ > ^(ajb cos kx + bjc sin kx) 


是三角级数的第 n 部分和 . 

我们来说明， F . 黎斯〜费舍定理是怎样归结为函数空间 L 2 的完备 性的. 这是由 
于级数 H( a l + b D 收敛使得 {〜($)} 为上3中的基本列，即 


lim 


f (〜 ⑷- s m (x)) 2 dx = lim it (al + bfc) = 0. 

o k=m+l 


所以由 l 2 的完备性（当然依 h 的距离)，{知⑻}平方平均收敛到此空间的某函数 • 
3. 设函数 f { x ) 满足李普希兹条件 

\f(x + h)- f(x)\ ^ x€R,h€WL, 

其中 i > 0,0 < a S 1， 那么成立以下的不等式 

\a n \ K |&n| < Lir a n~ a , n e N. 

由傅里叶系数的定义及所涉及的函数的周期性推出 



2 tt 


f ⑷ cos nxdx 


扣一 5 




f(x ^—— )cos nxdx 





2ir 


f( x ——- )cos nxdx 


n 


由此得到 




2 tt 



2 w 


7_ 

{f(x) — f(x + — ））cos nxdx^ 


因此 




2 tt 



27 T 


j/(x) - f(x + — )1 办 < L7T a n - a ， n eN 
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同样地得到 对于心 的估计. 


4.设以 2 tt 为周期并在 [0, 2 tt ] 上有界 变差. 那么 a 




0( n ^), b n 




0(n 


一 1 


从有界变差的定义知，在 [0,2 tt ] 上/㈤= fi ( x )- Mx ) } 其中 △ ㈦和 A ㈤都 


是正的，不减的函数，使用第二中值定理于下述积分.对于某 e e (0,2 tt ) 有 



2 tt 


2 -ir 


/ isinn / 

cos nxdx : 口 一 

， n 


因此， 


0(n~ 1 ) 1 b n = 0(n- 1 ), 


5 .以 2 f 为周期的函数 S ⑻ e VK 的傅里叶级数 ， Z / t 考虑函数 ft ⑼ 
那么 "e 于是 




h(y ) 〜令十 f (知 cos Aiy + b k sin ky) 

1 k=i 


现在用: r 表示 y; y = X 7 T / h 那么得到 


TO 

g{x) = k ( 子 ; E) ^ y + (dfcCosA ： 子 : r 十 fcfcfc 子 ; t), 


而且 


a *；—— 



b k 



i 


h{y) cos kydy - 

r 

g(x) sin k^j~dx 



r 


g(x)Qosk^y-dx 

Ci 


这就是说，我们对于 2 tt 周期函数所建立的傅里叶级数的全部理论借助于变量 
的线性变换转移到了 2Z 周期函数的情形. 


§8. 余切函数之展开成最简分式以及正弦函数之表示为无穷乘积 

上面建立的函数展开成三角傳里叶级数的理论工具终于使得可以非常简单地引 
人把正弦函数表示成无穷乘积的公式，为此我们先证明一个余切函数展开成最简分 
式的公式，此公式也是相当著名的. 

在闭区间[- tt / tt ] 上考虑函数 g(x) = cosa^, 其中 a 是常数 M S f 把它以加 

为周期延拓到全实轴.那么是在全实轴 R 上连续的偶函数.由于 5(4 是逐段 
光滑 函数， 它的傅里叶级数一致收敛到 9 ( x ). 因此对于一切 xeR 有展开式 


9(^) 




+ cos kx + bk sin A:^), 


k 
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其中 a ht b k 是欧拉-傅里叶系数 - 

还有，根据函数 g ( x ) 的偶性，一切4全是零.而对于系数办，当 a / 0时有等 
式 


2 


2 ?r 



-IT 


cos axdx 


n 


SinOT7T 


a 7 T 




dk 


7T 



7 T 


cos otx cos kxdx •• =(—1) 


k 2a sin citt 

a 2 — k 2 7 T 


于是 


sina7r / 1 


2a 


V Ar=l 


coskx 


由此，当时得 


7 TCOt CK 7 T 




1 ^ 2 a 

Oc Of 2 — 


n 


E 占 0< i °^ 

fc=—n 


最后的公式给出了余切函数的经典的最简分式展开式.由此容易得到正弦函数的无 
穷乘积表示.为此我们指出，右端的级数关于参数 Q 当0 < M < | 时一致收敛，因 
为有优控 £2/ R 进而它是自己的原函数的导函数 ■ 

另一方面,我们有 


Ln 


sm 7TCt 


/ 


a 


7 r cot 7ra - . 

a 




2 a 


1 


1 


a 


2 — 沪 



a 


k ca + k 


因此，根据函数 lnx 的连续性，对于某 c € M 成立等式 


n 


, Sin 7T0C 

In - = c 

a « 



lim Vln 1 


ot 


2 


fc=l 


k 2 


n 


c H- Lim ln TT 

n— m30 H 





oc 


=c + In JJ 


k 


f )- 


这表明，对于一切满足条件0 < S •的 a 成立公式 


sin ira 


a 


fe-1 



其中 C1 


e c - 
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限得 


上式右端的无穷乘积关于 a 当 |cvK | 时一致收敛.因此 t 令 a = 0过渡到极 


sm Tra 

7r = lim - 

a— >0 Q ： 


ci lim TT 

a —0 1 丄 


a 


2 


k 


k 2 


Cl, 


终于得到 


sm 7TO ： 


7 ra 


n 


k 


a 2 \ 


于是，正弦函数之表示为无穷乘积的公式得到证明. 


§9. 开普勒问题和贝塞尔级数 

假段行星 M 沿椭圆运动，不动的星体 F 位于此椭圆的一个焦点处.椭圆的半 
轴分别等于 a 和 &， a > 6.设7 1 是行星 M 绕 F 运动一周的时间，而 * 是行星离开长 
半轴上的 A 点后所经历的时间.用 S AFM 表示椭圆扇形 AFM 的面积 • 根据开普勒 

定律有 


Safm 


即 = xa 办 


7nib T 1 lvl ■… v fp - 

考虑以椭圆的中心0为中心，以0乂 = a 为半径的圆周■用 Mi 代表点 M 沿 


短半轴方向到圆周上的投影.令 


E 


OF 

器 ， U 


ZAOM l ,我们由几何的观点来求出椭 


b 


圆扇形 AFM 的面积.由于椭圆是从圆沿 Oy 轴压缩三倍的仿射变换而得到的，所 

Cv 


以 Safm 


Safari- 


d 1 

接下来有 S AF M l = Saom , - Sfom , - a 2 u /2 - a 2 e - sinn ® 因此， S AFM 


^ o , b(u — E smu ). 我们过渡到开普勒方程 


€ sinw 


2 irt 

^T~ 




C = ZAOM, 



丄 

c 叫作行星的平均近点角而 w 叫作离心近点角.若 C 增加加则 w 也增加 
2 tt . 因此 cosnw , sin nu 都是 C 的 2 vr 周期函数，即 

cos ( n^(C + 2 tt )} = cos ( nu ( C)) f sin ( mi(C + 27 t )) — sin (仙 (（)). 

先前曾证明， u ( C ) 是光滑函数.因此，根据李普希兹判别法，函数 c OS ( rm (0) 和 
Biti { nu {0) 的傅里叶级数都收敛.由于函数 <0是奇函数，所以有 


cos nu 


2 


+ a\ cos C + cos2C + 


sin nu = b\ sin ( + 62 sin 2( + ■ ■ k ， 




2 

TT Jo 



•K 


cosmt(C) cos <dC，V 


2 



sinrm(C) sin J^C^C 


0 


①原文将 w - Bin ^ 写成丁 l ^ m { u / 2 ) 

2 


译者注 + 
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计算这些傅里叶系数，得 


2 厂 7T 2 

ao — — / cos nud^ = — / costly ■ (1 — ecos ti)du. 

7 T /o 7 T J 0 


这里我们使用了 


C = u — ssinu,dC = (1 一 ecos u ) du . 


于是 


flo 


当 n = 1， 
0, 当 n > 1. 


对于 7/ > 1 我们得到 



cosmtcos « 


izu 


cos nti sin vC 




-I -/ sin nu sin uCdu 

^ Jo 


7 TU 



(一 cos{nu + + cos(mi — i^C))du 


一 / — cos((n + y)u — i/e sin u)du A -/ cos((n — u)u + sin u)du 

7tu Jn ^ Jo 




① 


其中 


^ 一 I cos(x sin — k < p ) d^p 

^ Jo 


类似地求出系数 bp 有 


2 广 2 n 厂 

匕 =一 / sin nu ■ sinuCd^ — — / cos nu cos y(idu 
7 T Jo w Jo 




因此 


COSU = —^ + y ( 人 - 1(0 - ^t/+l (^ £ )) ~~ 


smu 






角 u 的值， 0 s n < 加，单值地由它的正弦值和余弦值确定*因此，这两个函数 
的上述展开式解决了确定二体运动的问题.它们曾被贝塞尔 （ F . Bessel , 德国人）求 


①这里以及后面的结果，原文都有一个因子2 


译 者注. 
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得.这些级数对于椭圆的任意的离心率以及一切 （ 的值都收敛.在贝塞尔之前，二 
体问题曾被拉普拉斯借助于幂级数展开对于小的参数 e 所解决，幂级数的收敛性在 
e < 0.66274 … 的条件下被证明. 

函数 J k ( x ) 叫作贝塞尔函数. 


第二十八讲 


§10,费耶核与魏尔斯特拉斯逼近定理 


根据 定义， 傅里叶级数的部分和叫作傅里叶三角多项式.同这样多项式一样，费 
耶多项式在三角级数理论中也起着重大的作用.作为应用这些多项式的性质的一个 
例子，我们来证明关于闭区间上的连续函数用三角多项式的序列以及代数多项式的 

序列一致逼近的魏尔斯特拉斯定理 ■ 


定义17称函数 


I n — 1 

仙卜； E ， (工) 


为函数 5 ( a 0 的 n 阶费耶多项式，其中 9 tu {^) 是 〆 a ?) 的 m 阶傅里叶多项式，即傅里 


叶级数的部分和 


9fn{x) 


^0 




■ r v 

+ ^2 (ttfc cos fcx + &fc sin fear ), 


其中对于一切 Jfc = 0, 1,. -， m ，叫和知是函数分 ㈤ 的 欧拉- 傅里叶系数 


由定义显然有 


尸 n (^) 


GO 


+ E (1 — S) (ak cos kx + bjt sin kx). 


使用 ^( ar ) 的积分表示就过渡到等式 


-i 


Pn{x) 


g{x + y)D m {y)dy 


fc =0 



g{x + y)F n (y)dy, 


其中 


^ n ( v ) 


2im 


p ■ 

E 


sin ( m + -)y 


sin^ 

2 


定义 18 由上式定义的 F n { y ) M 作 n 阶费耶核. 



§10, 费耶核与 《1 尔斯特拉斯 暹 近定理 


我们来推导函数 F n (y) 的某些性质.下面的一些命题成立 
引理 9 当 n>l 时成立等式 


F n (x) 


27 rn 


. n 
sin — x 

_ 2 _ 

• x 
sin — 
2 


由此特别地推出，对于一切 x y F n {x) >0. 

► 关于 m 求和，借助于已知的三角函数公式得 


凡 ㈤ 




2 ?rn 


SlTl ( + X 

y ： v x 2/ 

fe=o sm 2 


n-l 


1 

27 msm 2 ! jt =0 


sin k + 




sirt 


71 ™ 1 


一 2 " : j 

- 5^ ^ cos ( k + 1 ) x ^ coskx) 

27m sin - h=0 ^ 


-1 

2 ?m sin^ 


U(cos 似一 1) 


2?rn 


sin^\ 2 

4 ) 


引理 10 当 n> 1 时 



F n (x)d^ 二 2 I F n (x)dx 

Jo 


► 


由于对于一切 m 成立等式 



T71_ ( 37 ) 


所以， 



F n (x)dx 


E 

k =0 



引理 11 对于任意的函数 g(x)e vr 2 ^, 成立公式 


Pni^) - g(^) 





(g(x + y) - g(x))F TL (y)dy, 


此结论直接从引理 10 和 p n (x) 的积分表示推出 . 
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定理 19 (费耶定理）若函数 g(x) 在闭区间 J = [ 一 7T 5 7t1 上连续且 g(-7T) = g{7T), 
则它的费耶多项式序列在 J 上一致收敛到 g(x), 

► 把函数 tfOr ) 以 2 tt 为周期延拓至全 数轴. 它在 R 上一致连续,这表明，对于任意 
的 e > 0,找得到5>0,只要 M < <5,就对一切 z 成立 

\g{x + y) - g(x)\ < 

此外， g { x ) 显然在 R 上有界，即存在0 0,使得对于一切 xeR , |p(^)! ^ 从而 
对于—切 x ^y + y)~ ^(x}| ^ C. 于是 


|5(工）一 Pn (工 )1 < 



7 T 


\g{x + y) - g{x)\F n {y)dy 





■ 7 T 

s 


5 


F n(p)^dy + 2 F n (y)Cdy 


< 


£： 

2 



7 T 


Fn[y)dy 



C 




7 T 


Js 


sm-y 

■: y 

Sm 2 


2 


dy 


< |+- 


2 


5 

2 


< € 


只要 n > 


C£ 


2 sin 


2 


i ■这表 0 月⑽浐 ㈣ 
2 



由这个定理直接推出下述关于代数多项式的魏尔斯特拉斯逼近定理. 

定理20设函数分(4在闭区间扎= [ O t tt ] 上 连续. 那么存在代数多項式序列 
{ Q n ( o 0} 在 / o 上一致收敛到 

► 把延拓成全数轴上的加周期的偶函数.则它满足定理19的条^ . 因此， 
对于 e \找得到号码 m， 使得费耶多项式 Pm(x) 一 致逼近5(岣达精度然而 

p m (^) 本身可展开成在知= [0, 7T ] 上一致收敛到 3(4 的泰勒级数.现取为其 
泰勒多项式与〆： r ) 在/0上的偏差不超过^ 者. 那么， O ) 在心上近似没 ㈤ 达 

精确度 e (即在九上与没 ㈤的偏差一致不超过办 

我们注意到多项式 Qn { x ) 的阶数完全不必等于号码 n ， 而我们也全然不需要如 


此. 


于是，对于一切 I e io, 成立不等式 




n 


由此推出当 n 


OO 时 Qn {^) ㈣ 




§11* 狄利克篱轵分与最筒分式展开 


■ 4D7 ' 


§11. 狄利克雷积分与最简分式展开 


我们使用费耶核的性质来计算狄利克雷积分的值.显然有 



sinx 


2 


da: 


o 


x 


一厂咖 2 0 


sin 2 a; 


x 


+oo 


+ 


0 



2 sin ^ cos x 


dx 


o 


x 



0 


sinx 


x 


dx 


还有，作积分的变量变换 x = Wy ， N >0, 得 



0 


1 

N 

1 

TV 


sin a:、 
x / 


2 


dx 


N 



oo 


sin Nx 


o 


[Nx\ 

X / 


2 


dx 



2 / s\nNx 


2 


dx + 


o 



x 


發 ^ sinNx ^ 2 


0 
N 



号 


00 dx 
x 2 


0 


in Nx \ 
sinx / 


dx + 


N 



f 


o 


sin 2 Nx 


丄) 

sin 2 x / 


dx + 


6 

N 



f 


00 dx 


其中叫 < 1. 由于下述关于费耶核的公式 成立: 


N \ sin a： 


sin Nx 


2 


2 ^ F n { 2 x ), 



7T 


Fjv ( x)dx 


u 


2 


所以从上面的等式推出 


7T &i x 1 — sin 2 x 2$ 

2 十 AT 乂 x 2 sin 2 x + ’ 

函数 # 在 [0, & 上黎曼可积.因此 

a: 2 sin x 2 


i^i < 1，叭 I s 1 






N 


令 iV — +oo 就得 / 


7 T 

2 


我们还要证明两个公式，它们把函数 


7 T 


SU17TX 


和 TTCOtTT：!： 表示成最简分数的形式, 


对于第二个函数早先曾借助把函数 sin ax 展开成傅里叶级数而得到这样的展开式. 
这里我们使用某些三角和的积分表示以及严格正则函数的傅里叶系数随着其号码趋 
于无穷而趋于零的性质， 


下面两个公式 成立: 


k 


D-t 


7 T 


(-ir 


sin 7 tjt 


lim 

X — fl 

n—-h 

h l 


2 ) 7T cot 7TX = lim 

fc—oo i ^ J x — n 

K 
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证明公式 L 为此考虑函数 




我们有 


9 k ( x ) 


垂 ■■■ 


sin7r{j ： — n) tt f 1 

H — H -1 


e 7 vit (^ n) dt 



1 { ^ 

产 （E 

\n=—h 


iritn 


dt 



Trita ： 


sinTrt yk + : 
sin (7 rt /2) 



sin 7rt fe + 


cosirtx 


dt 


\) 


7Tt 


dt 


sm 


由于成立关系式 



nit^t 


dt 


2,当 n = 0, 

0 ，当 Ti 一 0，n G Z ， 


所以 


i sin nt (k + •) 


-1 


sin 


7 T ? 


dt 



e~ nitn dt 




由此得 


^-9 ki x ) 





sin 7rt k + 



— cos ntx) 


\) 


nt 


dt 


sin 




i ■ ^ tx Si ^ l fc + 2；, 

sm 飞 - S^ 说 

i z sin 

m 

sin fcot-^- ■ sin( — fcTrt) + cos(/c 冗 t)) df* 



sin —t ■ co 
2 




sin fcTrtdt + 



sm^t 


cos kntdt 
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由于 


lim ( f(t) sin kntdt = 0 = lim 厂 

k ― K30 I 1 fc—OO / i 


g{t) cos kTctdt 


其中 / ⑴ 




) cot (》) ， 5 ⑺ 


=sin 


in ( 


7 TX 


), mvj 


lim tt — gk{^) = 0. 


于是 ， 对于怎多 z 得 


Lim 


sin TTX 




(- i ) 


或者换个写法， 


7 T l 

- = - h 7 

1 -7T-T 1 xl* f ^ 


SU17TX 




n 2 — a; 2 


公式 1 证毕 . 

特别地，当 a = I 时得到数 tt 的下述表示 

A 


OO 


( 一 1 广 




现证公式 2 . 为此考虑函数 


fk { x ) 


p ^ 

E 


sin 2nx 


我们乘求对于和 fk{^) 的积分表亦.有 


^ sin 2ttx %r- 


. v ' Olil A V ' 

协 )= E 

n=— n——k 


1 fc 

V 



2xit{a;— 



E e - 也 



2 frita : 


e -27Titk _ e 


2?rii(fc+l) 


1 - e 


2irit 


dt 


贯广， -sinnt(2k + l) d£ 

7 _i sinTrf 

f l _ , sin7T*(2fe + 1) 
2 tt / cos 2^tx - :— - —一狀 

Jo sm 兀 * 


2 tt 



cos 27rfcu 


Sin 4 2A + 1 ) .<ft + 27 T 


sin 7rt 



sm nt{2k + 1) 

COS 27TCJ? - -； -:- dt 

smitt 


2, r ^ s 2^ x S ^^dt + 2, 

Jo SinTTt 


f° „ f ,.smTm(2k+ 1) 

f cos 2irx(u + 1) -:- du 

1 sm 
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此外： 



sin 



-i 


sin 7 rf 


— 



k 


E e 2iritn dt = 1 


k 


如同推导公式 1 那样，我们得到，函数 九 ㈤ -7 r ( l + C os 27 TX ) 表示成 * 的函数 h ^ t ) 


sin 2 TZXt . cot 7Vt } /^ 2 ( t )= 

h4 { t ) = sin 2 7rxt y hs ( t ) - 

系数的线性组合.这些系数都随其号码之增至无穷而趋于零.因此 


sin 7rxt - sin ? r^(i + 2) = sin ^Kxt sm 7 rx(f — 2) cot ^ rt , 

: sin Trxt - sin ? rx(i + 2)， ~(£) : = sin nxt - sin 7rx(t — 2) 的傅里叶 


lim 


A ⑷ 




fc^oo sin27rj ： k 


lim 




1 


k 


X 


n 


7T(1 + COS27T3：) 

sin 2 ttx 


7TCOt 7TX. 


公式 2 证毕. 


第二十九讲 


§12. 傅里叶变换与傅里叶积分 

设/ ㈤ 是以况为周期的函数并展开成了收敛的傅里叶级数.那么有 


f ( x ) = 52 Ck€ 

k= —oo 


ikf 


其中 


k 


用讲表亦 7 并设 


Qc 




Ttl 


f ( t ) e~ ik Ut 


— Til 





9i(yk) = / me-^dt 

— 771 


那么函数 f ( x ) 可以表示成 




士 f ： 

fc=—OO 


右端的和式是积分 


Fi { x ) 




9^ir 



gtiy^dy 
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的一个形式的在 (-00,00) 上的，以1为步长的黎曼积分和，其中 

_ 

9i(y)= r / ⑷ e 吻 

J -"?ri 

如果在积分 Fi ( x ) 中令 Z — oo 形式地过渡到极限，那么就得到累次反常积分 


F ( x ) = 






定义 19 函数 F(x) 称作函数 f(x) 的傅置叶积分或傅里叶积分公武 . 

如果严格正则函数|/⑻1在全实数轴上（按某种意义）黎曼可积，那么积分 gt ( y ) 
根据魏尔斯特拉斯判别法 ，在 (-oo,oo) 上一致收敛，于是可以证明，能令/ — +oo 
而取 极限. 由此出发^我们给出下述定义. 


定义 20 函数 ^ 

g(y ) 二 f f ( t ) e^ iyt dt 

J —oo 

叫作函数 fix ) 的傅置叶 变换. 这里积分 g ( y ) 按柯西主值 理解. 而函数 Pb ) 叫作函 
数 g ( y ) 的傳里叶逆变换. 

作为法则，成立等式 F(x) = f { x ). 此外，常在傅里叶正变换和逆变换中代替函 
数的“权”系数 1 和^ ■以 显然， 傅里叶积分并不因此而改变. 

2 ir v 27 t 

作为例子，我们来求函数 （【 > 0 ) 


/㈤ = 


( 沒，若-/<工<1 

若 ; r = —Z 和 x — 


to , 在其他情形 



1 


的傅里叶变换.有 


a ( y ) 







oo 





对于傅里叶逆变换，由此得到 


邱) 


2 ?r 





ly 


e %y ^dy = f(x) 


特别地，对于 X^O 


/ ⑼ 




21 2 tt 



sin ly 


dy 


我们引人最常遇到的傅里叶正变换和逆变换 [31!. 
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表格的右边一列给出了概率分布，即满足条件 f ( x ) ^ 0, 


f ( x ) 的密度(见表 1 S .1). 


表 18,1 


^数 m , 其定义域 

e~ x / 交 —oo < x C T 


< x <十 oo , 正态分布 


1/a ， 若 x G [0, a] , 


I 0> 若疋辛 (0> a] > 

f V (2 a ), 若 a ； G [- a . a ], 

l 0, 若 x 这 f—a.al. 


均勻分布 


0, 


^ 均匀分布 

右 x 耷 [-a, a], 


士 （1 一 亨）， * G S ~ a > a ]> 


0 S 


怎味 [ 一 a ， a ]， 


三角分布 


< +oo 


>0,7-密度（伽玛密度) 





-OO < X < + CO T 双边指数分布 
-OQ < X < -\- oo , ( > 0,柯西分布 
T 去 ■/* (: t)，r > 0 ,t > 0,贝塞尔密度 



f ( x)dx = 1的函数 


函数 5( y ) 


*? V 2 


iay 

ay 

ay 

1 —cob ay 

，若 W e [- a , a] f 

若 y 隹 |- a ， a ]， 


_ — . I 

1 一 

_1-hti^ _ 

e - ti v i 

(1 — ly - -i/(l — iy^) — 1)* ① 


i 

tt3sc 


< x + 


双曲余弦 


ch 


概率分布函数的傅里叶变换叫作特征 函数. 在全部傅里叶变换当中，特征函数 
族具有这样的特点，对应于不同的概率分布有不同的特征函数（唯一性定理)，同时， 
概率分布的序列 { F n } 收敛到概率分布 f 的充分必要条件是对应的特征函数的序列 
收敛到连续的极限函数（连续性定理)，我们不去证明概率论的这些重要定理- 

我们将叙述并引人一些把函数表示成傅里叶积分的充分条件.这些条件与对于 
傅里叶级数的迪尼和狄利克雷-若尔当条件相类似.对于它们的 证明， 我们将依靠函 
数的傅里叶变換 g ( x ) 的连续性以及当时它之趋于零 ■ 

用= 1/(- oo , 十 oo ) 表示在(― oo t + oo ) 上绝对黎曼可积的在任意的有限闭区 

间上都严格正则的函数的全体. 

引理12 设函数/ e 那么它的傅里叶雯换 g 是全数轴 R 上的连续函教 ■ 

► 根据魏尔斯特 拉斯判 别法， 积分 M 在股 上一致收敛 t 因为函数 j / (工 )1 是其被 
积函数 e ^ f { x ) 的优控 - 

先考虑/ ㈤ 在 E 上连续的情形.此时函数 在 R 2 上连续. 
根据关于一致收敛的反常积分的连续性的定理，函数此时是连续的- 

© 原书 此处似有误 , 裉据有关数学 ¥ 册 , e -游 ■ iMx),x > 0, * > 0 的 Fourier 变换是 


一 译者注1 


t 
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在一般情形，对于严格正则函数 f ( x ) 可以找出连续函数 h { x ) } 它与 f ( x ) 仅在 
函数 f ( x ) 的间断点 〜的夂 邻域内不同，旦 ft ( oO 在此邻域内是线性函数且满足 



|/(工）一 h ( x)\dx < 


L 2 n 


x^x Tl \<6fi 


因此 



oo 


\ f ( x ) - h ( x)\dx < - 


令 


_ 

9 i ( v ) 





oo 


h ( x ) e —_ dx 


根据上面已证之事，仍在 ® 上连续 . 因此存在 S >0 使对于任意的 h e R ， 只要 
\ h \ < 5, 就成立 

\^9 i \ ^ \ 9i{y + h ) - gi { y )\ < 

我们对于量厶 5 + h )~ g ( y ) 的绝对值进行上方估计.那么 


| 厶 < [Affij +2 



1/(^) - ft ㈤ 卜 < ~ + = ^ 


因此，函数在 R 上连续. 


引理13 (黎曼引理）设/⑷ eLl 缽那么当 y — oo 时有 


9( V ) = 





进行变量代换…六，得 


9{ y ) =- 





/( f +—) e — 邮也 

y 


因此 


9(y) 



f { x ) e~ ivx dx 




f (x + y ) e^ tyx dx 





{ f ( x )- f(x + y )) e^ x dx + 




f{x)e^ x ch 


f a fix+^e-^dx 

a- 苎 V 


Ai + Aq + A3 _ 
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由于/(4是严格正则函数，闭区间 ㈧ 6] 可以划分成函数 / h ) 的连续性区间. 
从而如果在每个这样的连续性区 间上， 引理的结论能获得证明的话，则由于这些区 
间的数目的有限性，结论将对于整个闭区间 [ a ,6] 成立.因此可以认为函数 f ( x ) 在 
上连续. 

根据/(均的连续性，对于任意的 e > 0,存在 C > 0,使得对于一切满足条件 
M > C 的 y ， 成立不等式 


由于在闭区间上连续的函数在该区间上有界，所以存在数 M > 0 使得对于一切 
[ a ，&] 有 \ f ( x )\ < M , 因此 0 2 | + S ^ M/\yl 

由此得到，当 | y | > ma ^ CjTrM / e ) 时成立不等式 \g(y)\ < e . 这表明当 y ^ oo 
时函数 p ⑻ — 0. ^ 

引理 14设函数 f { x ) E Z /(— oo , + oo ). 那么它的傅里叶变换 g ( y ) 当 y — oo 时 
趋于零. 

► 任意固定 e > 0. 根据函数 \ f ( x )\ 的绝对可积性知，存在数 A > 0使得 

f \f(x)\dx+ f |/{j;)|daj < 


根据黎曼引理，存在 y > 0,使当 M > r 时 



f ( x ) e ~ ivx < h ： 





因此当 ㈣ > F 时， \ g ( y )\ < ^证得当 y — oo 时5⑼ — 0- < 

定理21设函数1/(工)|在 （- oo , oo ) 上可积，且在任意的有限的闭区间上函数 
f ( x ) 都是严格正则的，还设对于某 S > 0 , 存在第二类反常积分 

B s = f : ^ vMv )- f{xo + y)+ 2 f(xo 

那么函数 f ( x ) 的傅里叶轵分在点邶处收敛到值 f ( xo )^ 


► 考虑函数 

f A ( x ) = i f A g ( yy^dy - ^ f A / yx dx D ，，. 

在右端的积分中交换积分次序，这是可行的，因为被积函数是连续的®并且反常积分 

①原文未指出哪个函数是连续的.而且此定理中提到的“严格正则”似并不与第 1 S 章§2定义 
7吻合——译者注. 
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在整个参数值集合上一致收敛.于是 


A ㈤ 


2tt 



OO 



A 


f ( t)dt I e-^-^dy 

-A 


2 tt 



m 


e 




e 




—i(t — x) 


dt 


7 T 



.sin^4u . 

f{x + u) - dti 


u 


7T 



( f(x + u ) + f{x - u))^^^d 


0 


u 


oc 


我们来证〗 im f A { xo ) = f ( xo )， 为此，先回忆一下 / = 5, 那么 

>1 — 00 Jq ti z 


2 


fA{xo) - f{xu) = - / ^(uf m ^ U du. 

^ Jq 社 

根据积分氏的收敛性知，对于任意的 e > 0,存在 /I > 0 使得 J h t 由 

黎曼引理推出，存在 y > o , 使得对于一切 a > y ; 成立不等式° 

中、 ainAiidul < 

a 


2 



h 


u 


由此得 


-4 


lim /a{^o) — /( 丈 o) 


定理 22 设 f ( x ) e L ^- oo , oo ), 且设在点； c 0 的某 <5 邻域内函数 f ( x ) 有界变 
差.那么它的傅置叶相分在此点收敛到值/(邱)- 


► 


从上一个定理的证明得到 




U 


由于右端的积分 收敛， 所以对于任意的 e > 0,存在数5 > 0,使得 


2 


7 T 



t 、 sin Au T 
<p{u) - du 


B 


u 


< 


€ 

2 


根据定理的条件，函数 p ⑻在区间（- M ) 上有界变差，且此外，当 y 〜”〜 
^ o . 因此，这个函数可以表示成两个正的不减的有界函数列⑷和仍⑷的 

差，而且它们当 z — 0时都趋于零 I 


只要证明当 X 4 oo 时，积分 


B 


R= ir Mu) ^ du 

7T tl 
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■ 


趋于零就可以了. 

首先，从条件 Inn ^ i ( u ) = 0 得知，存在数 h > 0 使得对于一切卜 | S ft 成立不 
等式 ^> i ( u ) < e / S . 那么 


2 


. _ . h f .sin An f 2 f B , . sin Au . 

it — — / - du H — / ^ pi \ U ) - au 

^ _/ 0 u ^ J h u 


Rl + i?2 - 


根据第二中^理，对于某 k , Q < k < h 有 


I 札 I 







2 … 


h 


sin Au 


du 


it 


= 

广咖 U du 

It 

\JAk u 



Srinu . 

- d 

u 


^ i ( h ) < 


€ 

8 


还有，对于固定的 / i 和 S , 根据函数 vn ( u )/ u 在 [ h y B ] 上的可积性^根据黎曼引理推 
出，当 a — oo 时佐― a 因此存在為使当 A >时 




2 


7 T 



B ,、 sin Au , 

<pi (虹)——- du 


k 


u 


< 


5 

8 


于是得到 


1/ a (工 0) - /( 工 0)1 


2 


7 T 



, 、 sin Au . 

( p \ u ) - au 


o 


it 


< e - 




因此 lim Ja (^ o ) - / C ^ o )- 

A—^oo 

注设 /( x ) G L f . 那么从定理 2 1 特别地推出，如果函数 /(； F ) 在点吻的某 d 邻域内还是 
逐段光滑的，则迪尼定理的条件成立，从而积分氏存在，因此，函数/(4的傅里叶积分在点抑 
收敛到 f ( xo ). 从定理22推出，如果绝对可积的函数在点抑的某邻域内还是逐段单调的， 

则它的傅里叶积分在当抑处收敛到/(咖)- 

引理 15设 (l + \ x \ h ) f ( x ) e L '(— oo ，+ 吨则/的傅里叶变换 fc 次可微 ■ 


► 


由于有不等式 


\f{x){ix) n e^\ < (i + mi/(^)u- 

根据魏尔斯特拉斯判别法，积分 mi ^ re -^ dx 在全实轴上相应地一致收 

J —oo 

敛到函数9⑷ ( y)， n = 1，.'. ， fc - 4 

引理 16 设 / ⑷， … J ㈨⑷€ 1/( - oo,oo) ， 且设当 x ^ oo 时成立关系式 
f(x) — 0, … ， /( 卜 1 )⑷ — 0 . 那么当 y — oo 时 \g(y)\ = o(|y|- fc ). 
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分部积分,对于任意的 A > 0,有 


A i-A 

f ^ k ) ( x ) e- ixv dx = f ^ 1 \ x ) e^ ixy 

A 



A 



A 


f ^ h ~ l \ x ){— iy ) e~^ v dx 


-A 


令 A — oo 得 



f^ k) {x)e~ ixy dx ^ iy 



f ^ k - 1 \ x ) e ~ ixv dx . 


于是递推地得 



f^(x)e~ zxy dx = (iy) 


k 



f ( x ) e~^ v dx 


— OO 


根据黎曼引理 


CsO 

jf f ( k \ x ) e - ixy dx ^0, 





定理 2 3 (普朗舍列尔等式）设 f ( x \ 尸⑷，/〃⑷， ^ p ( x ) € L f (- oo , 00 )，且当 z — 
oo 时 f ( x ) 0，/'( x ) — ( X 设 g ( y ) 和 偏 分别是/ ㈤ 和 ^( x ) 的傅里叶变换，那么 
成立等式 

fOO 1 roo 

I f ( x ) y ?( x)dx = — / g { y )^( y ) dy 7 

其中函数0⑼上面的一横代表复共扼运算 - 

► 设乂 > 0是任意的*对积分进行变换 



A 




A 


2 tt 



A 


A 


( J g { y )^ ixv < iy ) 


dx 


2 it 




A 


^(x)e^ ix ^dx }g(y)dy 


A 


27 T 



F ( A 、 y ) dy t 


OO 


其中 


F(A,y) 



A 


tp(x)e ixy dx 


A 


上面积分之交换次序遒根据对于某 c > 0有 


\9{y)\ < c(l + \y\ 2 )-\\F{Ay)\^ 





OO 


从而反常积分 /°° 汍咖㈣办在闭区间 [-A4 上绝对一致 收敛.另外， 根据魏尔斯 

J — OO 

特拉斯判别法，反常积分 F(A,v)dy 在全实数轴上关于 Z —致收敛.因此可以 

J —OO 

在积分号下取极限.于是得到定理中所断定的等式 ■ 

①原文此段中有一些错误，已纠正译 者注. 
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最后, 作为傅里叶积分理说的应用 > 我们证明一^重要的科捷勒尼科夫 ( KoTeji ^ 

hmkob ) 公式 _ 

称函数 /( w 为 倍号， 而它的傅里叶变换为傕号的 m . 发生了这样的 问题， 通过 
信号的谱来恢复信号 t 即通过函数的傅里叶变换来表示函数 I 常常只知道在一个有 
限区间上的谱，即有限谱，而要根据对应于这个谱的信号在某个离散的集上的值来恢 
复这个信号 4 科捷勒尼科夫公式使我们能够做到这件事. 

设下述积分 存在： 


9(y) ^ f(y) = J f ( x ) e ~ txy dx , f & (x ) = 




g ( y ) e ixv dy . 


把定义在 [- a , a ] 上并以 2 a 为周期延拓到全数轴的函数 3 ( g ) 展开成傅里叶级数.有 







iynf 


ni 


其中 

因此得 




g(y)e- i y^dy = 


\ Z 2 tt 

2 a 


h 




K ) 

——oo 


siB(d；r + wr) 

{IX +T17T 

sin ( aa ; — nn ) 


ax — flTT 


n 


如果函数的傅里叶级数当 M < a 时一致收敛，则它可以逐项积分.于是得到 


U {^) 


T,f4~ a 


nir \ sin(ax — nir 


) 




n 


此公式叫作科捷勒尼科夫公式. 
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§13. 拉普拉斯方法和稳态相方法 

拉普拉斯建立了研究租分 

J(n) = f f(x)^p n (x)dx 

J a 

当 n 4 m 时的渐近性状的方法，其中函数 ^>{ x ) 对于一切 Z e K 6] 都取正值. 

其方法之本质如下.设和 ^( x ) 都是光滑函数且仅有一个严格最大 

处取得.那么当 n — oo 时，此积分可以非常精确地用其被积函数在点 
z = c 的某足够小的邻域内的积分来代替.而在此小邻域中可使用函数/ ㈤ 和 咖) 
的泰勒展开式来足够精确地计算出这个积分. 

我们以非传统的形式来叙述拉普拉斯方法 - 

定理 24设 AA 2 , A 3 都 是正的常数， F{x) 是实函数，它在闭区间 [a,b] 上有直 
到 三阶的 连续导 函数， 且对于一切 I e [a y b] 成立不等式 

0<A 2 ^ -F f \x) ^ AX 2 , \F f/, {x)\ K AX 3 . 


还设存在点 c € ( a ，6)， 使得 F f ( c ) = 0. 那么成立公式 



b F{c) 

e F ^dx — V^r - - t - + 尺， 

I M m ^ 、 L W 


f ( c ) 妗 


R 


< Be F < c U ~" A | + e F(c) 


A2 min(c — a , b — c ，<5) 


其中 B 是一个与 4 有关的常 数①. 

► 从定理的条件推出^函数 ， ㈤ 是严格单调减的，从而只有一个零点 I = &令 

5= (入 2 入 3 )_ 1 (并认为 < 1)- 定义丑 1 = [ a ， cj\[c —< S ， c ]， 五 2 = Kb ] n [ c -5 ? c + (5] ? £?3 = 
[ c ,6]\[ c , c + 5]，以及 

I k = f e F ^dx ? fc- 1 , 2 , 3 . 

JE k 

若 _ 0 ， 即 C — 6 > a ， 贝!] 




e F ( c ^ S ) 


①本定理的叙述和证明中不妥之处在翻译时作了修正——译者注 * 
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第十八章傅里叶级載和傅里叶积分 


由于 


|F '( C -叫 



C 


F rr ( x)dx 


c—S 



c 


|F"(x)|da ： > 队 


s 


所以 


\ h \< e ^- S) 


d \ 2 






SX 2 ~ 


同时，当丑 2 / 0 时 , 


|/3| ^ ^ 


5 A 2 


使用函数 F ( a :) 在 { a \ b f ) 上的泰勒展开式（在 c 点展开)，其中 Y = max ( a ， c -5 )，y 
min (6, S ). 对于 f e ( aV ) 有 


b f 


V—C 


^2 


f e F ^dx = f e F ^ y ^dy 

Ja f Ja f -c 


r { c ) 


nr y — eKW+KW 办 

a f —c 



e 


F ⑷ 



e ^^ f ( c ) v^ dy + e F ( c ) 



e 


W ) i ； 


2 


( e * 




l ) dy 


C 


- e F ( c ) 





e ^^ dy - /㈦ 



e 




dy 


厂 2 tt 

" VI ^ i e 


叩） 


+ -Sii 


其中 


iii — e 


F ( c ) 



b x 


e WW ( e w (咖 


9 


)dy 



QO 




2 


dy - 









显然 



5 


| i ? i | ^ e F(c) ^ / e ^ Fffic)y2 BiX^\dy + 2 / dy 

占 J min(c-a^b-CyS) 


^ e 


F ( c ) 


( siA 3 5 4 


+ 


2 
)27 



e 


芦 W 


2 


入 27 


+ BA 


2 


I 


4)， 


其中执是与 Z 有关的常数， 7 = min ( c - a } b - c } 6)^ 
把上面的结果合起来就完成了定理的证明 - 


例求当 A — + oo 时 


r(A + i) 



+oo 


t x e- l dt 


0 


的渐近公式- 



§13. 拉普拉斯方法和壤怒相方法 
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引人如在定理24中给出的被积表达式得 

\ \ 0\ 

F ( t ) ^ Alnt — ( t ) = ^ — 1, F 〃⑴= — — y F /, f ( t ) = 

1 

在点 f A 处函数 F ⑷取最大值.把 r(A + 1) 的积分表示成三个积分的和 



T 


rOO 

r(A + 1) = / +/ +/ + A + 

D J 各 J2X 


2 


由第二中值定理出发估计区间和 (2^+00) 上的积分.得 


/i 



合 




e 


F ⑷ 


^3 ^ 


0 


e 


H ) 


(会) 



A 


Ve 

2 


x 


i ?(2 A ) 


F f (2\)\ 


2(2 入 ) A e 


2X 


2 



X 



X 


在区间 


L 


A 

2 


,2 A 


使用定理 24, 有 


16 入 2 = ^ 




4 A 


〜，广 w f <妄= 16 〜 



2A 


x e~ f dt 


^( i ) 


A 


+ J ? ? 


7 


其中 




A 


. A 舍入 —菁二 B 



A 


j - 


于 是得， 当 A 4 + oo 时 





㈤ (会 ) A ( 1 + °( 叫). 


这就是要求的渐近公式- 

我们看到，定理24的证明基于局部化原理，即基于获得积分在特殊点的邻域内 
的渐近性质.对于三角函数的积分的局部化原理的类似应用叫作稳态 相方法 ( Meixw 

CTailHOH apHOft 中 03bl)_ 

我们以定理的形式引入这个 方法. 应该指出，此定理的证明遵循定理 24 的证明 
的线索. 
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第 + 八章傅里叶级数和傅里叶积分 


定理 25①设為 A 2 , &是正的常数， F ㈤ 是在闭区间 [〜&] 上具有直到三阶的 
连续导函数的实函数，并且对于一切 t e [ a } b ] 成立不等式 

0< A 2 < F f \ x ) ^ AA 2l \ F frf { x )\ K AX 3 . 

还设存在 c € ( a , 6), 使得 F f ( c ) = 0. 那么成立公式 



e tF ^dx = V2tt 


e i (:/4+ F ( c )) 

_ F〃( c )|4 


+ ft-, 


网 ^ ^( A 2 5A I + min(c - a , b - c , < S )) ， 
其中 S 是与 A 有关的常数， 


我们看到> 如果对于一切 z € [ a y b ] 成立不等式 0< A 2 ^ - F r \ x ) < AA 2j 那么从 
定理 25 推出对于函数 G ( x ) = - F ( x ) 的公式 f 即得到对于 积分/ e~ iF(x) dx 的相应 
的公式. a 

► 函数 F f { x ) 仅当 I = c 时等于零，因为根据 F f \ x ) 在闭区间 [ a ， 6 ] 上的正性， 
F f ( x ) 是严格单调增的-令 5 = ( A 2 ；\ 3 )- 去(并认为5 < 1 }. 令五 1 = [ a ， c ]\[ c 〜 J ， c]，£； 2 = 
[ a , &] n [c - 5, c + 凡 E3 = [ c ， fc ]\[ c,c + < S ], 并定义 

h = f e iF{x) dx,k = l 7 2 } 3. 

JE h 


当玢 时，记 C — ■贝 !] 


/ll 



a 






l 


F f ( a f ) 



a' 


F , ( x ) co & F ( x)dx 


I ^ K )! 



a 






^ T 


4 


^(aOI 



C 




c—5 




s\ 2 


同样地 , 


|/3|^ 


4 


5 A 2 


根据泰勒公式，对于某 € e e 2 (^ ^ v)l 


h 


pnnn{o^ 

J maxfa— 


( b ^ CjS ) 


e 


i ㈣ + k " (咖 3 +*广"(咖 3 )办 


(o—Cj 一吝） 


e 





V 


e 


^(^(c)v 2 H^^y 3 )dy, 


-u 


® 与定理 21 — 样，原文对此定理的叙述和证明似有不妥之处，在翻译时已作修正 


译者注 


§13. 拉普拉斯方法和稳态相方法 
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其中 u 「 min(c — a ^ S) y v = min(ft — 于是 


I 2 = e iF < c > 


其中 


于是 


(P 




a 


dy + R^j 



2 宂 (令 + 剛) 


F , f ( c ) 



Rie iF ^\ 


Ri 



V 


e 


w 咖 3 




令，(咖 2 dy 





e i ^ F -( c ) y^ dy + 


V 



u 


e 


i ^ F f 






e^^dy 


U 




oo 




•V 


4 


^ + B 2 X 2 min ( c - a t b ^ c,Sy 

其中 Si 和 S 2 是与 Z 有关的常数.把上面的结果合起来就推出了定理的结论 
例求贝塞尔函数 



J ) c ( x ) = — / co&(x sin tfi — k < p ) d^p 

tt / 0 


当 a : —»■ + oo 时的渐近式. 

考虑积分 

1 疒 TT 

—/ e xF ^ dtp } F {< p ) — kif — arsing * 

Wo 

我们有 F r {^ f ) = k 一 xcos < p t F » = xsin < p } F ^ f (( p ) ^ xcos ^ p - 由条件 ^(^ g ) t > 
来确定点卿得仰 = 咖 cog . 那么 F ff ( ipo ) = 当 x > + l 28 时有 

|<^ o < y . 我们有 




用第二中值定理估计第一个和第三个积分，得 
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其中 S 是一个正的常数& > 2fc). 对于区间 [tt/4,3^/4] 中的点 p 有; r > F 〃 0) = 

p ) 

x^imp^ < i . 因此从定理 25 求得 





e i ( f+F 卜 )) 




+ 


\ R\^B 




f 


B 


x 



7 T 3 ?T 


V 2 


x - mm ( tpo 


4, 4 






^S'a:*"(a:>2jA；l + 128), 



其中丑 ，迚 为正的常数（与 a : > 2 |fcj + 128无关)-那么 

广 

J 专 (ar - 2 — k z )i 


从而 


Jk ( x ) 


V^f 


cob 1 — + fcarc cos — — — fe 2 

4_ x _ 

(^- fc 2 )i 


+ O (j:- 会 ）（x — +oo). 


由此得到 


fTTCOS 


协卜 ( 




最后指出，拉普拉斯方法与稳态相方法的联合在复变函数论中导致鞍点法 
(Meroji nepesajia ). 柯西，黎曼，涅克拉索夫，捷巴伊都对这种方法做过重要的研 
究 I 鞍点法的现代理论可在柯普松，叶沃格拉佛夫，伯列因，杰佛里斯，斯维尔斯等人 
的专著中找到. 

' 在彼特洛维和索洛维耶夫的论文中叙述了问题的历史(关于鞍点法形成的历史， 

数学史研究，1994年35卷). 




第四部分 

多重黎曼积分、曲面积分 



数学分析课程的最后几章涉及到的数学领域，无论对于数学分析还是对于如实 
变函数论，复变函数论,微分几何，泛函分析等专门的课程都具有普遍性. 

课程的这一部分基本上讨论多重黎曼积分，同时也讨论任意维数的空间中的曲 
线积分和曲面积分.依本书作者们来看，曲面上的积分的现代理论靠的是黎曼积分 
的概念，后者必须在分析课程中进行系统的研究.这里要证明经典的格林定理，斯托 
克斯定理以及髙斯-奥斯特洛格拉德斯基定理及其以向量分析公式的形式的标准的 
解释.为了表明所采用的建立曲面积分理论的途径是可行的，对于多维空间中的任 
意维数的逐片光滑的定向曲面,证明了斯托克斯公式.平行地,建立了微分形式的初 
等理论以及多维曲面的面积的理迫. 

一 系列重要的定理在书中是在“模式化”的情境下进行讨 论的， 也就是说，是在 
这样的个别情境之下进行讨论的，此种情境原则上保留了一般情形下的一切最困难 
的方面，但却能使叙述变得简捷.多重积分的变童变换公式，以及关于曲线积分和曲 
面积分的某些公式和定理都是这样来讨论的. 



第十九章多重积分 


第一讲 

§1. 二重黎曼积分作为沿着基的极限 

二重积分是二元函数关于两个变数同时取的积分.这不是定义，我们只是指出 
打算怎样把定积分的概念推广到两个变数的函数的情形. 

为了进行这样的推广，我们回想一维情形时积分的定义，即当函数= / Or ) 是 
定义在闭区间 J = K &] 上的一个变数$的函数时，它在/上的黎曼积分的定义.此 
概念有若干彼此等价的定义，其中之一可叙述如下- 

r b 

定义1有界函教 f ( x ) 的积分/ f ( x)dx 指的是由曲线 y = fix ) 当： c € [ a 7 b ] 

时组成的曲边梯形的面枳的代数和.屋里，展布在横轴之上的曲边梯形部分的面积 
冠以“+>，号计入这个和，而展布在横轴下方的部分则冠以号- 

如果把曲边梯形的概念推广到给定在矩形 P = hxl 2 ^ [« i 5 6 i ] x [ a 2 M ] 上的 
两个变数的函数 z = 9 { x . y ) 的情形，那么就可以得到函数 9( x , y ) 沿矩形 P 的二重 
积分的一个定义.这个积分记以符号 

/ r^x rbit 

g { x , y ) dxdy ^ I I g { x ， y 、 dxdy - 

J ai J 

P 

先假设 g { x , y ) ^ 0 对于一切 ( x , y ) € P 成立. 代替曲边梯形而考虑空间图 
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第十九章多霣积分 


形丑，它包含在曲面2 = 3{ x , y ) 和平面 z = 0 之间 t 对于 e R 换言之 t 图形 
H 由一切这样的点组成，其坐标 : c e h，y G h ， 而第三个坐标2满足条件 

0 ^ z ^ g ( x } y ). 

定义 2 称图形丑为由曲面 z = 产生的曲面柱形， 

如果这个图形是依某种方式（依若尔当意义，依勒贝格意义,或者依其他什么意 
义）可测，则可把它的测度〆丑）作为二重积分的值的初始定义： 

/= JJ g ( x ， y ) d^dy = 
r 

如果//是若尔当测度,则上面给出的二重积分的定义与下面给出的二重黎曼积分的 
定义 等价. 可以就用这样的办法来处理函数 g ( x iy ) 的取值可正可负的一般情形，就 
如同在进一步证明曲面柱形的若尔当可测准则时所作的那样. 

我们转来建立沿矩形 P 的二重黎曼积分的理论.首先定义在一般情形下的柱形 

图形的概念， 

定义3图形 H CR 3 M 作是由给定在 _P 上的曲面 s = g {^ y ) 产生的曲面柱 
形，如果 JI 是由全体这样的点（心仏4组成的，其 (x,y) G P T 而坐标2：介于数0 
和 ff (x 7 y ) 之间， 也就是说，当 g ( x 9 y ) > 0 时 0 ( z S 而当 9(^ y ) < 0 时 

y ) ^0. 

借助于平行于 Oz 轴和内轴的通过 Ox 轴上的分法 A 的分点 cii = xo < 
X! < . ■. < ; &i 和通过 Oy 轴上的分法％的分点 a 2 = yo < yi < - <Vn ^ t >2 

的直线把矩形 P 划分成小矩形 - 

小矩形 Pjt，i c P 的点 ( x , y ) 满足条件 

x G G △j y ) =[糾一 1，切]， 

其中是分法 I ；的第 Ai 个闭区间，而 Aj y ) 是分法％的第 f 个闭 区间. 全体矩 
形 fc = 1，…，讯，^ I …所成的集合叫作矩形戶的分法乃~叫作矩形 

P 的分法 T 的脚标为 （M) 的元素 - 

在每个矩形中取一个坐标为的点矩锻和点所成 
的集合叫作矩形 P 的标码分法,标记为 

显然，每个标码分法 K 都单值地对应于矩形 P 的一个非标码分法它是从 V 
删除“标码”点 (^0 Ki ) 所得的分法.于是了 = T{vy 

我们看到,分法 r 的元素，矩形 JVi 的面积等于 A^fcAj/1 ^ 


m n 


定义 4 代数和 



gl. 二重黎曼积分作为沿着基的极限 
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叫作函数 g { x ， y ) 对应于标准矩形 P 的标码分法V的黎曼积分和. 

我们把矩形八」的对角线的长度 ^ Axl +~ Ayf 叫作它的 直径. 

定义5分法: T 的一切元素巧/的直径的最大值叫作分法(标码分法 F 和非标 
码分法: H 的直径，记作或 At . 

定义 6数 J 叫作有界函数 g { x , y ) 沿矩形 P 的（二重）黎曼积分，如果对于任 
何数^ > 0都存在数6 = 5{ e ) > 0,使得对于矩形 P 的任意的标码分法V,只要 
A v <6 就成立不等式 \ a ( V ) - I \<£. 


这里是函数 9 (^ y ) 对应于标码分法V的积分和，因此，最后的不等式也 
可写成： 

m n 

1 i=l 

在这种情况下，我们说 g {^ y ) 是在矩形 p 上黎曼可积的 ■ 

考虑下述问题： 

1) 确认积分/是沿着某个基的 极限； 

2) 定义迖布上和与达布下和并证明二元函数可积的黎曼准则； 

3J 建立二重积分与一重积分类似的性质. 

从定义集合基5 和灰 开始，把矩形的全伸啡标码分法的集合记作乂 P， 而全体 
标码分法的集合 i 己作取集合 { V \ A v < BP A f p 中那些直径 Av 小于正数5的 
全棘元素的集合作为集杈的终端％. 

由于 a ( V ) 是在斗上定义的，显然，上面给出的二重积分的定义等价于沿着基 
B f 的极限 hm ^ V ) 的定义.要验证此断言，只需形式地把沿着基的定义写出来并将 

其与上而给^的定义进行比较就可以了.下面用符号 Av — 0来表示基 5'. 

类似地定义关于一切非标码分法 Ap 的基 A T — 0. 

于是，二重积分是沿着某个基的 极限. 因此，就可以谈及二重积分的唯一性，可 
以使用在不等式中取极限的定理，等等，由此得到关于二重积分的各种类型的命题， 
如其线性性质，单调性，等等 • 下面将引人这样的一些自然的性质. 

我们指出，矩形 P 的非标码分法了也可以定义成由 Or 轴上的闭区间 [ auh ] 
的非标码分法: a x = a；o < A <…< =扒与 Oj/ 轴上的闭区间[勿,&2]的非 
标码分法％ : yi <--< yn ^^ 构成的有序偶％，％).此分法7 1 由引 

m 屮1条竖直线I = 二0,…， m 以及 n + l 条水平线 = 所得 

到.还要指出，若在标码分法V中弃去由点 e iV 组成的标码，则显然产 
生一个非标码分法,它以符号: r = T ( V ) 标记* 

定义7对应于同一个非标码分法％的标码分法的全体所成的集合记作 
A ^ iTo ), 即满足 T ( V ) =几的 V之全体，叫作乃的标码集，其元素叫作 Tb 的 
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标码 


§2. 达布和及其性质 

现在转向构建沿矩形的二重黎曼积分的达布理论. 

对于矩形 P 的某个未标码分法用 My 和 my 表示量 


M fc 厂 sup g{x,y), ^ inf g(^ 7 y) 


把 


S(T)^^J^M k jAx k A yi 

k=l 1=1 


叫作函数 g(x,y) 对应于分法: T 的达布上和，而 


n 


(T) = m^iAxk^pi 


h=l (=1 


叫作函数 S ( u /) 对应于分法 7 1 的达布下和-把 


Tt 


^( T )- S(T)- s ( T ) = YU ㈣ △以么识 

fc=l i=l 


叫作函数 g{x,y) 对应于分法7 1 的心和（欧米伽和)，其中叫，；= my . 

定义8把数 I* = hd S{T) 叫作函数 g(x t y) 沿矩形尸的达布上积 
/ + = sup s{T) 叫作函教 g(x, y) 沿短形 P 的达布下积分 - 

T^Ap 

往下用得着达布和的下述性质. 

引理1对于任意的标码分法 V e 有 

s{T(V)) ^ <7(V) < S(T(V)), 

引理2因定某分法 T 0 G 下述关系式成立： 


s(To) 




⑶ ㈣ 咖)廟 


sup ^(V) 

VeAUTo) 


引理3对于任意的非标码分 法乃和 r 2 

5 ( X1 ) < S{T 2 )^ 

引理 4 对于矩形 P 上的有界函数， 达布上权分 I* 和下积分 J * 都存在，且对 
于任意的分法 TeAp 成立不等式 

s(T) < < r < S(T). 





S 3. 矩形上的®数可积的黎曼准则 
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引理 5标码分法 V属于终端％ e B' 当且仅当： TOO ek 

这些引理的证明都与一维情况下相应的命题类似，没有什么 困难. 只说一说引理 

3,因为那里涉及两个不同的分法.这时，与一维情形一样我们引入分法加细的概念. 

■ 

定义9非标码分法 A 叫作分法: T\ 的加细，如果分法 r 2 是从分法2\在 Oj : 
轴和 Op 轴上添加有限个新的分点而得到的.也说 r 2 跟随着7\,记作 d 或 

Ti c r 2 - 

特别地，任何非标码分法都是自己的加细. 还有， 很明显， 当分法 T 加细时，达 
布下和 s ( T ) 不减小而达布上和 S { T ) 不增加.因此,为证引理3,只需把分法和 
t 2 合起来作成它们共同的加细 r 3 . 那么得 

s ( Tt ) < s ( T z ) ^ S ( T Z ) ^ S ( T ^). 

由此得 < S ( T 2 ), 就证明了引理 3 的 断言. 

还要指出，引理4的结论本质上从引理3推出.实际上，如果作成由一切值 s ( T ) 
组成的集合 Mi 和由一切值 S ( T ) 组成的集合 M 2 , 那么引理3的结论表明任何一个 
元素 a € M 2 都是集合恥的上界，从而集合恥的最小上界 t 即不超过此元素 
a . 因此上是集合 M 2 的下界■但依其定义为祕的下确界，所以 A < 结果 
对于任意的分法 T e A P ， 

s(T) 5(r). 

引理 4 被证实. 

引理 6对于任意的分法: T 有卬: T )》/* -厶. 

实际上,从引理4得到 

n ( r ) = s ( T ) - s ( t ) > r - 


第二讲 

§3. 矩彤上的函数可积的黎曼准则 

定理1 (矩形上的函数可积的黎曼准则）为使有界函数 S(u/) 象卜 
[ a 2 , 上可积，必要且充分的是下述等价的条件中的一个成立： 

l) A lim o fi(T} = 0; 
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2) r = /*； 

3) inf il(T) ^ 0. 

► 先证明函数可积与条件 1) 等价. 

必要教设 ^^( V ) - 这表明，对于任意的 q > 0 5 找得到 A = < Si ( £ ) > 0 } 

使得对于任意标 V, 只要 Av <屹就有 W(V) — /| < o ，即 

I 一 6i 〈 0"(1^) < / + £i- (*) 


考虑任意的非标码分法 T 使 A r < A 者.对此分法有 


棒上， ⑺綱 


sup <t{V) 

V^A P (T) 


那么从不等式 （*) 推出 


J 一 £i < s(T) ^ / + £l, / — Si € S(T) ^ I + 6±. 

因此，值 s ( r ) 和 s(T) 位于同一个长度为的闭 E 间 + 中. 于是 




£ 


如果取 ei = - t 5( £ ) = 5 i (^ i ), 那么就得到，对于任意的分法 T ， 只要 A r < J 就 

-这就明了細 n { T ) = 


有 ft(T)< e 


0. 必要性证毕. 


充分性 


先验证 /* 


要证从条件 lim «( T ) = 

△ ji ― ^0 

= /*. 从引理6知，对于任意的分法 TeAr ^ 


0推出极限 lim <^( V ) 存在 

Av"—►O 


o ^ r - /* < n ( T ). 

从而当 A r — o 时 一 A — o s 但 r - 忍是常数，所以必是零，即厶 = p 剩 
下的是证明当 Av — 0时 ^( V ) — ^ 任意取一^个正数 ei * 由 lim fi ( r ) 二 G 知，存 

在数和 = ^( ei ) > o ? 使得只要分法 r 满足< A ， 就成立不等式叫乃< a ■于 
是对这样的分法 r 的任何标码分法 v 成立 


s(T{V)) ^ ^(V) ^ S(T{V)ls(T{V)) ^1^1 = r 4 SiTiV)), 

S(T{V)) - b(T(V)) = il(T) < £1. 

所以, a ⑺和 J 这两个数都属于闭区间 [a(T(V)),S(T(V))l 而此区间之长度小于 Q- 
因此 t \a{V) - /| < 所以 lim a{V) ^ /, 充分性 证毕. 

hv —0 

于是定理的条件 i 与函数的黎曼可积等价- 
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现证明条件1,2,3彼此等价，为此我们来验证下面的命题链 


a } 我们要证，若 A lim o fi { r ) 


1) 气 2 )芑 3 )气 1)- 

a) b) c) 

•* 

二0则 A = 而此事在证明条件1的充分性时已 


经证实. 


b ) 先证 


miU(T) = I* -h. 


从引理6推出，数尸-人是 { n ( T )} 的 下界. 我们来证它是下确界，为此，任取 e > 0 
根据达布和的定义，存在分法和: T 2 使 

S(T l )<r + ^ S {T 2 )>h-^ 

取分法5 = 得 


s ( t 3 ) < 卿） < r + - ? 

s { n )> s ( T 2 )> i .-^ 

由此得 Q { T 3 ) </*- 从而 I * - /, = 于是从条件2得 

mfn ( T ) = 0. 

证得条件 2) 蕴含条件 3). 

c ) 要证若 igf 叫了) = 0,则 lrm ^{ T ) = 0. 

对于任意的£>0,存在分法 Ti 使得叫 D < | .分法乃对应于关于轴 Oz 和 
Oy 的分法的有序偶 ( Ti ^. Tx (!/)). 用0代表分法 T ^ TM 的分点 总数' 

由于 g ( x ， y ) 在 P 上有界^所以存在 A / > 0,使得对于切 〔^， y ) E P 有 

|^( a ：^)| < M . 用 d 表示矩形尸的大进的长度.令 J = 4 gdM . 

任取满足条件 A T <5 的分法 T = ( T ( x ), r ( y )). 那么对于分法 r 2 二 T 1 U 2\，因 


为它是 T \ 的 加细， 所以有 


响 k fi(n) < 蓋 - 


我们来对 n { T ) 做上方估计.我们有 

n(T) = n(T 2 )+a(T,T 1 ), 

® 如果用 A 代表7\分成的矩形总则下面的论述可简化许多——译 者注. 
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这里 a { T , Tj )> Q } 因为 T 2 dT 蕴含 n { T 2 ) < 此外 

r 

a{T,Ti) = - 

( fc ， f ) 

其中记号 ytl 表示仅对于分法 r 的矩形经分法乃被分成了带的标号 

㈣ 

的小矩形的那些指标 ( kj ) 进行求和 4 换言之，求和的指标 ( kj ) 满足这样的条 件:在 
或 Af v ) 内至少有分法 ri (^) 或分法 Ti ( j /) 的一个分点， 

只要估计量 a ( T , TO . 我们认为记号 h 表示求和是关于具有如下性质的 

W « 

{kj) 进行 的：在 At 的内部含有分法 Ti(x) 的至少一个点，而 Z 取遍一切以分法 T 
确定的值.类似地定义记号 n , 进行估计时用到下述不等式： 

fc ⑴ 


uj^i < 2 M , Axfe < 5 , Ayi < 5, ^ 厶叫 < < d . 


于是 


o^(T y Ti) ^ gjfejAgrfeA^ ^ EE wfc ?f A^A^ + y ^ y ^ 

( fc ) i ( k ) l fc ( J ) 

^2Ms(y, + Y, fe △办 

\( k ) \ l / ( l ) \ h 

^2 MSd Ei+E 

V <*) ( i ) 

结果 

^( T )= n { T 2 ) + a ( T , TO < I + I - 

结论 c ) 证毕. 

定理 1 完全获证 . 4 


) < 2M6dg < I. 



§4. 矩形上的函数可积的特殊准则 

设 K 是矩形 P 的对应于闭区间的 n 等分以及闭区间 [ a 2 M ) 的 n 等 
分的分法,那么分法: T n 由 n 2 个彼此相等的 n 2 个矩形组成.对应于分法的达布 
上、下和分别记作&和〜，0；和记作 fV 
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定理 2矩形丑上的有界函數可积的准则是 


lim fi n = 0, 、 

n — ►oo 

► 条件的必要性从上节的定理1得到，因为 lim Q ( T ) =0蕴含着 lim 〜= 0. 

充分性.对于任意的分法 r A ^° 

1 

s(T)^I^r ^S{T), 


所以 


s n Kh < r < 5 n . 


由此得到 





厶 >0. 


然而 ^lim ^ = 0,所以 I -= L 根据 §3 定理 1 的条件 2)， 由此得知所考虑的 
函数可积 - 4 

下述定理是上节定理1的补充和细化 - 


定理 3有界函教在矩形上可积的必要且充分的条件是下述等价条件之一成立: 

4) lim Cl n — 0； 

n—^oo 

5) inf fin = 0. ' 

n 

► 根据定理 1 和定理 2, 成立如下蕴含关系链： 

5) 3) = M ) 4) 5), ， 

本节的结论对于计算是有意义的_从本节的结论知+只要考虑一个分法序列 
{T n } 就 够了. 

根据定理3,对于相应于未标码分法几的任意的标码分法 V ； t 有 nm^a(V n ) - 

/，且用 a(V n ) 代替 J 的误差不超过即 HV n ) 

其实，成立更一般的结论：对于任意的标码分法 v 以及 : r = r ( vo , 有 


实际上，成立不等式 

b {T{V)) ^ ( J(VK S{T{V)ls{T{V)) S{T(V)). 

这表明在闭区间 HTiV)), S(T(V))] 含有两个数 《7( V ) 和尺 而区间之长度为 S(T{V)) 
一 s(T(V)) - ^l(T(V)y 所以 

HV) -I\< U(T{V)), 


这就是上面所断言的不等式. 
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第三讲 


§5. 曲面柱形的若尔当可测性 

回想一下与三维图形的若尔当可测性概念相关的定义. 

定义10图形 P 叫作是最简单的，如果它是有限个标准平行六面体的并.各边 
分别与各坐标平面平行的平行六面体叫作标准平行六面体， 


mn - n 3 代表空间 k 3 中全体最简单图形所成的集合. 

显然，简单图形的若尔当测度（或体积）乃是此图形分解成的那些开的互不相交 
的标准平行六面体的体积之和. 

定义11 一切包含有界图形 F 的简单图形的体积的下确界叫作 F 的若尔当上 
測度，记作 /( F )， 即 


M •⑻= 


ini 

P^U.FCP 




类似地，称 


/!*(?)= SUp fl(P) 

P€n f F3P 


叫作图形尸的若尔当下测度 

如果 ^( F ) = ^{ F ) y 则图形 F 叫作是若尔当可测的，且其若尔当测度（体积) 
等于 = = 

我们指出1平面的任意有界的部分的体积总是零. 

回忆一下图形 F 若尔当可测准则.用抓代表图形 F 的边界，即 R 3 中那些既 
不是 F 的内点又不是 F 的外点的点的集合. 


定理4有界图形 F 若尔当可測的充分必要条件是它的边界的若尔当測度 
/ i (0( F )) 等于零. 


我们不叙述此准则之证明，因为它与二维情形时的准则的证明没什么不同.我 
们仅指出量 fi { F ) 的四个性质- 

1°若 F 和 G 皆可测，则 FUG 与 FHG 也可测. 

2°若 F 与 G 不相交，则 / i(F UG ) = m ( F ) + MG )( 加性） 

3。 若 F C G ， 则 n ( F ) ^ (单调性). 

4 G 图形 F 的平移和旋转不改变此图形的刻度值 (不变性 
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定理 5矩形 P 上的有界函数 gix . y ) 可积的充分必要条件是由曲 面 z = g ( x t y ) 
产生的曲齑柱形 F 是若尔当可測的. 

► 必要性 设函数 W 在 P 上可积.要证图形 F 可测.此图形的边界由六个曲 
面 组成： 


HiUHsUHaUffdUHsU JT 6 > 

其中 H u - , H S 是图形 F 的边界中与坐标平面平行的平面的一部分，而 il 6 是曲面 

{(A y , z ) e K 3 : ( x , y ) e P,z = g ( x , y )}. 

我们看到 ^( d ^)= … == 0, 因为平面的任何有限部分的体积都是零. 
从函数 g ( x y y ) 黎曼可积的准则知， mffi ( T ) - 0. 因此对于任意的^ > 0 5 存在 

分法 r , 使得不等式 n { T ) < E 成立，对 | 这个分法 r ， 我们考虑简单图形巩它是 
相应于 矩形/ 5 的分法: T 的闭的平行六面体的并集 Pfcj = {( x , y , z ) : ( x , y ) e 

^ M hi i } [ 我们记得， = inf g ( x , y ), M hjt = sup g ( x , y ) }. 

\ ( w ) ePfc " {^ y }^ Pk r i / 

那么，图形 D 显然包含 H 6 . 还有 fx { D )^ Q ( T ) < s . 于是得到 < e ■根 
据 e > 0 的任意性，这就表明由此推出 fi { d ( F )) = 0- 于是根据可测准则， 
图形 F 若尔当可测.必要性证完- 

充分性 设图形 F 可测，由可测准则得= 0. 这表明，对于任意的£ > 0, 
存在图形 Dell 使得丑 6 C I ?且 fi ( D ) < e , 图形 Z > 是某些闭的标准平行六面体 A * 
的并集， r = 1 ，…， L 

可以认 为， 图形 D 在平面 ^-0 上的投影与 P 重合. 如果不是送样，则可代替 

D 而联它与无穷柱体 {{ x } y , z )\{ x 7 y ) e P } 的交， 

全体长方体仄 ， r = 1，…，在平面^ = 0上的投影给出了矩形 P 中的一组矩 
形 { Q r \ r = l 7 - 这里是在平面 z = 0 上的投影- 

把每个矩形的边延长到与矩形 P 的边相交为止，这样就得到矩形尸的一个 

分法, 分成的小矩形记作 Pk t i . 

对于每点 e J \ i 有 

I 

“） € D , ( x , y , M kr i ) e D , 

其中 m *； f = inf g { x , y ), M^ r i = sup 咖，*/).此断言之成立是因为母 C ZX 

' ( x 7 p )^: Pk f l 

用队， i 代表下述条件决定的长方体： 

( x , y ) e Pk ，“ rn kf i < ^ < M kj i . 

设乃0是全体这样的长方体的并集-那么， A ) C 且 M ( J ? o ) < 火 D ) < £■ 由此得 
ti(Do) - n{T) < s. 结果 n{T) = 0. 从而怎， S /) 在尸上可积 . < 
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§0 + 沿有界的若尔当可测区域的二重黎曼积分的概念 

为了进一步的研究我们还需要引人沿着一个集合基的极限的概念， 

考虑定义在有界的约定可测的区域上的函数 g(x lV y 

定义12称满足下述条件的若尔当可測集 D l7 , Dt 的有限组 r 为区域 P 的 
一个分法： 

1) DiU- UD t = D; 

2) 对于一切 当 m/n 时 n { D m n£) n ) = 0- 

一 切分法 t 的集合用记号 dp 代表. 

定义13称 sup p { a , b ) 为集合 D 的直径，记作 d { D ), 其中 p { a , b ) 代表点 a 和 
&之间的距离. 

称 A T = max 为区域 £) 的分法 r = {Unjn = 1， ■ ■. ， f } 的 直径- 

i ^ n^t 

设 a s e 1 < s 称 { ai , … f a *} 为分法 r 的一个标码.分法 t 连同一个标 
码合起来叫作标码分法. 

全体标码分法所成的集合记作 

定义14设标码分法0由非标码分法 t = { D n \n = 1, …， t } 及标码 { a n 二 
( x n ^ y n ) G D n \n — l f - ■ ,^}组成.称 

t 

灿）= 2 At ) 

n=l 

为标码分法$的积分和. 

定义15 设有軚 I 满足 条件： 对于任意巧 e >0 存在数6 = 5( e ) > 0,使得只要 
标码分法尽的直径（即0对应的非标码分法 r 的直径)< 5,就有 \ a ( p ) - /] < e , 
则称/为函数沿区域 Z ) 的二重黎曼积分. 

沿 E 域 D 的二重积分可以看作是沿着基的极限.用记号 Ap — 0来代表这个 
基; 它由终端％ C 组成芯由条件 、 

{(3 & A f D \A^ < 6} 

t 

确定.显然，函数 (7(/3) - ^2 g ( aMD n ) 定义在集合上,而它沿着基 Ap — 0的 
极限就是沿着区域的 Si 积分. 

设 m n = inf g ( a ), M n = sup ^( a),^ n = M n - m n . 那么我们就用下面的两个 

a € D n 

式子： 

t t 

S(t) = ^ 二 JVfn/i(Z? n ), 名 (T) = ^ 二 TBn/x(Z?n) 
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来分别定义达布上和与达布下和，并用表达式 Q ( T ) 二 J ^^ n ( D n } 来定义和. 

我们还要绐出有界函数 g ( x y y ) 沿有界的约定可测^域 P 的多重积分的一个 
定义 ■ 

设对于某矩形 P 有 D C R 补充定义函数 g { x , y ) 到整个矩形上，令 

_ y)= U 若⑷•尸\从 

定义 16若函数 g 0 ( x } y ) 在矩形 P 上黎曼可积，则如 ( AJ /) 在 P 上的二重积分 
J 叫作函数 g ( x , y ) 在集合 D 上的二重黎曼积分，即定义 

JJ g { x , y)dxdy = J = Jj g ^{ x } y ) dxdy . 

D P 

n 

乍看起来，可能觉得积分 J 的概念与积分 J 的概念相 比较， 扩大了可积函数类. 
但实际上并不如此. 

定理 6二重积分/存在的必要且充分的条件是积分 J 存在，且此杖/ = J - 

► 我们 指出， 可以把达布理论和可积准则搬到定义 I 5 规定的二重积分的情形 - 

1. 设沿矩形 P 的积分 J 存在. 那么根据可积准则 ( mfO ( T )=0), 对于任 

何 e > 0都找得到 P 的分法了，使得 U ( T ) < e , 此处7 1 由矩形汽 1; 组成■取 
Dk'i ^ DDPk ^ 那么得到集合 D 的分法 r . 函数 g ( x , y ) 在集合上的振幅不超 
过它在上’的振幅.因此 ^( r ) < Q { T )< e . 所以，根据可积准则，积分/存在 • 

类似地可以得到不等式 S { r ) ^ S ( T ) y 所以€ S ( T),r = 

从对于达布下和的类似的不等式推出> ^( T)J = 丄 从这些不等式推 

出 J = J . 必要性证毕 ■ 

2, 设存在沿有界可测集 D 的积分要证的是存在函数 goi ^ y ) 沿矩形 P 的积 
^ J } PDD . 由可积准则推出，存在分法 T = {仏，…，认}使得 fi ( r ) < 对于每个 
r e {1， ■ ■ ,， t } t 集合 A * 可测，因此- 0( 这里 p 是平面上的若尔当测度^ 

译者注).因此存在由矩形 PlM 组成的最简单的图形 F , 使得 F 〕& 并且 

T=il 

全部这些 JVi 的面积之和 小于& 

把 F 的边界的直线段延长到与矩形 P 的边相交 为止. 这样就得到 P 的一个分 
法 T . 把和 n { T ) 分成两部分,一部分由组成 F 的那些矩形的被加项作成，记为 

叫另一部分则为叫那么 


c^i < ft{r) < 

^ ^ 2M^(.F) < 2Me. 
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因此 


fi(!T) =u ； i+u)2 < (2M 十 l)e. 

由此，根据函数沿矩形可积的准则，积分 J 存在. 

类似地对于达布上和进行讨论，得不等式 

S ( T ) - 2 Me ^ S ( t ). 

因此 J S 1 + 2 Me . 根据正数 e 之选取的任意性，由此得到 JKL 由对于达布下和 
‘的估计得到反向的不等式 J J .于是 J L ， 

从黎曼积分定义的等价性看到，在建立理论时可以仅限于考虑正方形 / T 〕 Z ) 以 
及将 Kn ^ 等分的分法的情形.此时，可积函数类与其他各种定义方式所得完 全一樣 
但是这样构建理论时也有一个不方便的地方，那就是两正方形的交不必还是正方形. 
所以我们还是限于考虑矩形的情形. 


第四讲 


§7. 二霣积分的基本性质 

我们来考察二重积分的性质，而在与单重积分的性质出现本质的不同时予以证 
明. 

设 D ， D U D 2 ，… 是若尔当可测集，并且函数 9 { x , y ) y 9 i (^ y ), 92 ( x iy ) 在所考虑 
的集合上黎曼可积.那么下述性质成立. 

1。成立等式(线性性质） 

a) ff(gi(x,y) + g 2 (x } y))dxdy = fjgi{x,y)dxdy + jjg 2 (x y y)dxdy; 

D D D 

b) jOT y)<^dy = cff g(x,y)dxdy Vc 6 R. 

D D 

2 & 设函数讥和 52 都在 D 上可积，则 gi g 2 也在 D 上可积. 

3。设在 D 上成立不 等式仍 此时： 

a) JS 9i{^v)dxdy S J0fp 2 (ir，y)rfxdy (单调性). 

D D 

b) 设 \g(x,y)\ 也在 I? 上可积.則 

JJ g(x,y)dxdy < JJ \g{x,y)\dxdy. 

D D 


. 二遒积分的基本性质 


441 


) 设 f { x z y ) ^ O t m = inig ( x , y),M = sup 分 ( x ， y ). 那么存在数 c，m < c < M ， 使 

D D 



y )9 i ^ y)^V 


JJ f(x,y)dxdy 


(中值定理). 


D 


4° Jfjf Idxdy = fi(D). 

这# 结论从若尔当测度的定义与二重积分的定义的等价性推出. 

5 ° 若= 0,则 ffg{x,y)dxdy = 0 对于任意的在 P 上有界的函数 g{x,y) ^ 

D 


成立. 


由于函数 g(x } y) 在集合 i? 上 有界， 所有存在数 M > 0 t 使得对于一切 


{x,y) e D, 成立不等式^ 从性质 3 。， 1 。 和 4° 得到 



g(x,y)dxdy\ < 



^ M jj dxdy 二 Mft{D) 




0- < 


D 


D 


6° 设区域巩和认无公共内点，那么 



g{x,y)dxdy + 



g(x t y)dxdy 


II 


g(x,y)dxdy 


D % 


Da 


DiljD 


3 


(积分作为积分区域的泛函的可加性). 


设标准矩形 P 包含那么根据定义 



g(x 9 y)dxdy 



g 1 {x,y)dxdy. 



g(x y y)dxdy = jj 32 (^, y)dxdy, 


Di 


d 2 


其中 


gii ^ y ) 


咖: y)， 若 (x,j/) e A， 


0, 




S 2( 工， y ) 


咖 y)， 若 (a y ) ^ d 2 


0 , 


若 ( x ，： y ) eP \ D ! 


由此，根据积分的线性性质得 


JJ g{x, y)dxdy + JJ g 、 x ， y、dxdy 


Di 





g 1 (x,y)dxdy + 



g 2 (x,y)dxdy 



(9i{^y) + y))dxdy 


// 


g(x,y)dxdy. 
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§8. 二重积分转化为累次积分 


我们建立一个关于二重积分与累次积分相等的定理. ■ 

定理7设函数 g ( x , y ) 在矩形 P = hxl 2 上 可积山 ==[叱，6 2 [还 
设对于每个值 z e Ji , 函教 f { y ) — U ( y ) = g (^ f y ) 作为一个变元汉的函数在闭区间 
h 上关于 P 可积，且 h { x ) = f ( y ) dy . 那么成立公式 




即二重积分等于累次积分. 



(>， v)dv 


dx 、 


► 对于矩形尸的任意的分法 T = 1> = { P^lfc = - 1，" ， n }， 成 

立不等式胸 〆 s g (^, y ) ^地，卜其中 (^^ y ) £巧山且 mfc ， f 和 M kii 依通常的方式定 

义 ， k = 1，…，= 1，…，打， 

对于固定的 x = 可以关于 y 从识- ； l 到 m 遍积分此不等式得 


疒 ia 

m kj iAyi < / 9{^k>y)dy ^ M k ， iA 识 - 

Jyi^i 

对此不等式关于 i 求和得 





f >2 


I v 

g {^ k , y)dy = h (^ k ) < 




遍乘此式以 Ax k 然后对 fc 求和，得 

m n m 

s(T) ^ < [/&(Ot)A;Cfc = £t(V^(x)) 

fc=l l—l h-l 

m n 

k=l l—l 


其中 V ( x ) — {xo = ai < < - ■ < x m ― …是闭区间 Jl 的标码分法 ■ 

此外 /( r ) 5( T )- 

分法 r = { T { x ), T ( y )) 是沿 Ox 轴的分法 T ( x ) 和沿 Ojr 轴的分法 T { y ) 的有 
序偶. 

由于函数 g { x , y)tEP 上可积，所以对于任意的 e > 0,存在5 = 5 ㈤ > 0,使得 
只要分法 T 满足 A T < 5,就有 S ( T )~ s ( T ) < e . 





S 9. 可测集上的连缟函数的珂积性 
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此时 \ a ( V { x )) S ( T )-3( T )< e , 此式 对于忍 的一切满足 A V(t) < 6的标 

码分法都成立，所以成立等式 


A ^^ o a(V] 



bi 


h ( x)dx 


沿任意的可测集 p 积分的情况与上面所考察的情况没有多大差别.设矩形 p 
包含那么根据定义有 


A 



咖， y)dxdy 



go ( x t y ) dxdy . 


D 


P 


其中卯在集合乃上与函数 # 重合，面在I ?之外如= 0- 

用 B { x ) 代表使 ( x ， y ) e D 的点 y 的集合，设 E { x ) 由有限个闭区间[^(^), 

㈤]，， ■ ■ ，[糾(工)，咖(工)]组成①- 那么若 k ( z ) ; f 如％，贝 !l 


A = 



b 


h ( x ) dx } 


其中 


因此，成立公式 


h ( x ) 



b 2 


t 


g 0 ( w , y)dy 







g ( x , y ) dy ^ 


A 


f ^ 广八 x } 

dx I g ( x i y ) dy y 

•1 J W ⑻ 



它推广了定理 7 的结论 ®. 


§9. 可测集上的连续函数的可积性 

下述断言成立. 

定理 S 设函数 g ( x , y ) 在矩形尸上连续 ，则 g ( x ， y ) 私 P 上可积 • 

►矩形 P 是紧致的.因此，函数 g ( x , y ) 上一致连续.换言之，对于任意 
的^ > 0,存在数心=么⑷ > 0使得对于任意的满足条件 At < 4的分法: T 有 

uJk 7 i — — < Si. 因此， 

m n 机 n 

fi{r) ^ n SS" (巧, £ ) = ¥( p )， 

fc=l 1=1 fc=l 1=1 


① 这里还应该指出，作为假设， t 是与$无关的正整数——译者注. 

② 此结论可由定理7的结论推出，它们等价一-译者注. 
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任取 e > 0且令 q = e /^( P ). 那么对于任意的满足条件 At <心 


£ 


⑽得到咖“■这表日月耙 。收) 




0,即函数 sky ) 在 P 上可^ (P) 


的分 


定理9设函数 0 ( 41 /) 在有界的可測集 D 上有界且连续.那么 g ( x >y ) 在乃上 
可相. 

我们来证明一个更一般的定理，它蕴含定理 9®. 


定理 10 设函数 g { x , y ) 在有界的闭的可测集 jD 上有界且在集合乃的除去一 
个测度为零的子集 Di 5 //( Z ) i ) =0,外的每点处都连续.那么 g ( x ， y ) 在 D 上可积 ®. 

► 任意固定 e > 0. 由于集合 P 可测，所以存在闭的简单图形 F C 认使 
得 ; i(D \ F ) < e . 同时存在开的简单图形 B => 使 MFi ) < ^于是简单图形 
F 2 = F \ Fj 是闭的且 (1{0 \ F 2 ) < 2 e . 

函数 g ( x , y ) 在紧集丹上连续，所 以在朽 上一致 连续' 因此存在 A 的直径 
充分小的分法 r ， 使 s 的相应于此分法的 w 和 n { T ) < e . 

对这个分法 T 添加图形 D 0 = D \ F 2 使之成为 £> 的分法 r . 那么在和 fi(T) 中 
仅比 O ( T ) 加人了一项 （ Af D - m 0 ) a ( A ))， 其中 m 0 = mfg ( x , y) } Mo ^ sup〆 ^/) ■因 

D 0 

此 


«(r) <e + ( Mq — mQ )2 e = e{2Mo — 2mo + 1). 


由此推出对于集合 U 的分法 r 取下确界有 mfn ( r ) 
上可积 . 4 " 




0. 这表明函数 g { x , y ) D 


第五讲 


§10. 多重积分 


前面，二重积分被定义为沿着基 Ak — 0( 或在集合乃上沿着基 A /3 4 0) 的极 
限，其中 V 和/?分别是 矩形尸 和集合 P 的标码分法. 

这个定义可以逐字逐句地搬到多变数的函数的情形.譬如说，在积分/的定义 


中，把函数 g { x , y ) 改换成函数 〆 幻= gOi , … ^ n)yn > 2,而把区域 Z )， 认 ，…， A 
认为是 n 维的，那么，由于若尔当可测性早已对于任意的 n > 1作过定义，于是沿着 


© 其实,定理9与定理10等价——译者注+ 

© 定理10和定理9的条件, D 的有界性均是译者添加的——译者注、 

® 原文此处为 “ 从定理1推出 它在巧 上可积”，实乃欲证之事——译者注. 
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IET 中的有界的若尔当可测集 D C 的 n 重积分的定义就作成了.对于这个积分 

我们引用下面的 记号： 




J' J 、 x n )dx\-- dx n 


D 



我们不再对于一般情形引人细节，而只对 n = 2和 n = 3的情形进行讨论,此时 
积分/常被 写成： 



J = JfJ 

D 


对于 n = 2 的情形所证明的全部事实，可搬到 n > 2的一般情形面在证明中不 
必作任何原则的改变.我们指出，函数可积的各种形式的准则 t 以及二重积分的性质 
1。一7。都是如此. 

我们引述一个把 n 重积分转化为 n - 1重积分的定理.我们限于 n = 3的情形. 


定理11 a ) 设函数 g { x ， y ， z ) 在矩形 P ^ h x x 1 3 上有三重积分 A 还设在 

矩形 Q = I 2 x Is 上有二重叙分 h ( x ) = ff gix . y ^ z ) dydz . 那么函數 h ( x ) 在闭区间 /i 

Q 


上可积且成立等式 




b ) 设 c F = A x h x J 3 . 设对于固定的 xeh 记号 D(x) 代表集合 {(y,z)e 
I 2 x J 3 i(n 2 ) £ 乃}(即 D{x) 是集合 D 与第一坐标固定为 x 的点所成的平面的交 
集 ) ，并设乃 ㈤ 是二雉的若尔当可测的区域 . 还设对于每个 ze/i , 私分 

h(x)^ JJ g{x,y, z)dydz 

u ⑷ 


存在，那么 


A = 



对于固定的％施用类似的定理于二重积分得 


h ( x ) ^ / dp j g { x y y , z ) dz , 

Ja 2 JD ( x ^ y ) 

其中集合 D ^ X } V ) 是集合 D 与直线 { ( x , y , z ) € IR 3 卜 e R } 的交（此处须假定 D ( Xi y ) 
是若尔当可测的，此事并非必然成立，译者注) ■ 

例1求积分 

J j * ■ ^ / /( 以） … 咖 1… 

D 
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其中 D 的定义是 


D = {( 〜 … ,x n )\0 <xi < 


» 4 I 


<! X n ■< 1} 


用仏代表对应于数1，的排列 a 的区域 


D 


{( 怎 11 *^ n }|0 ^ < ’ ■ - < 3 ^( 打） < !■}■ 


对于不同的排列7和 T ， 区域凡和 D t 不相交.还有，同一函数/(^)… /(&) 对 


应于积分区域的积分/⑷都等于 J . n 个数的排列的总数为 n !. 因此 


n\I 






f ( x ±) - ^ f ( x n )dxi ^ 


f f ( x ) dx^j . 


于是我们把 n 重积分的计算归结为一重积分的计算，并得到公式 


n ! U 


/(x)cir 


例2我们来证明下述狄利克雷-刘维尔公式.设 f ( x ) 在闭区间[0, 1] 上连续并 
设 S 是 n 维空间中的单形 


{( 工 1 ， 


4 ■警 


y x n ) G R"|xi > 0, ^> 0, 工 1 十…十 s 1}, 


那么对于 pi > 0, ■..， p „ > 0 有 


J 




rPn) = / … / /(^l + a：n W 1 - - 1 


* * 4 


dx n 


rbx )- 

r(/?i + 


rav 

. r ⑹' f 1 

"+ Pn) Jo 


设 A = A + … + 在积分 J 中配置积分限.那么关于最后两个变量 x n _! 


和〜的积分可写成 


H 


L 


-X 


dx 


n—l 



1— X — x n 


/(A 十； 


在里面的积分中作变量变 换;^ 


那么 


怎 n 


V 2 


dv 


从而 


ff 



一 A 


dx 


f ( X + 


改变积分次序得 


H 


广 1 i^(l —A)v 

I dv 

0 Jo 


X + 


1 \ Pt^-i+P 


1 (1 - V^-^^^dXn-! 



再作一个变换 ； c n -l = uf . 得 
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H 




厂 1 x 

/ (1 一 I + 

Jo Jo 

/ *1 — A 

B^Pn-l.Pn) I / + 


由此得到下面的递推公式: 


JniP 


>Pir) ^ B(Pn-l,Pn)J n -l(pi, ' - ， Pn-2 ， Pn-l + Pn) 


从而推出 




B{p n ^,p n )B(p n ^Pn-l +Pn) - B{p li p 2 + ' - ^Pn)Jl(pi + ■ ^ 十 Pn) 


r ⑹… r ( p n ) 

r(pi + * .■- hPn ) 


-/ f { u ) u pl 

Jo 


士…仰广 W 


这就证得狄利克雷-刘维尔公式. 

特别地，由关系式4 +…+ 4 s a 2 给出的 n 维球的体积的表达式是这个公式 
的一个推论.根据球关于超平面 a = 0的对称性 ， fc = 1，… ， n , 可限于计算球的由下 
式定义的部分区域 K 的 体积： 


4 +… + 4<a 2 ， xi>0 T 


^ ^ 0 * 


而后将结果乘上 2' 就得到球的体积 I 即 


V 


i 


K 



dx± - - - dx 


经变童变换 a ： =巧，…之后，区域尺变成 单形况 其定义如上，而由 


V 


a i 



加工… du n 


\/Ui … u n 


这个积分是狄利克雷-刘维尔型积分，其中 


,^u) = l，Pl = . " = Pn 


于是，半径为 a 的 n 维球的体积是 


7 T 兮 


(! 


O n , 


+ 
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§11. 凸集上的光滑映射的性质 


大家知道在一重积分的理论建议中变量变换的方法起着多么巨大的作用.在多 
重积分的情形，变量变换方法的作用毫不减少（甚至更大).变量变换方法的理论依 
据需要光滑映射的一些性质. 

设函数 g ( y),y = (此… , y n ), 定义在紧致的可测区域 U c ，上，并且在 D 上 
可积.设/代表积分 

I = j … j ?( 安 ) dj/i ■ ■ ■ dy n . 

D 

考虑可测的紧致集合 c R " 到集合£»的映射5 w (旬.设 w 建立了集合 
到 集合亡 的双方单值对应（6 0 和亡分别表示 D 0 和 I ?的内部).我们记得，映射 

V = V ? ㈤ 由77个定义在 A ) 上的函数=外(工1，…，〜)，■■• ， J/n = - t X n ) 

的函数组来确定. 

我们将认为这些函数中的每个都在 A ) 上有全部的连续的偏导函数. 


注 h 诸函数 ^ p k ( x ) 叫作定义在 A ) 上的曲线坐标， 

2. 映射 ip I Do ^ D 对于区域 A ) 的内点的双方单值性的条件由此映射的雅可比式在 A > 
的每点处都不等于零的要求来保证（关于逆映射的定理) .. 

我们来叙述并证明关于区域上的光滑映射的命题* 

定理 12 设 A ) 是凸的闭集，且 ^( x ) 是集合 A ) 上的光滑函数.还设点无和 
x + Ax 属于 r >0. 那么存在点 f =至十 8 Ax ,0 <$ < 1 ^ 使得 △# = ( Ax 3 grad < p (^)). 

► 考虑单变数 f 的函数 h { t ),0 ( t < 1， 

h ⑷= = < p(x + tAx ). 

很明显 t 函数/^)是闭区间[0，1!上的光滑 函数. 因此，可对它使用拉格朗曰有限增 
量公式.那么存在数彡,0 < 0 < 1，使得 

A ^ = Ah = h { l )- h { 0 ) = h f (e){l 一 0 ) = h f ( 0 ). 

函数 A ⑷是函数 p ⑼和函数 u = x^tAx 的复合函数，从而根据复合函数的微分 
法则得 _ _ 

h \&) = 笔^ + …+ ^^ Ax n = ( Ax , grad ^(0), 

其中 ^ = x + OAx . < 

定理13设河幻是凸紧集 Do 到区域£>的光滑映射.那么存在数 c >0 使得 
对于任意的点刼 e A ) 成立不等式 ||^{ ai )-^( a 2 )|| ^ cllai -^ ll , 其中 ㈤II 是向 
量 z 在欧几里得度量下的长度- 
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► 从定理 I 2 推出，对于有 

<pk{ai) - <Ph{o> 2 ) = = (a% - a 2? grad^ fc (0b)), 

其中 ^ = a 2 + e k ( a 1 - a 2 ), 而知 e ( 0 ， 1 )，接着,我们使用柯西不等式 | K N 1 陶. 

于是 

\^¥> h \ < 11^1 - ^2 1| || gradv ? fc ( Ot )||, 

由于 A> 是紧致的，而函数 ||grad 叫⑸ || 在巩上连续，所以它在紧致集上以某常数 
c fc > 0 为上界.使用此式及数值不等式 


+ …+ 喊 < |« i | + …+ |如1， 

得 

II △尹 II S l^^ll + …+ < ( c \+- …+ 〜)||加|| = c | jAx ||, 

其中& = 0,1 — * 2 * < 

用 A ^ x ) 表示映射卜 r — BT 在点$处的雅可比矩阵. 

定义17向量5的增量厶元的线性陕射厶沒= A ^ x ) * Ax 叫作映射 p 在点 S 
处的微分，并记作 dip ( x ). 

显然， d ^ p ( x ) 是一个第 A : 坐标为 


的向量. 


= {^ x y grad < pk ( x )) 


定理14 设孕 是古紧集 Z ? o 上的光滑决射且 r ( x , Aic ) = Atp - dfp . 那么成立下 


面的极限 等式: 


IK ^ AS )|| 一 


11^11 


to 


r>o 


当 || A 刮 I —0 时. 


换言之 f 存在數值函數 a ( Ax ) — 0当 \\ Ax \\ 0时，使得对于一切5 € A )， 成立不等 

式 

\\ r ( x , A 5 )H ^ a ( Ax )|| ASjj . 


► 考虑向量 Ap 和如的第 A 坐标.根据定义有 rfpfc $ ( Axjgrad ^ jfef ^)), 而根据定 
理12,对于 某亏有 


A < p k ^ ^ k[x + AS ) - < fih ( x ) = ( Ax ^ rad ^ it ^)}. 


因此 


Atp k - dtp k - { AS f grad ^ pjb (0 - grad ^ fc ( s ))^ 
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接下来，由于映射0的一切分量的一切偏导函数都在紧致集 A > 上连续，所以根据 


它们的一致连续性有 


_ dtpkjx) 

dx s dx a 


^ a k ( Ax ), 


其中 a k ( Ax ) 仅依赖于且当 || Ax || — 0 时 a k ( Ax ) ^ 0. 由此使用柯西不等式得 
到 


结果 


- d < pk \ < || △到. \ Zna fc ( Ax )- 


n n 

11^, ^)11 ^ E I△ 叫 - ^1 ^ ||Ax||V^ 5^ ajt(A^) = a(A^)t|A^|j, 

k=l k^l 

而且当 || A ^|| — 0 时 a ( Ax ) — 0. 4 


第六讲 


§12. 在曲纹坐标中的区域的体积.关于多重积分的变量变换的定理 


我们将证明一个关于在曲纹坐标中的区域的体积的定理 


定理15设 Q 是凸的紧致的若尔当可测集且 S 是它在光滑的双方单值映射 中 
之下的像.那么 


1) 集合 S 是若尔当可 測的； 

2) MS ) …/⑺咖，其中 J 是峡射0的雅可比矩阵的行列式（雅可比式). 

Q 

我们记得 5 映射的雅可比矩阵和微分的定义曾在上节的末尾给出. 

► 限于考虑平面区域 gcR 2 的情形.立即发现，由于映射 p 的雅可比式的绝对 
值是 Q 上的连续函数，所以它在 Q 上可积. 

设 P 是一个标准正方形，包含紧致集 Q , 还设边长为 ft 的正方形/^组成正方 
BP 的一个分法.那么，诸集合 = 构成紧致集 Q 的一个分法1每个 

Q ^ i 都是凸的可测集，任意固定 e > 并取办足够小使得全体至少含有边界叫一 
个点的正方形的总面积小于 e - 我们把使 Pw ndQ ^0 的数偶 （ M ) 叫作特殊 
的，而其他的则叫作 IE 常的. 

根据定理13对应于每个特殊的指标 ( fc ，0 的集合 g fc ， i 的直径在映射7之 
下的扩大不多于 c 倍，即它的像可被半径为 eft 的圆或者边长为2以的正方形 
所覆盖 ,所以 S ksl 被一个面积为 4^( P ^) 的正方形覆盖.于是集合 U { S k ^\( kJ ) 为 
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I 


特殊指标 } = 玢 被 一个测度小于 

4c 2 MCfVi)<4c 2 €r 

特殊 

的简单图形所覆盖.显然 as c 这表明集合 S = ^( Q ) 是若尔当可测的 .® 

用 t ^( S ) 代表集合 S 的若尔当测度.那么 

/ i (5) ~ ^1 + / i 2 

其中 mi = 52 心) ■ 

( Jt T i ) 特殊 （ fc ， i ) 正常 

如果某正方形 PiM 完全包含在 <5内部，那么 Qw =把它的顶点记为 
xo , Xq + di,xo + a 2 j S 0 + ai + S 2 , 这里 ||沒 i || = \\ o ^\\ -- 显然，对于任意的 i € 巧彳 
都有，-办 || 二 || At || <狄.设 A 是映射史的雅可比矩阵，把只在刼处的值记 
作 A q ， 它给出一个线性变换，仍记为 4)( 此句为译者添加).那么正方形经变换 
T [ x ) = ^{ x 0 )+ Ao ( x - xo ) 变成 { 此句原文为“正方形 Pw 经以 A 为矩阵的线性变换变 
成”）顶点为如= < p { xo),yi — ( p { x 0 )+ Aoauy 2 — ^( xo )+ A 0 a 2^ = ^( xQ )+ Ao ( d 1 + a 2 } 
的平行四边形 [ 

设 a ( Ax ) 是在定理14的结沧中定义的函数 （Ai = S - xa ). 记 p = a ( 2 h ) 2 h,Kj 
为包含 if 的，其边与欠的边的距离为 P 的平行四边形.那么对于任何一点无 e 

Pk,ii yo + 4($ - 无 o) € 兄因此 

- ( ip { x 0 ) +4。(至一无 0))11 = || f (5 o , A 无 )11 < 户. 

从而 ( p ( x ) € K %. 所以 5 fc，f C JiTi - 

根据已证之事，九， i 是若尔当可测的- 

平行四边形的周长不超过因此,从图形沿的构造可见 

“(Ki) ( + + 4.ivp 2 . 

由于心 c A ， 所以量满足不等式 n ( SkA ) < K ^ i )- 使用这些不等式， 
我们过渡到“ 计式 

< p(Ki) < p(Jf) + /? - cSh + 4 ttp 2 = fJr{K) + A(h)* 

从线性代数知，矩阵为 A 的线性变换把正方形 n ， t 变成平行四边形 K 使 
| 如(月 m ), 其中 J 为 A 的行 列式. 使用此等式得 

①原文 中在未曾证得 S 可测时便使用 ^( S k >[ ) 等符号,似不妥——译者注- 
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另外， 对于每个特殊指标 （ M ), 任意取点 办，； e 并作成和 

其中 I ：'表苯求和是关于特殊指标 (^0 进行的. 

由于函数 \ Mx )\ 在紧集 Q 上连续，所以根据魏尔斯特拉斯定理，它以某常数 
C 2 >0 为上界.因此 

■ 

ffll < C 2 } ^ = c 2#l < C 2 S^ 

设 a = A + ”， 其中 n \ J ^( x ktl ) fi ( Q kti ) l 此处表示求和是关于正常 
指标 ( kj ) 进行的.我们来估计积分和 <7与量 M ⑻之间的差.有 

\ KS ) — a 卜 + - nl 

siEVEVh . 

使用前面证明了的不等式得到 

E ， I < - Ow ) 0( 饥 

d < We ，|< Tl | < cV 

和式 a 本身是函数 \ Mx )\ 沿集合 Q 的积分和.当 ft 4 0 时， 此和收敛到极限 
XT \ Mm ^ 由于当九 — o 时 f — 0, 所以， 从上面所得的估计式，当 h — 0时 

过渡到 

f^{S) < jj {Jldfjt + eiic 1 + C2). 

Q 

1 

根据数 e 的选取的任意性，由此得到 f ^( S ) ^ jQf \ J \ dfi . < 

Q 

定理16设 g 是空间 r " 中的若尔当可测的肾致集合 j 是它在光滑的可逆映 
射史之下的像.那么 

1) 集合 S 是若尔当可 测的； 

2) fi ( S ) < /…/⑺咖，其中 J A 是玦射0的雅可比式 ■ 

Q 

► 我们来证明：在定理15的条件中，集合 Q 的凸性的要求可以去掉.为此，如在 
定理15中那样考虑 Q 的分法 { Q kil h 其中 Qw 分为正常的和特殊的两类（还是以 
n -2 为例来讨檢，译者注).此时假定全体包含特殊集合 Qjm 的标准正方形的并集 

①前面得到的不等式 ti { S kil ) ^ \ Mx kyl )\ fA { Q ki 0 ^^{ h ) 不能用来导出 I 丨< ^ KQh ti ) - 其 

实在此定理中估计 1^(5) - a [ 似也无必要——译者注. 
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D 的测度〆£>)不超过预先任给的正数^在证明定理15时已证明，集合 D 在映射 
^之下的像 W 的测度 f ^( W ) 不超过 4c 2 ^. 还有，每个正常集合= Pw 都是标准 
正方形，从而满足定理15的条因此对于它们成立不等式 


^ J ' J 




这里同前面一样，- ㈣忍沭对于全部号码 （M) 求和就得到不等式 


^( s ) ^ ^ 4 c 2 e + f ■ f I 

㈨ 0 J J 


根据 e 的选取的任意性， 此 不等式蕴含着 


^[ S ) ^ 



f \聊 


定理 17设定理16的条件成立，且对于一切 x ^ Q 成立不等式 \ J ^( x )\ 其 


中 <5 > 0是某个 常教. 那么成立公式 


H ( S ) 




j 〜 j U 咖， 



考虑定义在集合 S 上的，0的逆映射 A 那么，#是光滑映射，它的雅可比式斗 


连续且 




根据定理16,成立估计式 


KS) < J 



| = sups ( T ) 

T 


其中 s ( T ) 是函数关于集合的非标码分法 T 的达布下和I 


我们有 〆 t ) = E 其中了 = {<91， .. ■ ， Qn }, Qk 是分法 T 的元素，它是若 

尔当可测集， = inf = KQ ^)> 且 Qfc = ^( Sk )^ 根据定理叫对于一切免从 

Qh 

1到 n , 成立估计式 „ „ 





b * * 


s k 




用中值定理，得 



s k 
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其中地= sup \ J ^\. 现注意々=巧 1 ，得: J14 一 1 .于是我们导出不等式 

Sk 


r n 

S { T ) ^ 〉： 爪=〉： ~ M ( S ). 

k=l h-l 

据此得到不等式 H ( S ) K /…/|々|咖< //(5),它与等式 f ^{ S ) 二/… JIM 咖等效- 

Q Q 

< 

定理 18 对雅可比式 A 的值不加 限制， 定理 17 的结论依然成立. 

► 考虑使雅可比式八旬= Mx ) 等于零的点 xeQ 的集合 [ 我们来证明，点集 
K 是闭的.实 际上， 若刼是瓦的极限点，则存在一列点4 e 反使得当^ — oo 时 
‘ — 办.于是根据函数 j ( x ) 的连续性及 J ( x n ) - 0 ? 得等式 

J ( io ) lim x n ) = lira J { x n ) = 0. 

n ― ►<» n—+oo 


结果办 e K . 

固定任意一个数 d > 0. 每个点 xeK 被一个邻域（与 Q 的交）包住，在这个 
邻域（与 Q 的交）中函数 J ( x ) 满足不等式 \ J ( x )\ < <5.由于 if 是紧致的，所以从这 
些邻域（与 Q 的交）中可选出有限个即正覆盖 [ 把这些邻域的并集记作兄并令 
Qo — iiTo n Q y Qi = Q \ Kq . 

显然 Q = Q。U Qi,Qo r \ Q l ^0, RQo ^ Qi 皆若尔当可测.另外从显然是 
闭集，从而是紧致集，根据魏尔斯特拉斯定理， \ J ( x )\ ^ Q , 上达到最小值 m ， 即存 
在 e Qi 使 lJ ( xo )| = min | J ( x )| = m . 由于 xo ^ K C Qo } 所以 m > 0. 因此，可 

对集合 A 在映射 P 下的像&使用定理17,而对集合 Q 和的像 S 和 私使用 
定理 16. 那么再用上中值定理，就得到 


ti(S)=fi(So) + KSi)^(Si) 





» 4 


Qi 


J 


0 < m(^o) < j … f < <S^(Qo) ^ S^i(Q)^ 


Qo 


/ x (5) < J J % I 咖. 


Q 


因此, 


OS f … J 'J 中、如 - 





Q 


， V * 


Q 



一 j … 

J Qi 



J^\dfi — /i(*So) 




/ \ Jtp \ d}x 


KSq) ^ Sfi(Q). 


Qo 
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根据6 > 0的任意性，送表明 


/…/ | = / j (5) 



Q 


定理19 (多重积分的变量变換公式）设 A ) 是紧致的若尔当可测集#是把集 

D u 映成巧的双方单值光滑 映射. 还设函数 g ⑼在 Z ) 上可积，而函数 f ( x ) = 
3( 利幻)％⑸ j 在 A ) 上可积.那么 



* m 


D 


J 9(ii)dy 


1 … dy n 





Do 



f ( x)dxj … dx 


► 


任意作乃的一个分法 : r = { 馬 ： a = 1， …彳 } T 每个馬 都是可测区域.设 ^( g fc ) 


办 （即 W = 中 - 1 祕= su l 9 ( y ). 根据中值 


定理 


rrik 


si I I dfi 





h * 


Qk 


Qh 



g ( tp { x ))\ J ^( x)\dfi ^ M e / … /i 




由定理 18 推出 fi ( S k ) = / …/| 41咖.因此，把上面的不等式关于 A ： 从1到 f 通加 

Qh 

起来，得 ^ ± 

^ 2m k fi ( S k ) ^ / ■ f 5( 嘛 ))1 A ㈣ 办 < 亡肌 〆 凡)， 

J Do J ^=i 

即对于函数 j (|?) 沿区域 I > 的对应于分法 T 的达布上和及达布下和成立不等式： 


s ( T )< 



4 ■ ■ 


Do 


J ^ S(T) 


根据函数 〆 jO 的可积性，得知当 Ar — 0时 s ( r ) 4 A , S { T ) 


―^ 


A ， 其中4 


f f 9 ⑼梅■结果 


/…/ g { y)dy 





D 


» 4 « 


Vo 



g {< p { x ))\ J ^{ x )\ dx . 



注在定理 18和定理19中，作为映射朵可以取任意的正交变换，其雅可比式等于1•因 
此，若尔当測度以及黎曼积分关于空间的运动不变，从而它们的定义不依赖于直角坐标系的选取- 
我们指出，若尔当测度的不变性，早已被我们通过几何的讨论而得到了 ■ 

例 1. 从直角坐标按下面的公式过渡到极坐标 


x — rcos ^ y r sm ( p y r > 0,0 < p < 2 tt * 
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映射 ( x y y ) ^ ( r y cp ) 的雅可比式等于 r . 变量变换的公式为 


jj g ( x ， y)dxdy = JJ g (r cos ( p , x sin < p ) rdrdy ? 


D 


D 


o 


2. 从笛卡儿直角坐标按下面的公式过渡到球 坐标: 


x = r cos ^? cos $ : y = r sin p cos = r sin 0， 

其中 r 是从坐标原点出发的到动点 M 的矢径的长度，而#是矢径 OM 与它到 xOy 
平面的投影之间的夹角， p 是咖轴与 OM 的夹角，此外， r >0 } 0 K < P < 2tt 肩 < $. 

此映射的雅可比式等于 r 2 cos 8. 于是对于体积元 dV 有如下微分 表示： 

dV — dxdydz — r 2 cos ffdrdipd ^ • 


第七讲 


§13. 勒贝格准则 

我们从定义勒贝格零测度集开始.把诸棱分别与直角坐标系的轴平行的开的平 
行多面体叫作是标准的.把有限个或可数个标准平行多面体的并集叫作最简单图形. 

定义18设4 c JR n . 若对于任意的 e > 0,都存在有限个或可数个开的标准平 

OO 0 O 

行多面体 = i 义…，使得 Ac \ Ju k 且 f M ( n fc ) <6,則称4是勒贝格零测 
度集.记作 ?( A ) = 0. fc=1 k=1 

引理7可数个勒妈格零測度集的并集是勒贝格零測度集. 

► 设 KA k ) = 0 ,fc - 1,2, ■■- . 我们来证 1 ( 1 ) A k ) = 0,实际上，根据定义，任给 

fe=l 

e > 0 ,存在最简单图形 n fc , 使得 A k cn k K tT ( U k ) < e / 2 fc . 

此外有 h 0 A c 0瓜，以及 n fc ) ① S 因此，集合 ^ 

h=l h=l fc=l 

是勒贝格零测度集. ^ 

引理 S 若 =0 ，Sc A 则 K B ) = 0 - 

①尚未定义文中的 〆 n fc ) 和 〆 [] life ), 请读者自己补充——译者注+ 
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► 由于任何覆盖集合4的最简单图形也覆盖总所以引理的结论立即从勒 M 格零 
测度集的定义推出 . 4 

引理9设乂 c 11£'几> L 若 A 是紧致的，且 1 { A ) =0,则4是若尔当可测的， 
且其若尔当測度 〆 A ) 也等于零. 

► 由于= 0 ,所以对于任意的 e > 0 都存在最简单图形 l ) n k D A , 使得 

fc—i 

f ； Kn k ) < 送里每个％都是开的标准平行多面体.由于4是紧致的，知存在 

m m 

m e P4 使得 IJ n fc D A 当然仍有 5^/ x ( njt ) <^. 根据若尔当测度的定义，由此断 

定 A 是若尔当测的 】 并且// ㈤ = o fc=1 碡 

以下，设函数 g ( x } y ) 在平行多面体 P 上有界，设恥=(邮 i ，… ，邮, n ). 用记号 
n = n (<5) = Jl ( x G , S ) 代表由满足条件邮汝 -S < Xk < xq ^ + S 7 k = 1 广 ■ 的点 
X = (A ，… y Xn) 组成的立方体 P > 0), 

定义 19 称 


^( x 0 ) = = mf sup ( g ( x ) - g ( y )) 

6 >° x iy en ( S ) 

为函教 MW 在点元 o 处的振幅，当然， 

oj(5o) — inf (M^(xq) — rus (xo)), 

5>0 


其中 


M 6 ( xo )= sup 兑 

x ^ U {3) 


=inf 

x ^ n ( S ) 



用在一点处的振幅的语言，函数在一点处连续可如下刻画. 

引理10函数 g { x ) 在点£ 0 处连续，当且仅当 ^( So )-0. 

_ 必要性设函数5⑻在点元0处连续，假设 w ff (^ o ) = a > 0. 考虑立方体 II . 

由振幅 uJ g ( x 0 ) 之定义知 4 ^(%) - m t { S 0 ) ^ a . 由此得知，存在点 Sfc e n 和 

⑴，使得 

g (^ k )-9{ yk ) >^ a >0. 

于是 lim Xk — linn yh = 那么 i 在上式中过渡到极限左 — °°i 并使用函数 S ⑹ 

k—oo Sc — >oo 

在点‘处的连续性，就得到0 > -a > 0. 这个荒谬的式子表明所作的假设不真，因 
此，吣(私）= 0. 必要性证毕- 
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充分性由于^(^ 0 ) = 0,所以对于任意的 e > 0,存在 J J ⑷ > 0,使得对于 
一切5 £ U (5 ) y yG n ( 外有 \ g ( x )- 3 ( y )\ < ^令& =知此不等式表明函数$ ㈤ 在 
点私处连续 . M 

用 D { a ) 代表 P 中满足 ^ 9 ( x ) > ct > 0的点无的集合. 

引理 11 集合 是 闭集： 

f 

► 设和是集合 D ( c ) 的极限点，我们来 证明知 e D ( a ). 由于％是 D ( a ) 的极限 
点，所以存在一列点化 G D ( a ), 它收敛 到％. 

对于任意的5 >0,存在某恥 e n ( x 0 ,5). 由于 n ( i 0 f 5) 是开集,所以存在 A > 0, 

使 

n ( 办 ，〜） c n(5 0l s). 

由此得到 

的 ( 土 0) — ^5 (So) > ( 元 fc) - ms^Xk) > o; ff ( 无 fc) > a. 

因此叫 ( 无 o) = inf{Mj(x 0 ) - ms{xo)) > a, 从而无 0 e D(a), ^ 

5>0 

定理 20 在矩形上有界的函数黎曼可积，当且仅当对于任意的 a > 0,集合 
D ( a ) 都是勒贝格零测度集. 

► 必要性假设存在 a > 0使得 D ( a ) 不是勒贝格零测度集 f 那么，存在句 > 0, 
使得任何包含 D ( a ) 的最简单图形的体积 ® 都不 小于办 

考虑矩形 P 的任意分法 T = (这里不言而喻地是在二维情形说话).设 IIo 

是其内部至少含 D ( a ) 的一个点的矩形 iV 的全体所成的集合.最简单图形 II Q 的面 
积不小于 q ,® 如果不是这样的话，则 M ( n 0 ) -^1 <£ 0 ^那么，把 no 的边界用总而积 
不超过的有限个开矩形盖住，它们连同 Do 合起来成为覆盖 D ( a ) 的开的最 

简单图形（由有限个标准矩形合并而成——译者注)，其面积不超过 h = 

< e 0 , 这与我们的假设相矛盾.因此 fi { H 0 ) > eo . 

对于 no 中的任意的标准矩形 P kt u 函数在此矩形上的振幅都不小于 a . 因此， 
n { T ) > a^o > 0. 由此推出 inffi ( T ) > ae 0 > 0. 但这表明所考虑的函数在矩形上 

不可积，这与定理的条件相矛因此所作的假设不 成立. 也就是说，对于任意的 
a > 0， Z ?( a ) 是勒贝格零测度集.必要性 证毕. 

充分性任给 e > 令 a 士 e /{ MP))J = e /(4 M )，M = m 3 x 因为集合 

D ( a ) 是有界闭集，即是紧致集，所以，根据引理 9, i ?( a ) 作为勒零测度集也是若 
尔当可测的，并且其若尔当测度也是零.那么，可以用有限个开的标准矩形合成的最 

«这里没有定义本节开头所定义的最简单图形的体积是什么——译者注. . 

③作者先定义 n G 是有限个所成的族，说它是最简单图形时，则又把它看作是它所含元素 
的并集合——译者注. 
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简单图形/来覆盖 D ( a ), 且若尔当测度 〆 /) < .令 X = 则 P 是紧致集，对于 

每个无 e K 有 Uj g (x) < a. 从 u g (x) 的定义知，存在正方形 n 氐 7 )，7 > 0 ,使得函数 

g ㈤ 在 n ( s ， 7 )( 实应用 Tl(x, 7 ) n P) 上的振幅小于加.全部正方形 Xl{x y i 7 )(s e K) 

构成了 if 的开覆盖.从中取一个有限子覆盖 K 延长组成/和 V 的矩形的边到与 P 
的边相交为止.这样构成矩形 P 的一个分法： T . 

和 f!(T) 有如下表示： 

^( T ) = 525 Z ^ k f i ^ xk^yi + 52 + y ^:， 

( fc ，(） （ fc，o 


其中和茲 

求和.那么 


対于使 C /的 ( k , I ) 求和，而和则对使 JV c K 的 （ W ) 


^M^ 2 ^Ax k Ay t < 2 MS, 
(M) 


52 2 ^ f "A 叫△切 < 尸). 


结果， 

n ( T ) 二 U + 5 Z 2 < 2 MJ + = I + I = 匕 

于是 inf n ( T ) = 0,即函数 g ( x ) 在矩形 P 上黎曼可积 ■ 4 

定理 21 (勒 贝格准则） 有界函数 5 ($)在矩形 P 上黎曼可积，当且仅当它在 P 
上的间断点的全体所成的集 D 是一个勒贝格零测度集. 

^根据定理20, s 可积等价于！ (!> (^) ) 二0, n = 1，2,…，这等价于；(总 I ? (^)) 

= 0 ■而乃= [] D O * ① ^ 

n=l 

定理22设函数 5 (5)在矩形尸上可相 ,m = - supg { x ). 设函数 f ( t ) 

在闭区间 [ m , M ] 上连续，那么函数 f { g { x )) 在矩港 i 5 上可积 . 

► 函数5⑻的连续点必定也是函数 f { g { x )) 的连续点.所以函数/ %的间断点 
所成之集是函数5的间断点所成之集的子集，它必为勒贝格零测度集，因为后者根 
据5的可积性及勒贝格准则是勒贝格零测度集.所以再根据勒贝格准则， / off 在尸 
上黎曼可积 . ^ 

①此段证明是译者改夸的 ^^ 译者注- 
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第八讲 


§14. 反常重积分 


对于一重积分，我们定义了两种类型的反常积分.在多重积分的情形，类似地我 
们称： 

1) 有界函数 S ㈡ ）沿无界区域 i ? 的积分为第_类反 常多重 积分； 

2) 有有限多个奇点心,…，知的函数 W 旬在有界的若尔当可测区域 D 上的积 
分为第二类反 常多重 积分.所谓奇点，是指在此点的任何邻域内函数都无界的点 T 奇 
点本身不必属于函数的定义域. 

例函数 g ( x } y ) = — ^一^ 在区域 D = y)|x > 0 ,y > 0} 中有奇点 ：r = 

+ y 名 

0 y y = 0. 

对于反常积分使用与正常积分一样的 记号： 

I = JJ g ( x , y ) dxdy , 

D 

为简单起见，我们只考虑二重积分，并且首先考虑具有一个奇点 S 的第二类反常积 
分.最简单的情形是，此积分作为积分心=// g ( x , y ) dxdy 当 r — 0+时的极限的情 

形，此处仄= 0\0(^),0(^) 是以点6为¥心 r 为半径的球（圆)， B 卩，按定义 

I 二 jj g ( jr ， y)dxdp = 

D 

这个值叫作函数 3 ⑻沿区域 D 的反常积分的柯西主值. 

类似地，对于第一类反常积分,称了 = iim 为柯 西主槪 其中 

QO 


Ir = ff 9(^ y)<^dy, D R = Dn 0 ( 0 , R). 

D h 

♦ 

我们转向反常积分的一般定义. 

_ 

定义20 1) 数 J 叫作函教沿无界区域 i ? 的第一类反常二重积分，如果对于任 
何一列满足下述条件的有界的，开的，连通的若尔当可测的区域都成立 

lim jj y)dxdy = I : 

D n 



§14. 反常霣积分 


* 461 . 


a ) 对于一切自 然数％ C 2> n +1 (单调性条 件)； 

b ) 0 穷竭性条件). 

2) 数 J 作无界函数 g ( x , y ) 沿有界的若尔当可测的具有奇点集 L c 5的区域 
D 的第二类反常二重积分 0是 D 的闭包如果对于任何一列满足下述条件的开 
的，连通的，若尔当可测的区域 Dn 都成立 lim f [ g ( x , y)dxdy ^ I : 

a ) 对于一切自然数 n , D n C 队 +1 (单调性条 彝)； 

b ) £>= 0 D n (穷竭性条 件)； 

c) 对于一 i ? 自然数 L n = 0. 

在第一和第二类反常积分的定义中的序列 { D n } 叫作是可行的，或 D 可行的， 

注 1. 为使第二类反常积分存在，显然必须要有 |*( L ) = 0. 

2. 在两类反常积分中都保持使用标准的记号 J = jjg ( x , y ) dxdy . 

3. 在重数大于2的情形下，反常重积分的定义与:?重情形完全一样， 

定理23设 g ( x 7 y ) ^ 0. 那么反常租分 f = Jf g ( x , y ) dxdy 收敛的必要且充分条 
件是对于任何 D 可行的区域序列 { D n }, 数集{忍 = ff g { x , y ) dxdy } 都是有界的- 

D n 

► 必要性若积分/存在,则数列 { In } 收敛到 J . 因此 {/ n } 有界. 必要性证毕. 
充分性设数列{忍 } 有界，那么根据魏尔斯特拉斯定理，存在 / D = n m = 

、 TV—OQ 

sup {/ n }. 

介设 { Z ?；} 是另一个 D 可行序列，且 < =ff g ( x , y ) dxdy . 固定某見且考虑 

= Dn 门 ⑧ 

显然，序列是可行的-特别地，对于任意的 n 有邛 C U ^ = 

n=l 

要完成必要性的证明，需要下面的引理及其推论- 
引理 12( 穷竭性引理）下述关系式 成立： 

lim ="此 )， lim ^{ DU \ K ) - 0. 

n ― ►oo n - 

引理 12 的证明数列不减且以 K D ' m ) 为上界.因此存在帅= 

要 证仲二 M %)- 考虑集合見的闭包私 = 由于 A 可测，故 
= 0. 因此对于任意的 e > 0& 存在开的最简单图形 W 使得 0D r m c W ； 
集合乂 是紧致的，而 W U ( G D ；0 ] 所以存在足够大的自然数 fc ， 使得 

R =1 

妒 u ( l 5 风）〕％，即 U Z ^) 3 因此 

n— 1 
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从而 e + Mo ^ 由此推出网> P (乃; n ). 终于得到 lim 二 

Tl —OO 

还有，由 { D f m \ D ^) UD 2 = D 二 以及 ( D ^ D ^) HD ^ = 0 , 从测度的加性得 


因此⑽ nV ^)=0 


引理12证毕， 


推论设引理12的条件成立.还设函数 g ( x y y ) ^ 上可积.那么成立等式 


lim 


JJ g { x , y)dxdy 



g { x , y)dxdy = 1 ^. 


D 


推论的证明.根据积分的加性 ，有 





g { x , y)dxdy 



g ( x , y ) dxdy . 


\及: 


由于函数 g ( x , y ) * D f m 上有界，即存在 c > 0使对一切（心 y ) e 有 \ g ( x y y )\ ^ c , 


所以当 


时 


IL _ jjg ( x , y ) d ^ dy \ < c / i ( Z >^\ D ^) 0. 


推论 i 毕 


现在来完成定理 23 的证明. 由于 D ；： C Z > m 所以成立不等式 


JJ g [ x , y)dfi S in € , o + 


在此式中令 n 


过渡到极限,使用推论，就得到 





g ( x , y)dfi < / 0 


D 


由此得知，存在极限 /' = 但若将所进行的讨论中的 IV 和 Pk 位置互 

换， 就得到 Jo S 厂因此广定理 23 的充分性部分也证完了 . ， 

定理 24 设函数 g ( x , y )^ 9 [} { x , y ) 在含于集合 D 的任何若尔当可测的紧致集 
合上都可积，并设在集合£>上成立不等式0 S g ^{ x ^ y ) ^ g { x ^ y ), 那么： 

1) 若反常积分 ff g ( x , y ) dfj r = I 收效，则积分 JJgo (^ 1 y ) df ^ = h 收效； 

d n 

2) 若反常积分 Jfgo { x iy ) d ^ 发散，则积分 ffg { x , y)dfi 也发散， 

D D 
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由于积分了收敛，所以存在 i ? 可行的序列 { D n } 使得当 n — oo 时有 


4 



9{^ V)dfi — I, 


于是成立不等式 







30(1，< /n < 


而且数列 {/；} 是不减的.因此存在极限 lim /^ = / 0 < /■ 根据定理23,反常积分 

TI — H30 

-To = if 9 o ( x y y ) df J i 存在 ■ 


2 )®根据积分 ffgo ( x , y ) d ^ 的发散性，对于任意的 D 可行序列{凡}，当 n 


— 00 


时有 


n 


4 





9 o { x , y)diJL ^ + oo . 


因此，当 n — ⑺时也有 — + oo , 这是因为心> C ， 

推论若反常积分 jQT \g(^>y)\dti 收敛， 则积分 JJp)dfi 收敛 . 

D D 




考虑函数 


9 + = ^ S 


Isl -ff 


由于 0 < s |此 0 < 斛 s W 所以根据定理 24 积分 ffg - d ^ ff ff +郎 都收敛 ■ 
是函数 g = g ^- g - 的积分收敛，， 


于 


定义21若积分 // \ 9 ( x , y)\dfi 收敛，则说私分 fjg ( x , y ) d ^ 绝对收敛， 

D D 

上面的推论可 写成： 若反常积分绝对收敛，则它收敛- 

类似于定理23和定理24的命题对于第二类反常积分也 成立. 情况是这样的， 
在反常重积分的情形,通常的收敛蕴含着绝对收敛.而对于一重积分，情况并非如 此. 
我们只引两个利于应用的定理- 

定理25若积分 ffg ( x y y ) d ^ 收敛，且函数 g ( x , y ) 沿区城 Z ? 的累次积分存在， 

D 

则两者相等. 


定理26若积分 ff g ⑻ dfi 收敛，并且歹=免⑻是区域 A > 到的光滑映射， 
它在 A ) 的内部是双方单值的，那么成立下述变元变换公式： 

jj 9( y)dti = jj g (< p {^))\ J ^{ x )\ dx ® 

D D 0 

①原文中没写 1 ) 而有 2 ). 2 ) 是 i _ r 的等价说法——译者注. 

⑦望读 i 对文中使用的 d ^ dx . dxdy 等符号 } 不要混淆——译 者注. 




• 464 - 


第+九章多霣現分 


例 1 ■积 U 


dx 


当 a > n 时收敛，而当 a S n 时发散，其中 || 到 = 


\A? 十 …+ 4 

考虑满足不等式 d < II 到 S 2 A 的点无的集合心■设 A = 人， 2 'fc = 
0,1,2,….得到 



| sll>i 


dx 

NP 



右端的级数当 -a + 7Z < 0, 即 a > n 时收敛 . 此时积分收敛 . 用 Ka 代表满足 
|1^|| < A 的点 5 的集合.那么 

{i(Sa) = /i(iC2A) - = A n (/i(iC2) - M(Kl))* 


由此 


u 


dx 

il^F 




fc =0 


2(^+0 


a 


2 feTl ( M ^2)-/ x (^ i )) 


右端的级数当时发散，从而积分此时亦发散 - 


2. 积分 


U 


dx 


] a ： ij ai + .■. + \ x n \ a ^' 


其中叫, ■ ■ * ,% > 0，当丄+ ... +丄< 1时收敛，而当 _ + ■ ■ * + ~ ^ 1时发散 

aci a n a \ 

设 A 是使不等式 


OL 


A <| xi | ai + ^< + | x n r - ^ 2 A 

成立的点无 = …， Zn) 的集合.那么，对于任意的无 S A 有 W S { 2 A)^,s = 
1，.-. ，n, 因此， 

^( S 2k ) ^ &2凡2六+ " + 忐 2*( 六+ "+忐). 

由此得到，当 

1 1 , ^ 

-1 —— H -1 < 0 

cti ot n 

时，积分收敛- 

设是满足条件…+ |4卜< A 的点5的集合.那么心= K 2 A \ K A 

显然 

MSa ) = _ KKa ) = A ^ ^{^{ K 2 )^ ^( K ,)). 
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于是积分 





dx 

| Xl 卜 + …+ { Xnl ^ 



2 k (^ + ^) ( f ^( K 2 ) - MK )). 

fe =0 


当— + ■ *. + -1 > o 时发散. 

到此，我们完成了对反常重积分理论的讨论. 


第九讲 


§15. 曲面的面积 


我们的目的是，把测度的概念推广到展布在三维以及更高维的空间中的二维曲 
面上的集合上.为此必须回答下面的问题，这样的曲面是什么？我们将要考察什么 
样的曲面？ 

我们把满足方程^ = g ( x , y ) 的点的集合 Q 叫作 曲面， 这里 g { x } y ) Jfe 
某个两个变量: r 和 2 /的函数，而点 ( x , y ) 属于 xOy 平面的某个集合.通常要求函数 
g {^ y ) 在除了一个若尔当测度为零的集合 L 外处处连续.曲面 Q 在平面 xOy 上的 
投影是区域从假设 D 是约定可测的紧致集合.设可测集 D u - , D t 构成它的分法 
r . 取 Mfc G 认， 井设紙 是曲面 Q 上点凡在平面 xOy 上的 投影渰 = V ■. 设 
是曲面 Q 在点凡处的法线与轴仏的夹角.考虑曲面 Q 在点 N k 处的切平面 
其到 xOy 平面的投影恰为的那一部分 Qfc，Jb = 1， -. ■ ， t . 诸的全体就构成了 
一个“鱗状”曲面.由线性代数知，面积/ x ( Qfc ) 等于 


KQk ) ^ 


灿 fc ) 
| cos 7 fcl 




我们定义曲面 g 的面积为 


t 


KQ) 


2 ^ 

fe=l 


-If 


dxdy 




由于曲面的方程是 z = g ( x , y ), 它在点 N 处的法向量可写成 


n = 


n(N) 




(~gg 3 一 fl ;， 1) 

/I + (9^ + (9 f y) 2 7 


N = N(x,y). 
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因此 



由此得到 

MQ) = /M 十 (9x(^y)) 2 + (ffy(^>y)) 2 dxdy. 

L > 

于是，从不完全严格的几何讨论，我们得到了三维空间中曲面面积的公式.下面 
我们给出这个概念的某种精确化及推广. 


定义22把集合 Q = {r ^ ^ T n ) = r { x ) : x = ( ii 3 X2 ) € Z >} 叫作 n 

維空间中的曲面，这里区域 D 是 R 3 中的有界的若尔当可测的集合，而映射 
f : D — Q C R n y f ^ f ( x ) } 是在 D ( D 的内部）上双方单值（即可逆）的，且在 i ? 上除 
了一个具有若尔当测度零的集 L 外，处处 连续. 

我们记得，映射 f = f ( x ) = ( n ⑸ r .. , r n { x )) 在点％处连续，指的是每个函数 
Tk { x ) 都在点元。处连续 , fc = 1，…， n . 

说映射 f (5) =(以旬，… , r n ( x )) 是光滑的，如果每个函数 u ⑻在 D 的每点处 
都有偏导数,且偏导函数连续(在边界上，当然只考虑单边导数) 5 = 1， …, n . 

注曲面 Q 可用不同的方式定义，上述方式叫作参数方式或集合 Q 的参数化.参数化也可 
有不同的取法.对于任意固定的数 Cl 和 Q 上由 f ^ f ( x u c 2) mr = f ( c u x 2 ) 给出的曲线叫 
作曲面 Q 上的坐标曲线 ， 而点 ( c u c 2 ) 则叫作曲面 Q 上的点 f ( c lT c 2 ) 的曲线坐标. 

定义 2 3曲面 Q 叫作光滑的，如果它所借以定义的映射 f = f (幻是 光请的 .光 
滑曲面叫作非退化的，如果晚射 f =汽旬的雅可比矩阵总满秩，即秩总为 2. 

我们的目的是定义非退化曲面上的集合的测度，即面积.为此先搞明白，集合的 
面积或测度应该具有什么性质，除了测度的通常的性质(单调性，加性，关于空间的正 
交变换的不变性，与参数的选取的无关性）外，还必须使得在 r 3 = r 4 = … = E 0, 
即“平面”映射 f = 哈）的情形，成立公式 



为了简化论述，我们假设平 面集合 D 是闭的标准正方彤.此时 D 的像的测度 
MQ ) 是当 Ar — 0时正方形 D 的等分为正方形 D kth kJ 二1，… ， m 的分法的积分 
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和 

m m 

♦卜 EE 邮 w)i 狀 o 

k^i i^i 

的极限，式中办，〖是正方形 Am 的左下顶点. 

在推导图形 Q 的面积公式时我们已经见到 ，数 \ Mx ktl )\{ i { D k%i ) 等于正方形 
经线性变换… 


p {^) = A ( x ki i)(x - x ki i ) ^ df { x ki i ) 

变到的平行四边形的面积，这里 A { x kJ ) 是映射 f = r(x ) 的雅可比矩阵4在点 
x ^ 处的值（矩 阵)# ㈤是 Af -： f ⑻- f ( x kf i ) 的一阶近似（即线性近似 )■ 

于是，在计算 KQ ) 我们把 D 分划成正方形 D kil , 然后对于每个用线 
性映射 dr ( S k , i ) 代替映射 Ah 在这个变换之下 5 可以说出像的面积等于什么.所得 
到的面积关于一切指标（心0, M = 1，…， m 求和 t 就给出了积分和 a ( T ), 

在一般情况下，自然地基于同样的步骤来定义曲面的面积，也就是说，应该作正 
方形 D 的分法乃把它划分成相等的正方形 D k 、 lt k ， ! = 1, …， m. 然后代替映射厶 f 
以线性映射 办厂 

PkA ^) = 你(办，0， 

再求出测度=办，然后加起来得 

啦卜 £f> (〜) - 

k~l 1=1 


定义 24 若当 Aj 1 — 5- 0 时 a { T ) 有极限，则称此极限为曲面 Q 的面相 - 


剩下的是对 a ( T ) 进行明确的计算并求出它的极限 MQ). 为此，指出，向量匕= 
{ h y 0) 和& = (0, /i ) 在映射0 = df ( xkj ) 之下变成向量 


泛1 = p (^ i ) 
02 ™ M 否 2) 




现在应该求出由向量 h 和如组成的平行四边形的面积 f 为此使用线性代数的 
公式。它断言 





(ai.di), (ai,a2) 
(a2 y ai), (q>2, & 2 ) 


h 2 


E F 
FG 


= { EG - F 2 ) h 4 . 


我们对此公式作一简单的推导.显然，由向量& 和如 组成的平行四边形的面 


积等于 


^ = jj^ill 


«2 


* i ( Si , U2 ) 

一 
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由此求得 


/X 2 = I|ai|| 2 ||a 2 || 2 - (01 3 02> 2 

= {EG - F 2 )h 4 = T(x)h 4 


于是得到 


tn 


a ⑺ = (〜) ■ 狀 〖) 

k=l f=l 


函数在 d 上连续，因此存在极限 


A lim o a ( r ) - JJ y/r^dx^ = / x ( Q ) 

D 


换言之 


fi(Q) = JJ EG - F 2 dx!dx 2 . 


D 


我们指出，这个积分既可以是正常的，也可以是反常的.由边 Si = } a 2 = 组 

成的平行四边形的面积等于 


由此得到曲面面积的又一个 公式: 

KQ ) : 


JJ K] ㈣ 


jdX 2 


D 


例 1. 上半球面 Q = {(：»，仏 2 ) e R ^\ x 2 + y 2 + z 2 = l , z > 0 } 的面积等于 2 霄 


我们有 


KQ ) 



dxdy 


® 2 +y 3 在 1 


| cos ( n 5 e 3 )r 


其中亓 = (x,y,z) 9 z = yl -x 2 -^ 2 ,cos{n,ea) 


= z. 


因此得 


KQ) 



dxdy 




y 1 — x 2 —y 2 


转换到极坐标，得 





2 ?r 


d^p 


0 



rdr 


Vi 


7 T 


r 



dr 2 


a v 1 — r 2 


1 dt 

7T jF —= — 2tT 



o y/t 


2, 由方程 


HfP 、 的 = : ((b + a cos 6) cos^?, (6 + a cos 9) sin a sin ff), 6 > a 


§ 16 . 在 n 维欧几里得空闻中的 m 维曲面的面积 


在参数变化的区域 

D — {(^ 0)\0 ^ <p < 2tt, 0 ^ ^ < 2tt} 

上给出的二维环面 QcE 3 的面积. 

我们有 


f^, = (― (6 +acos0)sin a (b + acos@)cos(p ， 0 )， 

= (—a sin 6 cos —a sin 9 sin <f, a cos $), 

£ = = {b + acos$) 2 y F ^ 二 0, 

G= = a' ^EG ~ F 2 = a(b + acos9). 


由此得到 


KQ) =z II 浪 — F 2 d<pd6 = J dip J a(b + a cos 9)d0 = 47T 2 «6 

D 


§16 .在 n 维欧几里得空间中的 m 维曲面的面积 

设都是自然数 ,1 < m < n . 

设 p 是 R ™ 中的有界的若尔当可测集，映射 F 是 D 到 Q C 『的可逆映射且 
在 U 上除了一若尔当测度为零的子集 i 外处处连续.称此 <3为 K n 中的饥维曲面 - 
说光滑曲面 Q 非退化，如果映射『= K 的的雅可比矩阵处处满秩，即处处有秩 

讯 为简单起见，设集合 D 是茸方体，并设 T 是把它等分为边长为九的立方体巩 

的分法.还设恥是立方 体巧 晶左下顶点. 

令 p 二 p ^ x ) ^ dr { xk ), = Pk ( D h ) 且定义积分和 

crfr ) = >: 

k 

定义 25 称 

溯=⑺ 

为曲面 Q 的面相. 

为了计算 ^( T ), 必须找出平行多面体的体积 KR - kY 此多面体由向量化= 

fK ，- - ,构成 
由线性代数知 


^(J2^) = … ■ ， s m ) — v m ^ 
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其中 r m = r ( h , ，是克拉默矩阵的行列式 


r (疗 1， 


， 


(办1, ) 


% 4 « 


( a l ， a tn) 


(^•饥， < J «1) 


4 t » 


( am ， ttm ) 


我们 引人‘ 的计算公式.当 m = 1，2时，显然 vTT 




IM 


Vu ^ T ； 


V ^ h2 ^ 因此 M 二 r 2 / ri . 我们来证明 /^ = r m / r m - u 其中是向 量‘到 


以 ai , ■ ■ ■ t a m - i 为基的 m 


映射. 


维空间 i = 彳 E ^ k 5 rk \ o^k e R , A ： = lj 

L k=l 


» # 




- l } 的 


把泛 m 表疋成 a m = & m + h mt 其中石 m e L ’ hmiL . 那么下面的等式链成立: 


r 


m 


T m 


l 


(ai ， ttm) 



r 


m—1 


(fllj & m ) 


|!& ml | 2 + \\ hm \\ 


2 


r 


X 


r 


m—1 


( ai ^ L ) 


» » 4 


(5 i ， 


(反1，石 l ) 


1 n til) ■ ■ ■ (Clm—h — 0 (^m—1 f ^m) 

— — \M 2 


(6 m ， Ol ) 


(irny Gm— 


Fm —1 



Tm-l 
( pm 1 * ^ l ) 


» V 4 


|| 厶 mil 


2 


r 


IM 


2 


m 


因为第一个被加项的分子中的行列式等于零(它的最后一行是其他各行的线性组合) 
于是，平行多面体巧的体积= fi ( R - k ) 等于 


= V m ^\h 


m 


yim 



r 


r 


\/r 


m 


我们指出， r m > o , 这从等式 


r m 


『爪一 1 


= h m> 0,Tl = ll^lll 3 > o 


推出 ； 因此 


<^( T ) = V r (^i ㈤ ，… 


k 


在此等式中令 At — 0 过渡到极限，就得到计算 n 维空间中的 m 维曲面的面 


积的 公式: 


f ^{ Q ) 





■ » 


D 


J >/ r ( f ii ⑻， …， f i m ⑸) 如1 … dXm ， 
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当 m = 1时我们得到光滑曲线的长度公式 f ^{ Q ) = J D r ⑷11必，而当 m = n 时 
就转化成 n 重积分中的变量变换 公式： 


^( Q ) 


■ 


H 


^/ Tdx ^ … dx . 


V I 


J ^ dx 


D 


D 


其中 Mx ) 是映射 f 的雅可比式 ■ 

注 1, 设乂 = ( ai ,^- y am ) 是由 n 维空间中的 m 个向量组成按列排成的矩阵， 而/是 
它的转置矩阵 * 那么从比内-柯西公式知 


r m = 

1 名 ii <_h<im 


a il t L a il^ … 




此等式表明，平行多面体的体积的平方等于它到所有的坐标 m 维子空间的投影的体积的平方之 
和（毕达哥拉斯定理的推广)+ 

2. 成立阿达马不等式 r ⑻，… , a m ) (屯）… r (^ n ), 其中等号仅当对于一切 Kid ( 

•* 

m, i / J+, 缶与 心正交时成立 ■ 

3. 根据定义， m 维曲面的面积不依赖于参数的选取- 
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第十讲 


§1. 曲线积分 

曲线积分是沿着 n 维空间中的曲线 i 的积分.我们将考虑两种类型的曲线积 
分： 第一型和第二型曲线积分. 

作一些假定.为简单起见 f 我们认为曲线 i 所在的空间是二维的.曲线 i 本身 
被认为是逐段光滑的，也就是说它可以划分成有限个光滑曲线段.我们仅考察一个 
这样的段. 

大家知道，曲线 i 是某个线段 hb ] 在映射 f = f { t) ? t S [ a , b ] 之下的像，其 
中昨）= ( x ( t ), y ( t )), x ( t ) ^ y { t ) 是闭区间 [ a y b ] 上的光滑 函数. 此外，线段 

[ a , b ] 的内点映成曲线上的“内”点，而线段的端点 a 和&映成曲线 L 的端点 A 和 
B,A = f (&). 我们还假定曲线 L 非退化，即不含奇点.换言之，对于一切 

t £ [ a 5 b ], 向量 r f ( t ) 异于零. 

设7 1 是闭区间 [ G ，&] 的一^个标码分法二 to < 亡1 <…< = fc ， 石1，…， 6 m 是 

标码点， 讲 = = 1，… ? m ; At k 是曲线厶上的 Afc = 的像 

的那一段的长度，即 


Ait = / ^ (^( t )} 2 + { y f ( t)) 2 dt 


曲线积分的性质 
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设函数 Shi /) 在曲线 i 上定义. 


定义 


若当 A r ^ 0 时叙分和 


^i{T) = y^g{x ky yk)M k 


有极限，则此极限值叫作函教 g ( x , y ) 沿曲线的第一型积分 


此积分记作 




考虑积分和 


cr2(r) = y^g(xk 7 yk) ， Axfc = x(tk) - x(tk~i)^ 


定义 2 若当 A T — 0 时积分和 a 3 ( r ) 有极限 / 2 ，则乃叫作函数 g ( x , y ) 沿曲 
钱从 必到 S 的方向关于第一坐标的第二型积分. 


记作 


h 


y)dx 


AB 


类似地还定义一个第二型积分（关于第二坐标的积分), 


I g {^ y ) d v ^ 

Jab 


对于积分/ 2 和 is , 常使用下面的记号: 


h = I 

Jab 


ab 


Q (^> y ) dy - 


表达式 


f P ( x } y ) dx + I Q ( x y y ) dy . 

ab Jab 


叫作线性微分形式 JMx + 0 办沿曲线 i = AS 的一般的第二型曲线积分(这里曲线 
通过它的始点和终点来标记). 


§2. 曲线积分的性质 

设 z = x ⑴是常数.那么 


/ 2 — / P { x , y)dx = 0. 
Jab 


实际上，对于任意的分法1总有 Aarfc = 0,从面乃 ( T ) = 0. 由此推出 h 
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定理1 (曲线积分的值用黎曼积分表示）设函数 g ( x , y ) ^ L 上连续*那么西 
线积分都存在且分别等于 

八= /%0 r ⑷ J ⑹⑺)2 +以'⑹ 2 成 

J a 

h = f g {^{ t ), y ( t )) x f { t ) dt } 

J a 

h = f 咖⑷， y ( t )») 出. 

J a 


► 只考虑积分 A . 积分 

f ff ( x (£), y ( t ))^/( x f { t )) 2 + ( y f { t))^dt 
J a 

的积分和 Eim 与曲线积分的积分和 ^ i ( T ) 的差别在于，代替 A 4 而取 

vV ( a )) 2 + ( 他)) 2 仏其中 a e = [^-1,^], 即曲线长度在点 a 处对于 
变量 i 的增量 A 4 的微分.往下可以援引斯蒂尔切斯积分. 

h = f ⑷，此))出⑷ 

的定义，其中 /⑷= f 也，而据此完成积分等式的证明.但我们 

还是给出此式的直接的证明 . 

根据导函数 r ( i ) 在闭區间 [ a T b ] 上的连续性,它在此区间是一致连续的.那么对 
于任意的 t 1,^*；] 和 €*； e [ G - idfc ]， 有 I "⑷〜 ^( Cfc )| ^ w ( Aifc )， 且 lim i ^(^) ― 0. 

(这里 uj 代表函数 r 在 [ a 3 6] 上的连续模 u ;(6) — sup {0 ⑷ — 明| : \s - t \ ^ 5}, 5 > 0, 
译者注). 

由此得 


广 l f [t)dt = DAt k + 广 

J tk-i Jtk-1 

= ^( a ) At fc + OKA 4) A 4). 

由于 g {^ v ) 在紧致集 i 上连续，故它在 L 上有界，即存在数 M > 0,使得对于一切 

( x , y ) € L , \ g { x } y )\ ^ M . 

于是 


^1(^) = y ^ g { x k , y k ) Al k ^ g ( x k7 Vk ) lD 厶 tk + O 

h k 


^52 MAi fc w(Aifc) 
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其中 


|ii| ^ M maxgj(Atfc) Af^ — Af (6 — ct) - maxuj(Aijt) 

k k 


由于当 Ar — 0 时 K — 0, 所以 Mr ) 和 y ： i ( T ) 同时收敛到同一个极限.积分八的 
表达式软证 * , 

定理1给出了计算曲线积分的统一的方法+此定理的下述推论都通过把曲线积 
分转化为黎曼积分而得到 .， 

1 。成立下述 等式： 


I Pdx + Qdy = / (Pco&ckiL + <5 cosq ； 2 ) 成 

Jab Jl 


其中 COS a, ^ = (f 而） = ^ xr ) f +{ ^ - w) 

是曲线 i 在点 (x,y) 处的切向量而和 h 是沿坐标轴 Or 和 Oy 方向的单位向量， 

2° 若对于一切点 （ iy) E i 都成立不等式 gi(x,y) ^ 92(^^), 则有 / 仍忒 < 

J 92 dl 

3 。 成立不等式 J gdl ^ J jslrfr 

4 。 若函数 0 在曲线 L 上连续 f 则存在点 ^ e L 使得 J g<U ^ 其中 

fi{L) 是曲线 i 的长度， 

第一型和第二型曲线积分的值都与参数的选取 无关， 因为在它们的定义中的积 
分和与参数的选取无关- 

特别地，积分 /i 不依赖于是把 A 还是 S 看作是曲线 L 的始点（相应地把 B 述 
是乂 看作终点， 例如， 可以通过关系式 t^a + b - u 来重新定义参数) ■ 

同时，成立等式/ / Pdx, f Qdy ^ — I Qdy' 也就是说，第二 

Jab j Bj4 J as J ba 

型曲线积分当曲线循行方向改变时，积分值改变符号 ® 

我们来考虑曲线 1 的两个参数表示〒 = f ⑷4 € [a } b], 以及忾 = fi(u),u^ [c t 4 
设 * = f ⑻是从 [c，dj 到 [a, &] 的光滑映射-那么 fi 二 n(u) = f(t{u)),x 1 = x(t(u)). 

我们指出：导函数 f ( w ) 在整个闭区间 hd] 上有同一个符号，不然的话，根据 
魏尔斯特拉斯 定理， 将会有某点 M € (c，d) 使 t F ( u 0 ) = 0. 那时将有 r r u { u 0 ) = 
f 洲= 0,于是曲线 i 就有奇点了，也就是说它是退化的，而事实不是这 


样- 

当 t ^ u ) > 0时，必有 t(c) = a } t { d ) = b . 实际上，从拉格朗日定理得知，对于某 
< e (c, 4有 t(d) - t(c) = ^(0(^ ^ c )- 因此 * ⑷ > 办)-而这表明亡⑷= a , t { d ) = b . 



①这里原文是心 b = - J AB Qdy ^ —译者注. 
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往下我们使用定理 1 和在黎曼积分中进行变量变换的定理.我们得到一串关于 
第二型积分的等式 

g{f{t))dx(t) = f g{f[t))x f (t)dt 

d 

(u)du 

d 

g(ft(u))x[(u)du 

J 5(fi(u))dxi (u). 




在 t\u) < 0 的情形有 = b, t{d) = a. 重复上面的论述，得知在这种情况下从 
— 个参数转化为另一个 M 时成立等式 


「 g(f(t))dx(t) 二 —f ff{f(*(u)))a: , (t(M})( / (u)rfu 

L Jc 



式中 4 = fl (c) = f( 6 ), B = 6 (d) = f(a),BA 代表 L 沿与原来方向（从 A 到 B ) 相反 
方向循行.此式恰说明第二型曲线积分与第一型曲线积分一样都与曲线的参数表示 
方式无关. 

_ 

在维数多于 2 的空间中，对于曲线积分，类似的性质都成立 . 例如在 3 维情形 



L 


g{x,y,z)dl = J g(x(t), y(t), + (y f (t )) 2 + {z\t)) 2 dt 



AB 


Pdx + Qdy + Rdz = f Px f (t) + Qy r {t) + 

J a 



P cos +Q cos o ：2 + -R cos asdl^ 


L 


其中 cos a k = (r, efc},r = = 1 ， 2 , 3 , 

\ r \ 

到此，我们结束对于曲线积分一般性质的研究 . 


® 原文此处为 - 其实曲线的参数表示与直角坐榇系的选取是两个概念.参数 t 换为 
时^ 的增加对应于*的减小，从而改变了 L 的循行方向——译者注. 
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§3. 沿闭围道的第二型曲线积分.格林公式 

根据第二型积分的加性，对于任意的曲线 A 
L = L X UL 2 没有重 （ch6ng) 点，就有 




4召和 


BC , 只要曲线 


gdx 



AB 


BC 




L 


gdx- 


就是根据这个公式，也定义了当 A ^ C 重合时的积分.此时,曲线 h 与 h 的联结 
L = huL 2 叫作闭曲线. 

定义3曲线 i 叫作闭的逐段光滑曲线(无重点的如果 

1) L = Lj Ui2 ； 

2) A 和 L 2 都 是逐段光滑的曲线，它们的两端点分别 重合； 

3) 曲线 L 和没有公共点. 

如果在曲线 in 上定义了循行方向，即确定了始点 A 和终点£，而在曲线 L 2 上 
以 B 为始点，以 A 为终点，那么在 L 上就给定了循行方向，使得对于任何不同的三 
点 A u A 2 j A z € L } 下列两个循行 次序： 戾先央皋和总有一个合乎 L 的 
循行方向. 

由于在任何闭曲线 L 上，确切地有两 个不同 的循行方向，其中一个自然地认为 
是正方向，而另一个被认为是负方向. 

我们指出，此时对于微分形式 Pdx + Qdy 沿闭曲线 i 按正方向循行时的积分八 
使用记号 _ 




Pdx + Qdy . 


我们来确定如何选取闭曲线循行的正方向 




1，这个 


重要的例子.作为圆周循行的正方向，取“逆时针方向”，它是这样定义的，把圆周分 


社半圆周 


V 

_ 


x 2 + y 2 = l,y>0 和下半圆周 L 2 ： x 2 ^ y 2 ^hy < 0.在 h 上作为 


始点取4 = (1 T 0), 而终点是 S = (-1,0); 对于下半圆周则以 S 为始点， A 为终 
点. 

在圆周 L 上可以通过指定它上面任取的点4处的切线方向，即切向量 f 来确 
定 L 的循行方向- 

我们考察空间 R 3 中 xOy 平面上的圆周匕设在它的每点处给定了圆周的外法 
向为，它位于平面 xOy 以及圆周的切向量 t 如果沿仏轴的单位向量办(基向 
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量）的方向与矢量积 [ n . f ] 的方向一致，则说向量 f 给定了圆周 L 的循行正方向（简 
称正向)/ 

我们把圆周的这个性质作为定义一般曲线 L 的循行正方向的基础. 

定义4设闭的逐段光滑的无重点曲线 i 是平面 xOy 上的凸集 D 的边界，设 
吾3是 Oz 轴的基向量.在曲线 L 的每点处①给定切向量7和外法向向量反如果向 
量&的方向与矢量积 [ n f r ] 总是一样的，则说向量 f 给出了围道 L 的楯行正方向. 

我们的当务之急是证明格林公式.格林公式给出沿平面区域的边界，平面闭 
民线 L 的第二型曲线积分与沿区域 D 的二重积分之间的联系.为简单起见,我们考 
虑凸区域的情形. 

_ 

定理 2 (格林公式） 设区域1?是凸的，若尔当可测的，紧致的，其边界1 =谷£) 
是闭的非退化逐段光滑的曲线.还设函数尸 Orj ) 和 Q { x , y ) 都在 Z > 上连续，且偏导 

函数^和^都在 D 上连续.那么成立公式 

oy ax 

^Pdx + Qdy = JJ ( m )_ 

L D 


其中曲线 L 沿正方向循行, 


► 仅证等式 


等式 



的证明是类似的. 

设线段[〜 6 ]是区域 D 到 Ox 轴的投影.通过点 （ a ，0) 和（乂0)作竖直的直线 
1 a 和 r =卜根据集合 Z > 的凸性，其边界 L = dD 被分成四部分：位于直线 z = a 
和 a = fe 上的线段 h 和 i 3 ( 它们当中的每个都可仅由单独一个点组成)，以及位于 
这两条直线所夹长条中的曲线和 

在曲线 M 和 i 3 上，: r 的值分别为常数，因此 


f Pdx = 

Jl, 


f Pdx = 0, 

Jl 兑 


对于任何: n G e { a , b \ 直线 x = 吻与曲线 L 2 和中的每条都恰只相交于一 
个点（根据乃的凸性)，分别记作（邱，外(吻)）和 [ x Q ^ 2 { x 0 )). 那么曲线 L 2 是函数 
y = 奶⑹的图像，面曲线 L 4 是函数 y = ip 2 ( x ) 的图像 - 


® 当然不光滑的点除外——译者注 . 
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我们指出，从曲线 L 的逐段光滑性推出函数外 (4 和的逐段光滑性 
从曲线积分用黎曼积分表示的定理得到 


l 2 


P{x^y)dx 



P(x } (pi{x))dx^ 



P ( x ^ y)dx 



P ( x , < p 20^ y)dx 


由此得到 


L2UL4 


dP 


P { x } y)dx 



^i(^)) -P{^ <p2i^)))dx = H. 


由于函数&在 D 上连续，根据牛顿-莱布尼茨公式有 

oy 

广忠） Qp 

P { x ,< fi ( x )) - p ( x y < p 2 ( x )) = — / -^-dy 

J<p t (x) a V 


因此 


H 




-L 


b 


dx 




⑷ ap 


dy 


dy 


- 1 


dp 

dy 


dxdy 


由干 j Pdx = j Pdx = 0、所 V 丄成立 H 二 Pdx - < 

我指出 f 根%积分的加性，格林公式对丰作为有限个凸区域的并集的区域也 


成立. 


例 1. 区域 i ? 的面积，根据格林公式 ; 通过曲线积分表示 如下: 


KD ) 





xdy — — (p ydx = - m xdy — ydx ^ 


2 .设 p : /? 0 — i ? 是从平面区域 D 0 到平面区域 I > 的可逆的光滑映射 - 还$映 
射的雅可比式/ =在区域1> 0 上不变符号且 < f ( dD 0 ) ^ QD , 此外 ，设 蟲 

在 A ) 上连续.我 们从^ 1的公式出发来计算區域乃的测度那么 







xdy . 


dD 


接着，设给定曲线 dDo 的参数表示 it = = v ( t) y a < t S 6. 那么，曲线 Si ? 

对应地由参数方程工 = x { u ( t ) Mt ) ly =^ y ( u ( t ), v ( t )) 给出. 


由曲线积分通过黎曼积分的表达式得 







xdy 







dD 



M d i d i += 


dt 
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而最后的积分可以表示成沿曲线的积分.那么 

dDc 

其中，若曲线次 D 0 与 3D 有相同的循行方向，则 e = 1，而当 3A ) 与況> 的循行方向 
相反时，取 e -1. 

使用格林公式于最后的积分，得 

即卜 (^ dU+ % dV ) ^ S II(ia ( X %)~t i X ^)) dudV 

9 Dq Do 

e If idudv ， 

Do -Do 

j 

由于雅可比式不变号且 pl ( D ) > 0,所以= |_ T |. 因此 

^{£>) = jj [/[ dtidv - 

D 0 

这样就得到了平面区域在曲线坐标中计算面积的公式. 

第十二讲 


§4. 曲面积分 

考察中的光滑曲面我们假设 D 在每一点都不退化，也就是说在它的参 
数表示 F 二 f ( u } v ) } ( u , v ) eD 0 中雅可比矩阵总是满秩，即秩等于2的. 

先假定區域 A ) 是正方形.把它等分成正方形并作一标码 分法％ 以 JlM 
的左下顶点 ( u ^ i , Vkj ), — 1, - * y n 为标码■记的边长为咐 2 = 令 

Dk t i = ^{ Pk f i ), 并考虑曲面 i ? 在点〜= f ( u kt i ^ v kj i ) 处的切平面对应手正方形 

的那一 Rk t “ fc ， ！ = 1 ，…， n . 

在曲面 i ? 的点 r ( u , v ), ( u } v ) € D Q 处定义着 i ? 的两个切向量 h 和 f 2l 它们分 
别对应于雅可比矩阵 Jf ( u , v ) 的第一列和第二列，即 
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§4. 曲面親分 


根据雅可比矩阵不退化这一条件知，对于任何点 ( u , v ) e Do , 矢量积 [ fi ( u , v) y 
f ^ v )] 都异于零向量.我们把曲面上使雅可比矩阵的秩小于2的点叫作曲面的奇 
点.现在考虑的是无奇点的曲面， 

考虑向量 

定义5把向量 fi = n ( r ) 叫作对应于参数表示 r = r ( n , t ;) 的曲面£>的法向量. 

这个称号的由 来是， 向量 fi 与切向量 h 和心都垂直.特别地，当= 
时，向量 n 垂直于切平面 Rk f i - 

如果6是正方锻 iV 的边长，则风 M 是一个面积为- ||[n ? f 2 ]f|^ 的平 
行四边港，其中与曲面！>相切的向量 h 和& 在点处取值. 

如果给定曲面 D 的另一个参数表活 A 那么等式 n(r) ^ n { p ) 以及 n { f ) = - n { p ) 
两者总有一个成立.那么等于向量耐 f) 与&⑻ 的标量积的函数 f { u , v ) 总共取两 
个值+1和 -1. 但此函数是 Z?。 上的连续函数，因此它或者恒等于+1，或者恒等于 
-1. 这表明，在改变参数表示时，我们所定义的法向董或者在 i? 的每点都不变，或者 
在 D 的一切点同时改变成相反的方向，因此说，无奇点的光滑曲面对应于某个参数 
表示的曲面的法向量标示了该曲面的一个侧.具有被标示的侧的曲面叫作双侧曲面. 


定义6曲面£>借助于参教表示而标示其一个側，叫作曲面1>的定向 ( opneHT - 


往下，设在曲面 D 上给定了一个三个参数 f 二 ( x t y 7 z ) 的函数 h ( f ). 考虑对应 
于标码分法V的如下四个积分和： 


k，i 

cr^(V) ^ ^ h(fk,i}^(Rk,i)(n, e 9 ), s - 1 , 2 , 3 . 

k,l 


由此，特别得到下面的表 达式： 

tri ( V ) - ^ h ( f k j ) - ^( Rk t i ) co^X = ^2 h (^ h , i ) M u k , i ^ k , i ) S 2 , 

h y i k,t 



cos A ； = (n 1 ei)^A(u y v ) — 


Vu z u 

Vv 


类似地可以写出内 (v ) 和乃 ( K) 的表达式，只需把 cosX 换成 cosr- (n,e 2 ) 
和 cos^ = (n ? ^3), 以及把 A = A ( u y v ) 换成 


S = B ( u ， v )= 



mc = c{u y v)= xfuV，u 

£< Vv 
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法向量 A 可表示成 


& =( 去荞 *)> A2 + s2 + c2 = w - F2 ‘ 

定义 7 若当 Av —0 时积分和 MV) 有极限和， 则称和 为函数 h{f ) 沿曲面 
D 的第一型曲面积分.记之为 


Io 


JJ h(f)dS. 

D 


定义 8 若当 A v — 0 时积分和 a 3 (V) 有极限 I s 's = 1,2,3 ,则称忍为函数 
h{f) 沿曲面 D 对应于参数表示 f = f{u y v) 的一侧的笫二型曲面积分 ,5 = 1,2,3 . 记 
之为 


h = jj h(f)dy A d、 = JJ h(r)dz A dx, 





h(f)dx A dy. 


D 


D 


D 


这里符号 A 用来区分第二型曲面积分与通常的沿曲平面点集 D 的二重积分. 
常常略去这个记号（只要不产生歧义的话). 

我们指出，代替积分圪4心中的微分形式，可以引人形式 


(j = Pdy Adz + Qdz Adx + Rdx A dy 


并考虑此微分形式的第二型积分 i = ff 仏 

D 

我们引人上述第一型和第二型积分的两个性质，这两条性质直接从积分的定义 
推出. 

1 °成立等式 



JJ Pdy Adz + Qdz A cfcc + Rdx A dy 

D 


JJ (Pcos X + Qcos Y + Z)dS, 



其中 cosX = (ii ， 否 i),cosY = (n, e 2 ) ? cosZ = (n f 63 ). 

2 ° 

定理 3 (曲面积分与二重积分的联系） 设函数 h(f) 在光滑的，不退化的（无奇 


点的)，若尔当可測的，紧致的曲面 Z ) 上连续，那么成立下面的 等式: 


/o 





h { f)dS 


jj h ( f ( u , v )) Vrdudv , 


EG — F 2 


n 


d 0 



Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx A dy 



(P cos X + Qcos Y + R cos Z)dS 



{PA + QB -h RC ) dudv , 


Do 


► 此处要证的，本质上与曲线积分毫无区别，因为积分号下的函数，根据其在紧集 
D 上的连续性，是可积的.因此当 A v —0 时相应的积分和 MV ) r -^ s { V ) 必定 
收敛到这些积分的值 . 4 

注在 n 维空间中定义曲面积分有点复杂 { 主要是定向的概念比较复杂).稍后我们再回到 
这个问题. 

例 1. 考虑上半球面 a : 2 + y 2 +^ 2 = 1，3 9 0的“外表面”.它可以表示成圆 
Dq = {( A !/) 卜 2 + J / 2 ^ 1} 在映射 


X z = x } y = y,z 




( x 2 + y 2 ) 


之下的像. 


我们证明 n =行 ( f ) = f . 实际上，対于参数表示 F = f ( x ， y ) 有 


(lf0 ’ 一 — = ( 0 丄-0二一/ 


et e 2 




0 1 


、一炉… 

古 3 

1 -X 2 - y 12 

y 

1 — x 2 — y 2 


否 Vi 二 一 ^ 十〜1二 2 ;^+刼 


因此 


n ( f ) 


1U 训 
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现计算/ = Jfjf zdxAdy . 用定理 3 ,得 

D 



JJ zoosZdS — 

D 


JJ z cos Z - 



dxdy 





Y 


2. 设曲面 D 由方程 z = < p { x } y ) 给出，其中是上的光滑函数，且积 
分沿着曲面 D 的上側进行，也就是沿着使 co S Z >0 的一侧进行.把乃的这一搁标 
记为1?九那么 

JJ h(x,y,z)dx Ady = JJ h{x' y ，、 y 、、 dxdy• 

D+ D a 


§5. 曲面的定向与它的边界的方向的匹配 

实质上，我们只给出了当区域 A ) 是正方形时的曲面积分的定义.对于第一型曲 
面积分，这个定义可平庸地推广到曲面由有限块作为正方形的光滑映射的像的曲面 
在公共的边界处相毗邻而拼成的情形.那时，第一型曲面积分正是组成它的各块上 
的积分的总和.经标准的 论述， 我们就可从特殊情形过渡到对于任意的若尔当可测 
的紧致集合 Pc 的第一型曲面积分的定义.不仅 如此， 用这种方法还可以研究沿着空 
间立体的边界,例如三维空间中立方体的表面,或球的表面的第一型曲面积分.在一 
切这样的情形，都认为沿这样的曲面的第一型曲面积分的概念已经定义并且关于用 
二重积分表示这样的积分的定理也都成立. 


定义9曲面叫作逐片光滑的，如果它是连通的并且是有限个光潸曲面的并 
集，这呰光滑曲面的每一个都是具有逐段光潸的边界的凸的平面集合在光滑映射下 
的像，并且任何两个这样的光滑曲面的公共点（如果存在的话）必定属于上迷平面集 
合的边界的像. 

定义10沿逐片光滑曲面的第一型曲面积分等于沿着它的光滑部分的积分和. 

沿逐片光滑曲面的第二型曲面积分的情形是比较复杂的，因为这里必须协调它 
的各部分的定向.我们来考虑这种情形. 

我们引人一系列新的定义- 

定义11设集合 A > 是凸的 ， A = dD 0 是无重点的逐段光滑闭曲线.光滑决射 
f 杷映成光滑曲面 A 称 A 在政射 f 之下的像 f ( A ) 为光滑曲面乃的边界，记 

作 l = aD . 



§5. 曲面的定商与它的边界的方向的匹 K 
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注显然，曲面 D 可以是平面集合，且此时不必是凸集.因此，凸性不是实质性的限制.因 
此，可以认为集合 P D 是凸集的像. 

定义12说曲面 D 的参数表示尸与它的边界 L = 3D 的方向相呼应（或与它 
边界的方向相匹配)，如果依这个参数表示 f， 曲线I的方向由它的逆像 A (曲面 U 
的逆像 Aj 的边界）的正方向产生， 

注若 t = K /\ r f t \ 是曲线1在点 A 处的切向量，对应于参数表示 f s 且 n = n ( f ) 是曲面 
J? 在点 A 处的法向董，那么曲线 i 的方向与对应的参数表示 f 相匹配指的是曲线 i 相对于向 
量行沿 “逆时针方向 f 猶行' 换言之，向童5 = [ r , n ] 是曲线 i 的法向量，位于曲面 B 的切平 
面内 t 并且指向乃到此切平面的投影的“ 外面' 这与平面情形方向的匹配的定义完全相符. 


定义13说逐片光滑曲面 D 是具有标示的一侧的双侧曲面，如果它的各个不 
同的光滑块的参教表示使得任何两个相邻的块的公共边界按每块自已的参数表示所 
取的方向恰好彼此相反. 

例设曲面 Z ) 是位于平面 xOy 内的平面图形 .考虑 D 的上侧并设 D - 

那么曲面 D , D u D 2 的定向与它们的边界 L , L u L 2 的方向相匹配，如果这些曲线全 
都“逆时针方向”循行的话.这时 显然， 在边界 A 和边界 h 的公共部分上，沿 A 
的方向与沿 L2 的方向是相反的. 


我们来解释曲面 I ?的定向与其边界 L 二 dD 的方向相“匹配”的 定义. 设给 
定曲面乃的参数表示是平面集合 A > 在映射 f 下的像.还设参数表示 w = 
u { t) y v = v { t ) 给出了边界 A = 9 A ) 且产生正的 方向- 那么边界 L = dD 的参数表 
示 :f =叩）=借助于向量〒给出了围道（曲线从的循行方向，我们^ 
这个方向是与曲面 D 的侧相匹配的方向.设给曲线 i 一个任意的另外的参数表示 
P ( tl ). 那么向量 n = pUKI 给出了围道 L 的循行 方向. 如果向量〒与 n 重合，那 
么曲面 D 的定向和曲线 i 由参数 p { h ) 确定的方向叫作是相匹配的，或者叫作是与 

参数表示 f 相呼应的- 

定义14函教 h ( f ) 沿双侧的逐片光滑曲面 D 的标示的一倒的第二型曲面和分 
指的是沿一切组成曲面I?的光滑片的相应的曲面积分的总和. 

此定义推广了当曲面是正方形在光滑映射之下的像时第二型曲面积分的概念 - 
同时，在这种情况下,关于第二型曲面积分用二重黎曼积分表示的定理也成立. 

注1 (此注对于斯托克斯定理鼉重要的上面所说的定理可用于处理形如 

JJ Pdx /\ dxy jj Qdy A dy ， Jj Rdz A dz 

D D 


的积分.借助于该定理把这些积分归结为通常的二重积分，得知，对于任意的函数 PyQ , R 成立 
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等式 


jj Pdx A dx 

D 


JJ Qdy Ady = 

D 


JJ Rdz Adz = 0^ 

D 


这个注记使我们可把格林公式写成下面紧凑的也是方便的 形式: 


^ Pdx + Qdy = 

3D 


jj ( dP ) /\dx + ( dQ ) A dy ^ 

D 


这里 i ? 是凸曲域，是 D 的逐段光滑的取正的循行方向的边界, AP 和构是函数 
P 和 Q 的微分.这里积分 j 不能理解为二重积分,而应理解为沿平面曲面乃的上 


D 


侧的第二型曲面积分，实际上，那时有 


类似地得到 



( dP ) Adx = JJ { P^dx P ^ dy ) A d 


D 


D 



P f x dx Ada; + II A dx 


D 


D 



jj (dQ) /\dy = 

D 



选择平庸的参数表示 x = x,y = y } 最后的两个积分就可看作寻常的二重积分，于是 
我们得到了以前所证的形式的格林公式. 


注2我们指出，借肋于足够简单的公式给出的曲面也未必总是逐片光滑的.例如带有顶点 
的锥面就属此列.然而上面建立的一组定义使我们也能处理这种曲面上的积分 * 为此可以使用与 
反常积分理论相近的模式.在上述锖况下，把曲面积分的值定义为沿着锥面去掉其顶点的某邻域 
后的曲面上的积分当该邻域之半径趋于零时的极限. 


第十三讲 


§6. 斯托克斯公式 

前面所说的格林公式不仅在平而情形成立，而且在三维空间也成立，此时它叫 
作斯托競公式 ■ 


定理 4 (斯托克斯 公式） 设乃是 R 3 中 的光滑的不退化的（无奇点的）曲面，它 
是平面凸集乃 0 在缺:射 f = f ( ix 5 v ) 下的像，这里映射 f 的坐标是二次连续可导函数, 
设曲面£>的边界 i 是逐段光冴的曲线，它是集合 A ) 的逐段光滑边界 A 的像.边界 
L 的方向与参數表示 f 相呼应.还设 P ' Q ' RlD 上的光滑函数，那么成立公式 



Pdx + Qdy + Rdz 





( dP ) Adx + ( dQ ) A dy + ( dR ) A dz 


//( 


dy 


^) dyAd3 


+ 


dP 




dz 


- f ) 


dz A dx 


十 


dQ dP 

dx dy 


dx A dy . 



根据曲面积分的线性性质，只需考虑积分 K 



Pdx 的情形，就 是说， 只需证 


明公式 


K 


f 




( dP ) Adx = JJ P^dz Adx — Pydxdy 




D 


设 f ( u , v ) 


( x ( u y v ), y { u , v ), z ( u } v )) 是曲面 I? 的参数表示，其中 ( n , v ) e D 0 . 


此外，区域 A ) 的边界 A 由逐段光滑的参数表示 （u = ( u { t ) y v ( t )) 给出，其中 
t e [O r 1] = /, ( u (0), v (0)) = («(l)，v(l)). 此参数表示进而给出了曲线 i 的参数表示 

f ( u ( t }, v ( t )). 

根据曲线积分由定积分表示的定理， 


K 



Pdx 



1 


P { f ( u ( t ), v { t ))) dx { u ( t ), v { t )) 


根据同一定理，右端的积分等于 


K 



P { f { u , v )) dx { u , v ) = ^ Pifiu . v ^ ix^du + x f v dv ) 


A 


A 


对积分 K 使用格林公式，为此使用一阶微分形式的不变性以及函数 
y { u , v )^( u , v ) 的二阶偏导函数的连续性，得到 


K 


dP { f { u ^ v }) = P ^ cfa :( u , v ) + Pydy { n : v ) + 

=<£ v )) dx { u , V 、 = jj { dP { f { u , v )}) A dxiu ^ v }^ 


Do 


从而 


K 


jj P ^ dziu . v ) A dx ( u , v ) - Pydx ^ v ) A dy { u , v ) — Si 
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这里& 看作是沿平面区域 A ) 的上侧的第二型曲面积分+然而在参数表示 f = 
f ( u , v ) 之下，两积分 S 和&给出同一^表达式.为确认此事，只需根据 dx { u , v ) = 
x^du + x f v dv 等等而展开表达式 v ) A dar ( u ， v ) 和 dx ( u , v ) A dy ( u y v ). 

最后我们看到/和氏归结为同一个二重积分 

S = S ± = JJ ( P^B + P ^ C ) dudv ^ 

Do 

其中 

y f v < 

这就证得等式 k = s . ， 

注对平面曲面 d 施用斯托克斯公式，我们就把格林公式推广到了作为凸集的像的区域的 
情形，然后再使用这个结果来证明斯托克斯公式，就可在定理4中认为区域 Do 是凸的可测集的 
像. 



§7. 高斯-奧斯特洛格拉徳斯基公式 


此公式是格林公式在三维空间中的类比. 

定理5 (高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式）设 

1 ) 集合 KCR 3 是凸的，若尔当可测的，紧 致的； 

2 ) 集合 V 的边界 S 是不退化的（无奇点的）逐片光滑 曲面； 

3) 在集合1/上给定光滑函数 P = <5(0^，斗/2 =叫3：，^外 
那么成立公式 

_ 

發 Pdy Adz + Qdz Adx + Rdx /\dy = JJJ(P^. + QJ, + R! z )dxdydz. 

5+ v 


这里等式左端的积分是沿曲面 S 的外侧 S + 的第二型曲面积分，而等式右端的积分 
是寻常的沿集合 V 的三重积分. 

► 如同在证明格林公式时那样，只考虑 P = 0 ,Q = 0 的情形.作曲面 S 到平面 
xOy 的投影，并记此投影为由于 V 是凸的，任何平行于轴的并与 D 相交的 
直线与 F 的交都是一条线段 . 设 ( x , y ) G D , 那么过 （ ar , s /) 与仏 平行的直线与 V 

①原文此处为 P ； C)dudv ——译者注1 
③原文为(？= ——译者注. 
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的交的下端是 { x , y } < pi ( x , y )), 上端是还设 A = & D 代表 D 的边界. 
那么曲面 S 划分为三个逐片光滑的 部分： 

51 = {( x , y , z )\( x y y ) e D,z = < pi ( x y y )}, 

5 2 = {Ky, ^D,z = y>2(^yV)}y 

53 = {(^^>^) 1(^1 y) ^ A ， (ne) 与 5 iUS 3 }- 

这里，对于曲面私，积分沿其 下侧； 对于 曲面氏 则沿其 上侧； 最后对于曲面 S 3 ， S 的 
柱状部分，积分所沿的一侧的法方向垂直于 Oz 轴且是 D 的外法向. 

根据化曲面积分为二重黎曼积分的定理， 


II 

S 3 


Rdx A dy 





Kcos ( n , e^)dS — 0, 


S a 


这是由于 在馬上 cos ( S , £ 3 } = 0 . 还有 



Rdx A dy 



Rcos { n i e 3 )dS 


JJ 尺 (H Wi ( 怎， V^dxdy, 


Sj 


Si 


D 



Rdx A dy 





i ? cos ( n , e^)dS 



R ( x , y t ip 2 ( x , y )) dxdy r 


5 a 


S2 


根据牛 顿-莱 布尼茨公式,对于固定的 ( X } y ) G £)，有 


广 3(* ， V) 

R (^ 7 y .< P 2(^ y )} - Rix . y .^ ix . y )) = j 

^ (a ， 鉍〉 


dR(x } y 7 z) 

dz 


dz 


因此 


# 


Rdx A dy 





Rdx Ady + JJ Rdx A 办① 


s 2 


Si 



fW dR ( y' z 




dz 


II 


dR ( x , y , z ) 
dz 


dxdydz. 


注 1. 与格林公式的情形一样，此公式可推广到 K 是凸区域在某光滑映射下的像的情形- 

2. 显然， 若 h 和 K 满足定理1的条件，而V = K U 妁，且 M 和 K 相切于一个逐片光 
滑的边界，则定理1对于V也成立 ■ 

3. 可用与格林公式和斯托克斯公式类似的形式来表述髙斯-奧斯特洛格拉德斯基公式，即 

發 Pdy /\dz + Qdz A<tu + Rdx A dy 

s 

=JJJ (dP) Ady Adz + (dQ) Adz A dx + (dR) A rfx A dy, 
v 

①此处原文为 “jf Rdxdy = ^ Rdxdy — Rdxdy ^ -译者注 ■ 


3 


s 2 


Si 
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然而这里需要引入某些新的概念.对于 n 维空间中的 k < n 维曲面，上述形状的一觖公式叫作一 
般斯托克斯公式，其证明本质上与髙斯■奥斯特洛格拉徳斯基公式一样.确实，这时曲面的定向和 
它的边界的方向的匹配使问题变得更复杂. 

4. 我们来定义作为空间凸体 V 的边界的逐片光滑曲面 S 的“外法向' 


设在点 reS 处存在法向童％那么从几何的考虑清楚地看到，对于曲面 S 的上面部分 A 
来说，当 n 3 > 0时 fi = 是外法向，而对于曲面 S 的下面部分灰来说则当 n 3 ^ 0 

时给出外法向， 

对于与参数表示 z ^^( x , y ) 相呼应的法方向，巧 

T13 ~ — ■- 1 ，… > 0- 

VI 十⑹ 2 十 ㈣ ) 2 

因此，参数表示 z = ^( x y y ) 永远与曲面的“ h ” 侧呼应.所以在转化为二重积分时，对于曲面兔 
的情形，我们在积分号前冠正号，而在曲面&的情形则冠负号. 

例 1 从定理 1 得到立体体积 V 用沿曲面 S ^ dV 的曲面积分表示的 式子： 

V =释 xdy Adz = ^ ydz Adx = zdx A dy. 
s + s + s + 

这里曲面积分沿曲面的外侧进行. 

为了确定曲面 S 的夕卜侧，应该通过曲面上的点作曲面的法线，取此线上，以该点 
为顶点，指向凸体 V 的外部的方向为外法向. 

例 2 (商斯积分）设 S 是逐片光滑的 5 不退化的，若尔当可测的，紧致的曲面- 
设 P 是某固 定点， M 是在曲面;5上变化的点 , f = f ( P , Af ) 是以 P 为始点 M 为终点 
的向径片是曲面在点 M 处的外法向.那么 

s T U ， 若尸与 K 


先考虑 P 的 情形. 设 M = ( x , y 7 z) 7 P = ( a , b y c ). 那么 f = ( x - a , y - b , z - c ) 

在点 A / 处曲面的法向暈等于 = ( cosa ， cos /3, cos 7). 于是 


cos ( r , n ) 


jr^n) 

IMI 


(x — a ) cos o ： 十 (y _ b ) cos + {z — c ) cos 7 


r 


使用髙斯-奥斯特洛格拉德斯基公式 ，得 




奧斯特洛格拉 ft 斯基公式 
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还有 


dx 


&y 


dz 


(^)-4 

V r d / 

\ r 3 / r 3 

(^) = pr 


3 (x - a ) r ^ 

3 (；/ — b)r f y 

T 4 

3 (^- c)r f z 

r 4 


结果 


G 


f (暴 2 


若尸 e v \ s , 则把戶用整个含在 v \ s 内的球 y E 含住.用&代表此球的表面. 


根据上面的结果有 



cos(f ， n) 


dS ^ 


sus 


III 

v\v t 


OdV ■① 


但由于在氏上的每点，作为 v \ v £ 的表面 SUS £ 的外法向恰是的表面&的内 
法向，所以作为第二型积分时， 

II =//-//■ 

( SUS E )+ S + S + 


何因 



cos(f ， 行 ) 


dS = 4 tt , 




所以积分 G 在戶 £ V \ S 处的值为 4 tt . 

对于 p e s 的情形可类似地处理， 

例3 (格林公式）高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式的一个引人注目的推论是在 
数学物理中具有重要用途的又一个格林公式- 

设 U 和 v 是具有二阶连续偏导函数和的光滑函数■还 
设 V 是凸若尔当可，的，紧致的集合，其边界抓是逐片光滑的定向曲面.此外， 

设 Aw = g + 0 + ^是拉普拉斯算子,^是沿曲面外法向 n 的方向导数.那 
么成立下面的格林 公式： 


H 


dv 


du 


] dS 


dn 


dn 


Iff (vA 


u ^ v ) dV . 


dv 


«原 文把 V \ V E 的表面写成 S \ S t , 只能会意而不达意——译者注_ 
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实际上，根据高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式有 


A 



d 


■dx 


dv\ 

U 瓦 ) 


+ l( u ^) + S(^)] dV 


Oy \ dy 


Wz VWz)\ 


v 




dv , dv 、 9v 〆_ _ 、 

-s- cos(n, ei) + u— oos(n, e 2 J + u— cos ( 托， e 3 ) 
ox oy oz 


dS 


av 



u^dS 

on 


dv 


另外 


d ( dv\ 

^ \ u d ^) = 

多 ( 嗜 ) = 

oy \ oy/ 


dv\ 


du dv d 2 v 

dx d^ JrU dx 21 
du dv d 2 v 

dydy + U dy 2 ' 
du dv d 2 v 

dz dz dz 2 ' 


使用对于 4 已得的公式，求得 


fff fdudv du dv dudv . „ r 

Jjj [d-,d-^^Yy + — ]dV 

V 


dv 


dz dz 


J u^dS 


On 


-i 


u ^ vdV . 


av 


v 


于此式中调换 IX 和〃的位置，得 



dv 

dn 


dS- 



uAvdV 


II ^ 


dS- 



v ^ udV , 


av 


v 


av 


v 


班 一- vAu)dv - 

av v 

此公式叫 作格林 公式；特别有益于对调和函数进行研究.所谓调和函数，指的是 
满足拉普拉斯方程 Aii = 0的函数 u . 


第十四讲 


§8. 仅依赖于其积分限的曲线积分 

▲ 

设 P ， Q ， K 是定义在凸区域上的光滑函数.我们来叙述并证明，沿着始点和终点 
固定的曲线的积分与路径无关的定理. 


ga . 仅依鶫于其积分隈的曲线积分 


■ 493， 


定理6 设 i 是逐段先滑的不退化的曲线.积分 



Pdx + Qdy + Rdz 


不依赖于积分路径（而只与曲线 i 的始点和终点有关）的必要且充分的条件是存在 
函数满足 

dk — Pds： + Qdy + Rdz ^ 


► 


我们认为定义在某球 ficR 3 的内部. 

必要性 设积分/不依赖于积分路径而只与其始点和终点有关.固定 fo, 任取 


沿 着以均 为始点 A 为终点的任何路径都得同一个积分值，记为 h ⑺ 
中 w 二+ Qdy + Rdz - 设 h 和 f 在平行于0疋轴的直线上.那么 



，其 


rof 


h ( f ) - h { fi ) 



Pdx 



P [ t ， y u z{)dt 


关于;求导此式，得 


类似地得 


dh 

dy 


=兄即 


⑹ 

= dh . 


充分性设 L 是以& 为始点 f2 为终点的逐段光滑的不退化的曲线■设 f 
f ⑴， t e[0,l] 是 L 的参数表示，那么由曲线积分过渡到单变数函数的定积分，得 



dh 





hf t ( r { t))dt = h ( f 2) — h ( fi ). 


这 表明， 全微分（仙）的积分只与路径的始点和终点有关 ■ * 

定理 T 设 Q 是 的& 区城.为使微分帝式 uj = iPdac + Qdy 在 是■分 
(即某二元函数的微分)，必要且充分的是对于卩的一切点都成立等式 巧=~^- 

► 必要性设 w 二仙,则等式给出的是混合偏导数的等式.必要性获 


证. 


充分性设成立^ =尝■令 


H ^. y ) 



P ( t , y)dt 



怎0 



Q ( x 0 , v ) dv , 


3/o 


那么 


dh 

dx 


P (^ y ) 
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根据莱布尼茨法则，得 


dh 

dy 


Qi^o.y) 






dP{t } y) 

dy 


cit = Q(z 。， y) + 



X 


dQ(t,y) 

dt 


Q(i 0 ， y ) 十 Q{x,y) -Q(xo,y) = Q{^,y)^ 


于是 dh = oj . ^ 

类似地可证下述命题， 

定理8 设 n 是凸区域.微分形式 wsPt/x + Qtiy + iMs /是全微分当且仅当成 
立等式 ' 

' OP_dQ aP ^ dQ = dR 

dy dz dx 1 dz dy 

ffd —般说来，在凸区域 C R" 上微分形式 u 是某函数 A 的全微分，即 a; = 肋， 
等价于 du; = 0. 

例设/⑷是复变数 2 T 十也 a；，y e R 的函数,取复数值 

f(z) = u(x y y) + iv(x^y) = u + iv t 


其中是实值函数，且/⑷是复平面 C 的某区域 f ) 上的单值函数.设 L 是简单 
的，可求长的定向曲线， icn . 

定义函数/(4沿曲线 i 的曲线积分： 

1=1 f(z)dz = I (u + iv)d(x + iy) 

Jl J l 

— I (udx — vdy ) + i I {vdx + udy ). 

Jl Jl 

设函数 u = u ( x ^ y ) 和 v = v ( x y y ) 在区域 fZ 上是光滑的，进而要求积分/不依 
赖于积分路径 L ， 而只决定于它的始点％和终点根据定理6和定理7,此时有 

du _ dv du _ dv 
dx dy ’ dy dx 


这些条件叫 作柯西 -黎曼 条件. 我们指出，当函数 w 和 XT 在区域上具有光滑性时， 
这些条件是复变函数/ = u +如在 n 上可微的充分必要条件. 

那么，设函数 u 和1是光滑的.考虑积分 

F{z) = f f{z)dz = f f{z)dz = U(x,y) +iV(x,y), 

J L J zn 


其中 



udx — vdy、V — V(x 1 y)= 



由此得到 
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8 U _ dv 

dx dy 


dy dx 


所以，函数 F ( z ) 是可微的，且 






at; 

dx 




dV 

dx 


^ u + iv ^ f(z) 


于是，函数 F ⑷是函数 / ⑷的原函数，并且对于函数/⑷的积分成立牛顿-莱布尼 
茨定理. 

下面的定理是定理6和定理7的简单推论. 

定理9设函数 f ( z ) 在区域 S1 上连续， ft C C. 那么对于任何简单的可求长的定 


向围道 LcQ t 成立等式 



所得到的定理在单复变函数论中叫作柯 西基本 定理. 


§9. 向量分 析初步 

考虑三维空间 R 3 中的凸区域 V. 设在此区域上定义了标量函数（即数值函 
^) h { u ), u € V y 以及区域 K 到 K 3 的映射 < f ( u ) y u & V . 

传统上，在把分析应用于数学物理和数学力学时，一系列联系于研究函数办作) 
和0⑻的问题分离出来单独组成 一章， 叫作向最分析或(向最）场论.这一氧除了 
记号以外，本质上不含任何新内容，然而应该了解这些符号语言， 

定义15函数 h(0) 叫作区域 K 上的标量场， 而峡 射朵⑹叫作区域V"上的向 
量场，如果函数 h { u ) 和缺:射 挪) 都是光清的，则相应的场也叫作是光滑的 - 

下面我们认为和 綱 都是V上的光滑映射 - 

定义16向量场乂 ㈤= d 棠 D 二获 8 ^⑹叫作标量场九㈤的梯度 • 

定义17向量场 h ( u ) 在点匈处沿方向 Z 的导数是 

lim \(h(uo + te) — h(uo)) — 

<：—►O t Ol 

其中 g 是确定方向 i 的单位向量 ■ 

我们知道 

= (grBdh(u),e), 
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例1满足条件 h { u ) = a 的一 切点& 的集合 5 叫作函数的等离集，这里 a 
是常数.设等髙集 { u \ h ( u ) = a } 含有点如，且与点如的一个邻域的交 n a 是一个光 

滑曲面.那么 在点如 处沿与 n „ 相切的任何方向 I 都有综=0 .这是由于在仏上 
过点甸具有切向量 g 与 i 的方向一致的曲线 i 上，恒有 h ( ih ) - h ( u Q ) ^ O . nteL . 
由此推出 

dh ^°) = (grad/i(wo) f e) = 0, 

因此,如果向量 gTBdh ( u 0 ) 不为零向量，则函数 M 句在点 U 0 处的梯度与等高曲面(简 
称等髙面)> n a 在如处的任何切向量都正交，从而就说它与仏在点 ii 处垂直. 

例2考虑函数= f ( r) f 其中 I * = I 卜 - 如||.此函数的等高面 n fl 是以 G 0 

为中心半径为在的球面.那么函数/ ㈧ 的梯度向量取球面的法方向，即沿着半径 
f — u-UQ 的方向-因此， grad /( r ) = 特别地 grad (- 1/ r ) = f / r 3 . 

例3设在点％处有单位质量的探试质点，而在点七处有质量为的质点， 


rj = tij — uq , j = 1,2,-- y k ^ 

那么，作用在探试质点上的引力等于 


F(tio) + 


V V ■ 




从例2得 

F ( uq ) — grad 

例4设在若尔当可测的紧致集合 V C ffi 3 上定义了物体 V 的质量分布函数 
p { M ), M e %且 p ( M ) 是逐段连续的.设当 M 矣 V 时 p ( M ) = 0,设 P 是某固定点， 
M 是任意变化的点，并设 f = f { P ， M ) = P - M 1 r ( P 1 M ) ^ j | f { P , M )| j . 那么作用在 
位于 P 处的单位质量的探试质点上的力，根据与离散情形的类似，等于 


m 3\ 

㈣ - 



r 3 ( M ) 


dV ( M ), 


其中 dV ( M ) = dx { M ) dy ( M ) dz { M ). 

作用力函数 F ( P ) 可表示成 


其中 


H p ) ^ -grad^(F), 



P(M) 

r ( M ) 


dV ( M ) 



实际上， 
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gradv ?( P ) 


JJJ p(M)gr^d 


r { P , M ) 


dV{M) 


V 


III _ 


V 


r(P, M) 
r 3 ( P , M ) 


dV { M ) = F ( P ). 


定义 18 设糾 = 是光滑的向量场.那么 


dp dQ OR 


div 朵 


叫作向量场的散度，而向量 


dR_9Q dP dR dQ dP\ 

dy dz’ dz dx 1 dx dy / 


TOtifi 


叫作向量场的旋度. 


如果我们引人“奈普拉”算子▽，令 


_ / d d d 

V = \^ di f d~z 


则上面的定义可形式地写成 


div^ = (V, ^), rot^ = [V, ^), gradft — V/i ? 

其中符号表达式 ( V ,< p ) r [ V , 0 \ 分别表示标量积和矢量积 • 

也可以从对于微分形式的恒等式来定义 di 吨和 rot^ : 

daj 2 = {dP) Ady Adz + {dQ) /\dz A dx + {dR) AdxAdy 

=(div<p)dxdydz : 

du^i = [dP) A dx + {dQ) A dy + {dH) A 
=vidy Adz + V 2 ^z Adx + Vsdoc A dy ， 

其中 rot^ = (v ly V 2 ,v^) } dh(u) = (gradh(u) } du). 

由此 , 使用关系式 dx Adx = O^dx Ady = —dy A dx 等等 * 就得 div 史和 rot 史的 

相应的表达式 

我们引人两个有用的恒等式： 

rot gradft(ii) = 0, div rot^(n) a 0, * 

它们可通过直接计算来证明，它们也是对于微分形式 w 成立等式 f w = 0 —事的 
推论 . 
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实际上，第一个恒等式从公式 

推出，而第二个恒等式从公式 

d 2 o; 】 = d(dP Adx + dQ Ady + dR A dz) — 0 

推出- 

定义 19 沿逐段光滑的定向闭曲线 i 的第二型曲线积分 

/o = ^ Pdx + Qdy + Rdz 

L 

叫作向量场沿围道 L 的环流量. 

若 f 是沿围道 L 的循行正方向的单位切向量，则积分/ 0 可写成第一型曲线 

积分 

/o = (DL(^f)dl, 

L 

其中出是曲线 i 的长度元. 

定义20沿双侧的逐片光滑的可测的曲面5的标定的一侧的第二型曲面积分 

I = jj Pdy A dz + Qdz Adx + Rdx A dy 
s 

叫作向量场 < p = (P, Q , R ) 通过曲面 S 的流量 ■ 

如果用 n 代表 S 的对应于所选定的一侧的法向量，则通过 S 的流量可写成 

! = jj (^n)dS. 

s 

我们以向量的形式来转述斯托克斯定理和髙斯-奧斯恃洛格拉德斯基定理. 
设曲面 s 的对应于法向量 n 的一侧与围道 i 的循行方向相匹配4的循行方向 
对应于它的单位切向量^这是可以做到的.例如，我们根据连续性确定在曲线上的 
法向量 f 然后让向量 f 的指向使得围道的循行关于&是按“逆时针方向”完成的. 

定理 10 (斯托克斯公式） 向量场尹沿逐片光滑曲面 S 的逐段光滑边界 L 的 
琢流量等于向量场 rot ^ 通过此曲面的流量，即 

= jj (rot^, n)dS t 

L s 
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定理11 (高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式）向量场@通过凸的三维区域 v 的 
逐片光滑边界 s 的流量等于向量场$的散度场沿着集合 k 的三重积分，即 

^ (<p } n)dS = jjj divtpdV^ 

S V" 


其中 n 是曲 面：？ 的单位外法向量. 

我们指出高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式的三个有趣的推论.下述等式成立: 

JJ(n t 0)dS^ ( V , ^p)dV, 



⑴ 



( 2 ) 

(3) 


实际上，譬如说我们来考虑公式 （2). 其中向量等式的第一坐标是 


JJ (Rco^f3 — Qco^^)dS — 

s 





对于向量场朽= ( o t R ,- Q ) 上面的等式转化成寻常的髙斯-奥斯特洛格拉德斯 
基公式.类似地可验证等式 （2) 的第二、第三坐标之相等- 

等式 （3) 从高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式应用于向置$ ( h ^ O ),{ O y h y O ) } 
(0,0, h ) 而得到.我们用 d 代表区域V的直径而用 KV ) 表示它的体积.那么对 
于向量场 rotp = [▽，向和 grad/t = Vft 的每个分量在等式（1)、（ 2 )、（ 3 )中使用中值 

定理，然后令 d — 0过渡到极限,就得到 


div ^ = lim 


Kv ) 



( n , 0) dS , 


S 


Totip — lim 




JJ[n 7 0\dS, 


s 


gradft = lim 


k—b / i ( V ) 



HhdS ' 


s 


(4) 

(5) 

⑹ 


等式⑷中的积分是向量场沪通过闭曲而 S 的流量/是立体7的 边界. 与此类似， 
我们把等式 （5) 和 （6) 中的积分分别叫作向量扬 P 和标量场通过曲面 S 的向置 

流置- 

这些公式给出了梯度，散度和旋度关于直角坐标系的选择不变的定义- 
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第十五讲 


§10,位势向置场和无源向置场 

定义21向量场 F(M) y M e V 叫作区域 y 上的位势场，如果存在标量函数 
h(M) } 使得 F{M) - gradh(K), 函数 h{M) 本身叫作向量场 F(M) 的位势， 

如果把向量 F(M) 看作是作用在 M 点处的具有单位质量的探试质点上的力， 
那么位势 h ( M ) 的意思是当此质点从无穷远处移至 M 点时力场所做的功. 

实际上,设给定具有始点4和变化的点 M 的曲线 L 用 1{M) 表示这曲线从 d 
到 Af 的一段的长，用 f(M) 代表 i 在点 M 处的单位切向量.那么力场当探试质点 
从 d 移至 P 时所做的功等于 


W { P ) 





(F(M) T f(M)M(M) 



(gradfc(M) 1 f(M))di(M) 


AM 

I 

AP 


AP 


dh ( M ) 

di 


di { M ) = h ( P ) - h ( A ). 



定义 22 我们把 < t ( F ( M ), f ( M )) dl ( M ) 1 作向量场 F ( M ) 沿着闭围道 i 的坏 


流量. 

从上面的力 F ( M ) 沿围道 L 所做的功的表达式看到，位势场沿任何可求长的闭 
围道的环流量等于零. 

在定理 6,7,8 中曾经得到向量场成为位势场的充分必要条件.我们使用新的术语 
来叙述这些条件 I 

定理12光滑的向量场是凸区域 n 上的位势场的必要且充分的条件是下述两 
等价条件之一： 


1 ) 对于任意的逐段光滑的闭曲线 Lcn 






0； 


L 


2) rotF(M) = 0, 


我们记得> 对于映射 F { M ) = { P { M ), Q { M ), R { M )), 依定义有等式 


rotF ( M ) = ( 


dR_dQ & P_dR &Q dP 

dy dz 9 dz dx y dx dy 


). 
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定义23向量场 ip ( u ) 叫作无源场(或管状场)，如果存在向量场 ^( u ) 使得 
^ p ( u ) = rot ^ S ( ii )， 而向量场 ^ p ( u ) 叫作场 ^ p ( u ) 的向量位势 ■ 

定理13设0是凸的紧致集，为使向量场0是无源的，必要且充分的条件是 
对于 fi 的一切点，成立等式 div ^ = 0- 

► 必要性场々是无源的，那么 ㈣ S ) = vot ^( u ). 但因对于任何向量扬+都成立 

等式 div roti = 0,所以在区域 n 上 div ^ = 0. 必要性证毕. 

充分性 现设 dWifi - 0在域上成立.我们要证存在向量场 @ 使 roti/i = tp . 
对应于向量场0 珣 作微分形式 

oj = u)(f t dr) = Pdy Adz + Qdz A cic + Rdx A dy 

f = {x,y z z)^ df — (dx } dy ， d^)- 


那么，在上 div^ = 0 与在 fi 上 du ； e 0 等价.而存在向量场必 = (A, B, C) 满足 
等式 rot ^ — ^ 指的是存在微分退式 a = Adx + Bdy + Cdz 使得 tfa = 

考虑如下的形式： 

a = (/ (Qz — dx + (/ (Rx — Pz)tdtJ dy + (Py — Qx)tdtj dz. 

我们来证 da = 从等式 



1 d ( t 2 w ( tf ^ df )) 


0 


dt 


a ;( f ? df ) 


出发.根据微分形式的线性性质，仅考虑一个被加项吻 



A 办就够了.我们有 


令 


u 


Rq = 

tx y v = ty } w — t 《，得 


d 

dt 


( t 2 R ( tf )) = 2 tE + t 2 


dR ( tr ) 

dt 




(2/i + it 


OR dR dR\ 
du +v aJ +w d^) 





d(Rv) 

dv 



w 


or 

dw 


接着使用 = 0,即 


9P 9Q 

du dv ^ dw 


0. 


得到 


dt 


( t 2 R { tr )) 


d(Ru) d{Rv) dP 

du dv du 


w 


dQ 

dv 


由此 


Wo 



1 d _ 

0 也 

d 


^du 


( t 2 R ( tf))dtdx A dy 


(Ru — + 没 



o 


dv 



\ 


(Rv — Qw)tdt ] dj ; A dy 


o 
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设 da = + Bdz Adx + Cdx A dy. 只需证明 R = C 就 够了 - 从微分形式 o ： 的 

定义知 


C —— 


d 




dy 



(Qz — Ry)tdt 




(.Rx — 




R 


dR 

dv 


v I tdt + 



dR D dP 

-7T—u + H — u/l tat 
ou ou 


d_ 

du 



d 




(Hv — Qw)tdt 



注定理 13 是庞加莱关于闭的正合微分形式集的定理的特殊形式，在这个定理的充分性的 


证明中的微分形式 a 可用不同的方式选取.例如任何形如 a + 的都满足定理的条件.我们还 

指出，任意的向量场都可以表示成位势场与无源场的和. 

例设 K 是 R 3 中的一个凸的，若尔当可测的紧致的集合.对于任意固定的点 
PeR 3 和任意的点 MeV ， 定义向径 

f = f(M) = = ^x 2 (M) 4 - y 2 (Af) + z 2 {M) 7 


以及区域 K 的体积元 W = dx(M)dy(M)dz{M). 设在区域上给定向量场 j = j(M). 
那么可按下式定义向量场 ]{M) 的力扬 H = H{P): 


H 




i|*3 


dV. 


力场 H { P ) 在任意点 PeR 3 都有 定义. 若 P e R 3 \V, 则定义 H { P ) 的积分是光 
滑函数的常义三重黎曼积分.而若尸 e V；此积分是反常的，且其收敛必从比较判别 
法推出（为此可把区域分成以 P 点为中心，半径 r 满足条件 e<r^2e ?& = 2 -'ke 
N 的球壳). 

我们来证明，对于任意的点成立等式 dWH ( P ) - 0,也就是说 5 根据定理 
13,在区域 W Z \ V 上，场丑是无源的. 

实际上 ，若 是沿直角坐标系的坐标轴 OaOrOz 方向的基向量 J = 
Ul，j2，j3)，f = 贝!1 


由此 


r 3 




ei €2 e 3 

jl J2 J3 
x y z 




- j\Z 


r 3 



=Pei + Qe^ + Re z . 

|~ = Usy - = = ( J 2 X - 



结果 
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dx 


dy 


dz 


gl 场旮在区域 R 3 \ y 内是无源的- 


现在来证明，当 p 《 v 时，场旮的向量位势是向量扬 


§1 


dV , 


v 


即场 H = rotX 

根据被积函数的光滑性，可以交换运算 rot 和三重积分的次序.那么只需证明 


rot 


3 




就可以了.实际上 


rot 



T 


ei 

3 


dx 


e 2 

i 

dy 


ea 

立 

dz 


1 


Jir " J2T j3r 


4 今 


+G3 I J2 


dr 


一 i 


J 2 


dz 


+ e 2 ji 


dr 


_ dr 一 1 \ 


dz 


J 3 


9a ： 


) 



dx 


.dr 

Ji 


dy 


— PSi — Q 色 2 — - R ^3> 


其中函数 P ， Q ， ii 如上已定义.至此我们结束与向量分析相关的问题的讨论 
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第十六讲 


§1. 定向多维曲面的概念 

一 般的斯托克斯公式是关于定积分通过原函数表示的牛顿-莱布尼茨定理的自 
然的多维推广.这个公式首次由庞加莱于18&9年发表在著名的回忆录《夭体力学新 
方法》中.为了强调可以使用所找到的公式沿任意维数的曲面进行积分，他称此公式 
为斯托克斯定理的推广， 指的是把向量扬通过曲面的流量与它沿着曲面的边界的环 
流量联系起来的斯托克斯公式， 

一般的斯托克斯公式的各种变形的现代证明，通常依靠外 微分步 式及外微分锻 
式沿曲面的积分的足够健全的理论.这显然正是给在分析课程中完 k 地叙述此公式 
的证明造成一定障碍的缘由. 

我们为一般斯托克斯公式的证明引人一个新的方案.此证法本质上使用与经典 
的三维情形相同的手段，首先借助于曲面的参数表示 f 我们定义微分形式的积分.同 
时证明，积分的值按其绝对值与参数表示的选取无关.接着论证确定曲面的定向的 
参数表示的选取与积分的符号之间的关系.下一步是引人曲面的定向与它的边界的 
方向相匹配的法则，同时依据这个法则来通过“贴合”凸集的像来构造曲面，保持被 
贴合的任何两块沿其边界的公共部分各取相反的方向，被貼合的这些集合的逆像的 
凸性用来简化基本定理的证明而对一般性并无实质性的限制. 
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我们再次指出曲面定向与其边界方向相匹配的问题的重要性，此问题不单发生 
在论述过程中.以牛顿4布尼茨公式本身为例，这一特性就已明确表现为积分值的 
符号依赖于实施积分的方向，即当积分限交换时 f 积分的值变号.在一维曲面（曲线） 
的情形 t 边界是点（余维数为叫此时曲面和它边界方向的匹配问题最为简单，已然 
解决.现在的情况基本上是归纳地定义曲面和它的边界的方向.这里，定向的匹配归 
结为曲面的原像的凸性的应用. 

最后指出，在引人一般斯托克斯公式时，基本的困难正是在于一系列必要的概 
念， 而证明的本身是很简单的. 

设和 n 是自然数； I 我们来定义 n 维空间中的维逐片光滑定向曲 

面，方法是对维数进行归纳. 

当 A = 1时 5 此曲面是无重点的逐段光滑曲线，在曲线上规定了循行方向，即曲 
线的下一个光滑段的始点重合于上一个光滑段的终点.这里，我们理解曲线的光滑 
段为数轴上的有向线段在光滑的，可逆的，秩等于1的映射下的像， 

设 fc > 2.那么维曲面（确切地说是曲面的光滑块）定义作 it 维空间中凸 
的 k 维集合4在光滑的，可逆的，不退化（即秩等于 A0 的映射 P 之下的像尽即 
B - tp(A) } 这里， A 必须具有逐段光滑的边界3 A- 

这时，曲面 S 的边界 dB M k — 1 维曲面 A — 1 > =㈣况 4) -逆像 z 叫作 

曲面的光滑段 S 二外 4) 的卡 (KapTa). 映射0本身叫作曲而片石的参数化（即参 

数表示). 

设给定曲面 S 的两个参数化口和爹说它们定义了曲面 S 的同 定向， 如果参 
数的替换是具有正的雅可比式 A 的微分同胚1 面若 Jx 是负的> 则参数化0和# 
给出反 定向. 

如果映射 A 的雅可比式在一个点处是正的，那么它对于集合 A 的一切点都是正 

的.此事从映射 f 和#皆不退化推出，映射尹和@的雅可比矩阵 A 和 A 的秩都 

是 Jfc 而々= 乃与 于是，定向曲面恰有两个定向- 

为了定义由多个光滑段组成的曲面的定向，首先必须“匹配”曲而与它的边界的 

定向. 

§2,在一般情况下曲面与其边界的定向的匹配 

先定义边界⑽ C 的外侧.由于它是& - 1维的分片光滑曲面，所以在它的 
每个光滑点处可给出它的法向量（此向量与 fe-1 维切子空间正交).过所考虑的点 
x 0 ^ dA 并与法向量共线的直线与乂相交于某一线段，这是因为 A 是凸集.那么此 
直线上从点抑出发与集4无其他交点的射线的方向量 h 叫作 边界似 在点抑处 

的外法 向量， 面向量（-旬叫作内法 向量， 

设参数化X 二 1) 给出了集合 A 的边界的 
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这个光滑片.我们说此参 数化与边界也 4 的外侧呼应， 如果此映射的雅可比矩阵左 
边添上外法向量办之后的矩阵(〜■,...， d 的行列式是 正的. 这样，我们就 

在原像4上把集合4的定向与它的^界 a4 ^向匹配起来了. 

接着，与早先 一样， 设卜 R fc 4，给出曲面 B 的参数化，并设无： R ^- 1 ^ W k 
给出边界包4的参数化.那么映射无给出了曲面 B 的边界的参数化. 

我们说，曲面 B 的定向与其边界的定向 是相匹配的， 如果是边界 dA 
的像，而 M 的参数化与它的外侧呼应. 


例设集合⑽由边界 aA 上的方程叫=/( X !，…确定办4是 fc - 1 
维空间中凸集4的边界，/是 A 上的分片光滑函数.那么集合是分片光滑的 
fc - 1维曲面，并且它的参数化0可由下列方程给出 n h ，… ，办= t k ‘ u x k = 

/(亡1’ … t-i). 


此映射的雅可比矩阵的秩是 fc - 1，因为它含有 it - 1维的单位子方阵，曲面 J3 


的外法向 fi 与向量 


h 


dl 

%广瓦， 

d 中 


df 


Ot k 


共线 ，H， 面矩阵 «■‘‘，&) 可写成 



o 、 
0 


① 



它的行列式等于（-1，-4 (1 + (备) 2 + + (€)〕■②结果，曲面 S 的定 

向与它的边界汉 B 的定向在所考虑的情形是相匹配的，如果 fc 是奇数的话，在 fc 是 
偶数的情形，要想匹配曲面 e 与其边界 as 的定向，应该把船的定向改为相反的 
定向. 

现在来定义 n 维空间中的分片光滑的 it 维定向曲面，它是由一些彼此连通的光 
滑的具有匹配的定向边界的定向片组成的. 

① 原文此矩阵印刷有误——译者注. 

② 原文误为 (- D - 1 ( i +( f ) 2 +.+ d ) Y — 译者注+ 
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设两个这样的片召 i = ^ i (^) 和丑 2 =办 ( a 2 ) 相切于它们的交⑼= nB 2 c 
dB.n dB 2 . 如果此时 1) 区域 ㈦ 是分片光滑的 fc - 1维曲面且 2) 曲面 （6) 由釣和 
^2产生的两个定向彼此相反，那么我们就把曲面的并集 S US 2 看作（是由两 

个曲面片 Si 和 b 2 组成的）一个分片光滑的定向曲面.类似地处理有限多个彼此连 
通的这样的光滑曲面片的像的形. 

在把一个光滑的定向曲面片，借助曲面的分片光滑的定向边界划分成两个分片 
光滑的定向曲面时，此边界曲面相对于所分成的两个定向片分别取相反的定向. 

与所给曲面的一切段相对应的卡 ( Kapxa ) 的全体 3 叫作曲面的册 ( aTjmc ), 

§3. 微分形式 

定义 1设1 < & < 是 E n 中的 开集， F mi ，… ， mjfc ⑻是 C 7 上的函数，1 S 
mi < --< m fc < n . 称下面的表达式（微分形式之典范形 状)： 

a ; = oj ( x } dx ) = E ^trtiA ■ A { ix rnk 

为定义在 17 上的 k 阶微分 形式. 这里（形式的）微分外积运算 A 满足条件： 

a ) (dx A dy ) Adz ^ dx A [dy A 心 )( 结合性)； 

b ) dx A dy = —dy A ctr (反对称性)； 

c ) d(axi + /\dy f \ …/ \dz = adxi Ady A - - Adz + bdx ^ A dy 八…八机 Va ， 

6 6 3?(多线性)- 

形如 = F ㈤ dx mi A … A ^ mfc 的微分形式叫作基本微分 fc 形式， 

我们看到，条件 a )， b )， C ) 使得可以把任何微分形式都写成典范 形状, 此外，微分 
形式 A 和吨的外积 A A A 由此以明显的方式而 定义， 

例1.设 fc = l .—阶瑕式可写成 

n 

u ；( x , dx ) : = ^ F s ( x ) dx s . 

A—l 

2 .设那时在微分形式 ^ 的定义中的和式只含一个被加项，从而形式^ 
有如下 形状： 

dx ) — F ( x)dxi A ■ ■ ■ A dx n . 

§4. 微分形式中的变羅变换 

定义微分形式中的变量变换概念的目的主要是为了引人沿定向的分片光滑的其 
维数小于基本空间的维数的曲面的曲面积分概念、然而，对于曲而的维数等于空间 
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的维数的情形> 定义依然适用.实质上，所作的定义通过把变量元变成 ㈣ 幻以及把 
dxi 变成而完成 - 

定义2设 w 是微分 Jfc 形式，而0是光滑映射^ : R n ^ R n , 那么成立下述变 
量变换$ 史⑴的法则： 

lj ( x ^ dx ) — 

其中 


t^l — Wj (f j dt) = 〉二 F rni (t) A . ’ . A dip mk (F)! 





我们来把形式 ^ 写成典范形状 

U7i — 〉: t rjc (幻出 ri A * ’ ■ A 

为此，首先把基本形式吻变换成典范形状，其中 

^0 ~~ (^) A ■ ■■八 


我们有 



n 


n 


E 


■ ■圓 


E 


ri 


•r fe 






h m * 


A. dity* 


k 


rjq 


E 

Is^ri<---<rjc\ 


9< P^tu 

^ ff ( ri ) 


dip 


TTlJt 


dt 


dt ri A —/\dt 


^ k ) 


Tk 


E 






这里 G 是等于 1 还是 _1 取决于由数 ^( r i )，■ ■ ■ ^ a ( r ^) 组成的排列^是偶排列还是 
奇排列.把最后的表达式代人定义形式 W 的等式,求得 


少，… 




E 


Fnu ，… ， m fc (朵(幻) 




» v # 


， ^ Pmk ) 


1 矣 rriL<___<Tnfc<n 


…，龙 r fc ) 


常用记号叫=表示形式心并称之为由映射@诱导的形式或简称之为诱 
导形式. 


例1.设 A : = 1则 


SB . 微分形式的积分 


• 609 ■ 


n n 

伞 r(i) = E F m {<fi{F)) 



扣 m 
dt r 


2 .当 fc = n 时有 


= F(tp(i)) 


DWu … y<Pn) 
D ( ti ^ ■- ^ t n ) 


也 i A _ • • A dt n . 


第十七讲 


§5, 微分形式的积分 

先考虑在 n 维空间中微分 n 形式沿 n 维定向曲面 B 的积分.在这种情况下可 
把形式 u ; 的典范形状 写成： 


0/ = A …八 dx n . 

我们把 W 沿（以自然方式定向的）曲面 B 的积分定义为 n 重黎曼积分，即 

/ u ； = / F(x)dxi - - -dx n ^ 

J B J B 

设 々是 k 维曲面 S 的参数化 ， S = < p ( A ), A 是 k 维空间中的维集合，设参数化^ 
与 B 的定向相呼应.那么在经过变量变换 S 0⑺之后，我们从 S 上的微分形式 u 
过渡到4上的微分 A ; 形式并有典范形状 

^1 = Uf = 中 (fi，" . ,tk)dti A ■ ■ ■ A dtk^ 

依照与 k = n 的情形的类似，我们得到一个法则把形式 w 的 Jt 重曲面积分表达 
成寻常的 A ； 重黎曼积分. 

这种状况使我们能作出微分形式的曲面积分的下述定义. 

I 

定义3 光滑的微分形式 a ； (即具 有光滑系数的形式）沿分片光滑的定向曲 
面 S 的曲面积分 J 指的是如下表 达式： 



其中集合4是在 A 维空间中的 Jfc 雜凸的若尔当可測的紧致的集合， B =河4). 

这里沿着集合4的积分，同在 A ; = n 时的情形一样，通过寻常的 Jt 重黎曼积分 
来表示，其间形式地把表达式 dti 八， ■ - Adt k 替换成成 … dt k - 
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我们指出，如果曲面 B 的参数化0在 S 上确定与给定的定向相反的定向，那 
么根据上面给出的定义 







例设 B = t 是平面 xOy 上的以原点为中心半径为1的圆周，按逆时针方向 
循行. 借助于由等式 x = cos t,y ^ sin t ,0 ^ i < 2 tt 给出的映射 p : [0, 2 tt ] — S 来 

给定这个定向.考虑微分1形式 



xdy — ydx 
x 2 + y 2 


那么 = dL 由此推出 



为了验证积分/ ^的定义的正确性，必须证明它的值与参数化 p 的选取无关, 

只要史保持同一定向 S 我们记得，任何两个这样的参数化0和#以关系式 卜和一\ 
彼此联系，其中 V 糸 — d 是一个具有正的雅可比式的微分同胚- 

定理1设参教化 — B 以及；：也给出曲面 S 的同一 定向- 那么 

f <p*u) = f 

Ja JAi 


► 微分形式 fu ; 是空间的 fc 形式，因此它的典范形状是 

(^* 0 ； ^ ^{Fjdti A- — A dtk- 


现使用变量变换公式 


♦{v) ^ {(po X)(u),i= A(u), 


得 


矿 w ~ o X )* uj ® = 0( A ( ii))dAi ( u ) A . ” A dAfc ( w ) 

= du ! A …八 du k . 


D ㈤ 

由于 > 0 ( 由保定向条件知那么根据多重积分中变量变换的公式，有 





Ai 


=■「 o X )* u ) — f ^{ Xu )) D ^^ du , A ^ ' l \ duk 

Ai JA l "⑻ 



= f 少 ( X ㈤ ) 

JAt 


邮⑹) 

D(u) 


dui … duk 



- j - dtk 


A 



=I 出 i … h dtk 

A 







A 


①这里及后面，涉及复合映射@。 S 时、符号〔@。 A )* W 与前面定义# U 时不加上横线不符，请 


读者留意 


译者注1 


卵. 外微分的运算 
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在曲面积分的各种应用中，下面的定理是很有用处的.在黎曼积分的情形,此定 
理解决了根据原函数求被招函数的问题. 

定理 2 设 U 是 R n 中 的凸的可测的紧致的集合.还设对于任意的分片光滑的 
k 维曲面 BCU 都存在连续的微分形式 w 的第二型积分 1( B ), 那么形式 u ; 由积 
分值 1( B ) 唯一确定 ■ 

► 设瑕式 w 有如下 形状： 

设 a(i) = 是形式 u; 的任意的一个系数，我们来求它在点私 =(^1,0 ^ 

…， ^ j0 ) € U 处的值.为此在 fc 维平面 

11 ^，… — {{^li ' * * 5 ^n) ^ It 71 1 : 而 =^i,Os i ^ ii 9 w * ' ? ik\ 

上取点 如的 e 邻域 s ,=^{ x & nuJb — 利 || < 斜忒是 IT 中的一个 fc 维定向 
曲亂我们取 * = (ii 3 - - … 〆& = ar ifc 为 5 e 的参 数化. 那么积分 I ( S s ) 

等于 

/ — I £1(工1 ; 0，.**3亡1，-.-， ^ n , o)^L ' dtkj 

Js s Js ^ 

其中右端的积分是寻常的 fc 重黎曼积分.由此根据中值定理 ，有 

a ( 沄 0 ) = iim 1 - f u}. M 

o 十 //(5 e ) J s ^ 


§6. 外微分的运算 

后面处处会用到微分形式 dF ( x \ 把它写成典范瑕状，就可把它看作是函数 F ( x ) 
的通常的微分.我们现在引入外微分的定义. 

定义 4 设 a ； = ^ jtnjt (^ dx ^ A … A dx mk 是微分形式.称 

l ^ Cmi < -*< TUfe^n 

形如 

(^ = 〉: * - ,7njfc (^) ^ 八 ■. ’ 八 

l ^ mi < 

的 fc + 1 形式奶为^的微分（确切地说是外微分 


例1+设 fc = l .那么 


dw 


dF m (x) A dx 


m 








l ^ m^n V l ^ r^n 


dK , 

dx r 


dx 


r 


A dx 


E 




fdF m dF r \ 

V dx r dx m / 


dx r A dx 




， 512 • 


第二 + —章 _«的斯托宪斯公式 


2* 设 fc = = 3, d = (P ， Q ， _R)，w = Pdy /\dz + Qdz Adx -Rdx A dy . 那么 


duj 


dx A dy A dz + ~^dy Adz A dx+ -^-dz Adx Ady 


dx 

( dP . dQ.dR 

\dx dy dz 

(diva) da: Ady A dz. 


dv 


dz 


^ dx Ady Adz 


引理 


设给定微分形式吣 = 1, …， n 那么成立等式 


r 


d{iO\ A ■ ■ ■ Aw r )= 工 ] (—l) fcl 如 A — - A du s A … A uj r . 


8 


显然，可以仅限于考虑基本微分形式 

K ㈤ ⑴ A … - A dx ff3 ^ ) = F s (x)oj Si ^s = 1 ，， .. ， r ， 

式中 a , 是1，…上的一个排列，根据定义 


dev = d(Fi(x) - - - F r (i)) Au^i^ A … Auj Ti o 


r 




^2( Fi ( x ) - ^ dF s ( x ). - F r { x )) Ao ； i t o A … A w r ，o 


9=1 

V 


A -- A *- Au ; r * 




$ 


引理 2 成立等式 


► 


实际上， 


d 2 <^ = d(d(v) = d l d 


E 


F mir -^m k (x)dx mi A -Adx 


爪 fc 


l^mi <_ "Cm* 矣 n 


Tlr n 

E EE 

l^mi 存 =1 r=l 


抑 mu …，龙 ) 


dx^dx 


dx s A dx r A dx mi 八…八 dx m 


h 




E 


E 


Fma， … F fui,- ■ 3 mjt (^) 


dx s A dx r A dx mi 八…八 dx 


dx s dx r 


dx r 8x s 


m H 


— 0, 


这里我们使用了关于连续的二阶棍合偏导数的施瓦茨定理 . 

定理 3 设0 : R n — R n 是二阶连续可微 映射且 UJ 是光滑的微分形式.那么成 
立等式 (duj) = d((p*u^). 



一般斯托克斯公式的证明 
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显然，只需对于微分形式 




mi 


b 轟 


■ A dx 




证明定理的结论，从微分形式 W 的微分的定义以及引理 1 得到 

d« uj) = d(F(ifi(t))d<p mi (i) A … A (t )) 

= dF (^( t )) A d < p mi ( i ) 八…八 ( i ) 

+F ( 朵 (i))d (d<p mi (i)A - A 知叫 (i)) = A + B 

再用引理 1 ，然后用引理 2 ,就得到 


B = ^(-l) hl ^' ^ ke - l dip mi (i) A Ad 2 ^ (t) 八 ■■ ■ = 0 


还有，根据诱导形式的定义有 


j 4 =〆 (dF(x) A dXnn A ^ ■ A dxm k ) = <p*(dw) 


§7. 


般斯托克斯公式的证明 


下面的定理成立. 

定理 4 (一 般斯托克斯公式） 设石是分片光滑不退化的定向的 fc 举曲面，它是 
凸集 A 在映射々下的像，#的坐标是二次连续可微函数， s 的边界 as 的定向与曲 
面 B 本身的定向相匹配， w 是光滑的 k -1 形式.那么成立等式 


L 


0 J 



dw 


设曲面丑由映射 A — B 给定.那么从下面的一串等式就得到定理的结论 


f ， f 

&B JdA 


塑 f d(ip*u/} == f ip*(dixf) f dio. 


只需证明等式 （ 2): 


dA Ja 


因为等式 （ 1) 和 （ 4) 从第二型曲面积分的定义推出，而第三个等式从定理 3 的结果 
^(du?) ― d(ip*oj) 得到 - 

根据在 fc 维空间中的 fc - 1 维形式的定义以及微分运算的 定义， 我们有 




〉二 由 mi，“* ( 尤 1 ， .. ■ » A • m " A } 














叫，_ "，饥 fc 


4 i ， 


， t^)dtg A dtn%\ A ，， • A dtyn 
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第二十一章 一 败的斯托克斯公式 


其中 1 ^ S fcj S 7711 ， d * k 一 1 ■ 

由这个 表示， 根据积分的线性性质，推出只要证明等式 

J t k )dti A - - A dt h -! = J 备，、 /\ dtri f\ … h dt k -\ 

3A A 

就够了，式中 f 代表 ⑺， …， h - L ). 

用 D 代表集合 A 在超平面4 = 0上的投影.根据集合4的凸性3可 写成: 


A = {(i, f^) : i S T) y f\ (t) ^ ^ /s(^)}j 

其中 A ( i ) 和 / 2 ⑺是某两个定义在集合 D 上的函数. 

集合 A 的边界可划分成以卞三个集合： 


ni = {( i , t k ) : 

n 2 = : teD i t k = 灸⑺}， 

= {(£, t k ) :te dD , / i ( t ) < t h < 

我们限于考虑曲面 n 3 是分片光滑定向曲面的情形 . n 3 还是个柱状物，而曲面 
山和 n 2 可分别看作此柱状物的“下”底和“上”顶. 

应该指出，集合 n 3 可以是空集，例如当 A 是 fc 维球 <?+-■ -+ t 2 k < 1 时就是 这样. 
那时，曲面 ih 和 n 2 分别是半球面…+6 = i) fc < 0以及圬+…+疗=> 0, 
我们来证明沿曲面 n 3 的积分等于零.实际上，由于 n 3 是 fc 维空间中的 fc -1 

维曲面，所以它可参数化： 


h = 1 (奴)，丑= { uir - , u k _ i ) € 7 r 3l t (7 r 3 ) = II3 - 


注意，郎）是微分同胚. 

假设映射 t ：7 T 3 ^ ri 3 的雅可比式在％点处不等于零，即 


J (^ o ) — 


乃(亡1，…，6-1) 
D(ui, … 7 Uh-i) 




那么根据函数 J ( u ) 的连续性， 在点％ 的某邻域内它不等于零.还有，根据关于逆映 
射的定理，点 i { uo ) 是集合 Z ? 的内点 （ D 是集合 A 在超平面 fit =0上的投影，此处 
说内点是相对于此超平面而言——译者注).但是点 ^ o ) 是集合乃的边界点，得 


到矛盾.因此在任何点 UE 7 T 3 处都有 


J ( u ) = 


D(tw - ^ tk - i ) : 0 

D ( mr - 


使用此等式，在曲面积分中作变量代换 i = t { u ) 就得到 


屯 tk)dti A … Adtk-i = f ^{i(u),th)J(u)dm A … Aduk-i = 0 . 
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一般斯托克斯公式的证明 



注在上面的定理的证明中对集合的限制其实不是本质的.事实上，空间 k " 中的任意 
的凸体 D 都可看作另一凸体 A) c w 的无穷光滑 的像， 而 Aj 的边界不含直 线段. 对于这样的 

Do , 其边界集 n 3 是空集 . 

容易构作无穷光滑的可逆映射 A 使得 9 W ) = 且 处⑼； D 0 i 这里对于一切 z G 
㈤ ） = L 作为相应的例子，可考虑映射中㈤如下定义者： 

^{x) ^xo-h(x-xo) (1 + e - 叫 ” 2 ) ■ 

这里刼是立体 D C 『的某个固定的内点/ > 0. 这时立体 A > 作为/?在映射咕之下的像面 
得到.逆映射 p = p _1 永远存在,而且不论是 W 还是如都是无穷光滑的.® 

另一方面,借助于常规的计算可以证明,对于足够小的（依赖于由点: T 0 到立体 D 的边界 3Z) 
的距离的最小值与最大值的比 )5 值,立体必是凸的，并且它的边界 SDo 不含直线段*考虑到 
推导这些结果是十分繁重的工作,而且映射 W 的选取有极大的任意性，我们仅限于作出这个注记 ■ 


® 在这个注中，映射 A 4上面都未加横线 一一 译者注. 
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第十八讲 


§8. —致分布的概念_怙计傅里叶系 数的™ 个引理 

数列的值在闭区间上一致分布的概念是外尔引入数学中的.他奠定了一致分布 
理论的基础.此理论在数论、函数论、经典力学中得到了进一步的发展.这里我们将 
证明数列的值在闭区间上一致分布的准则，它是由外尔建立的. , 

设叫… 3 如，…个实数殊构作小数部分所成的数列{々}，...，{如}， ■ ■ ■- 
为简化叙述，我们以后认为数列 { x n } 的所有的项都位于半开区间叫1)中.设 
F ( N ) = F ( N y 表示数歹 lj { x n } 中满足条件 n a K {〜} 

的项 4 的数目（不等式 a < { x n } < 0 中 { x n } 代表 4 的小数部分). 

令 

D ( N ) = sup p ) - 

数 D ( N ) 叫作数列 { x n } 的前 JV 项的离差.- 

定义 5 数列 { x n } 叫作模1 一致分布的 （ p . p . mod 1,英文 11 ， d.—uniform 
distributed ) f 如果 lim = 0. 


后面需要下述关于一个函数的傅里叶系数的 绝对值 的上界估计的引理. 

引理3设给定函数 


Hx) = lpNix) = 7 TTW ^： 


的傅里叶级数展开式 

+OG 

你 ) = 5Z 

m=—oo 

那么对于 iV > 1和 77 J > 0成立估计式 

Cm\ = |c-mi ^ 4 + 二 N d 
> 显然，对于傅里叶系数成立等式 





e 




一 i V^ 2 + sin 2 7Tt 


dt = 



m ， 


其中卜士- 



§8. —致分布的概念，估计傅里叶系数的一个引理 
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在半带状区域 n 


| Im ^ ^ 0, IRe , 


上考虑复变函数 f ( z ) 


e 


i 2 wmz 


. 它的分母在点 z = ia = i 


\n(e + \/l + e 2 ) 


^/ e 2 + sin 2 ttz 

以射线 [ ia , + ioc ) 为截口的区域 II 上是单值函数. 


函数在 


考虑任意的数& > a ， 并作围道使 i 由线段 k 


1 1 


2 , 2 _ 


， i 2 



2 1 2 


+ ib 


U 


-+ ib , ib 

. ^ 


, L 4 = [ ib ， ia ]， i 5 — [ ia , ib] y Le 


去6, 一 一 + 


^7 


-2 + ^~2 


7 


组成，也就是说构作闭围道 L =[ jL B , 沿正方向（“逆时针方向”）循行. 


S 



根据柯西基本定理，/ f [ z)dz = 0 . 因此成立等式 

L 



7 


仏 ①=/ J{z)dz — —f f{z)dz. 

Li *— 2 ^ 


根据被积函数的周期性 （/(z + 1) = /⑷)，有 



f ( z)dz 


ia 



f{z)dz. 


ia 


还有，由于沿着截口的不同的边沿，解析函数的平方根的值仅差一个符号，而沿着线 
段和的循行方向是相反的，所以 



f { z)dz 





f(z)dz. 


[5 


设 z = a ; + e Li , 那么当 & — + oo 时成立一致极限: 


m 


e 


2 frtm £ 


\/e 2 + sin 2 7TJ2 ® 


K ), 


这里我们使用了魏尔斯特拉斯定理，因为对于某常数 c > 0成立不等式 

⑽卜 |/(x + i &)| S ce _- & ( 2m+1 >. 

因此，根据依赖于参数的函数的常义积分的积分号下取极限的 定理， 得到 


Jim j f ( z)dz 


^lira j f(^)dz = 0. 


于是 


K , 



f(^)dz 


L ! 


= 2 tim 

+ oo 


一乂 則心) 


+ooi 

2 1 f ( z ) dz ^ 



® 原文此处为 ^ ——译者注. 
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我们指出， sin ( Trit ) = ish (? rt ). 因此，积分瓦 £ 变成 



十00 


e 


—2irmt 


\j sh 2 7Tt — € 2 


dL 


显然， 


?ra — \n(e + \/l + £ 2 ), e 7 ^ = ^ + yT+^, 


€ 




—e + \/l + e 2 , sh Tra 


=£• 


在 I 的最后的积分表达式中作变量变换 X = f A 得 


^ = 2 



+ 00 


2irtn{t+a) 


° y sh 2 7T(t + a) - sh 2 


dt . 


na 


使用公式 


sh w + sh ^ = 2& h U * ch — _ V , sh — sh t ； = 2^^ . sh - - ? 

L 心 £i 


求得 


sh 2 7 r(i + a ) — sh 2 7 ra = sh 7 r (< H - 2 a ) sh 7 ri , 


因此 


K £ = 2 e — 27ram 



+oo 


e 


—27rm< 


0 


^/sh?r(t + 2a) sh^rt 


dt = 2 e ~ 2 lcajn G a 


由于当 : T > 0 时，函数 Shx 是单调的且 shTT ^^ TT ^ 所以成立不等式 


G a ^ I\ + l2y A 



2a 


e 


一 ! 2?rmt 


o i/7rtsh7r(t + 2a) 


dt } I2 



+00 


2a 


sin nt 


接着有 ^ sh 27 TO — 2 sy/l + e 2 ) 


h ^ 


V 7Tsh27TCt Jo 



2 a 



8 a 




2 


7rsh27ra tt 


使用变量变换 z = e ' 得 


h 


2 f +°° dx 

7 T y^Tra : t 2 — 1 


It 



+ C » 


e 27TA 


A 

dx 


(^ Sr ) 


dx 


1 , chTra 


I In ^±2 


X 


e 


结果 


G a ^- + ^ ln ^— £ - 

TT TT 6 




外尔准明 J 
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最后我们得到对于傅里叶系数的估计 


\crnl ^ 2 e 



十 e 2 
6 



^ - (4 + ln ^) e ^© = 4 t - ^ ， 

n V e/ nN 

下面的讨论可以使用函数 Mx ) 的傅里叶系数的更弱的估计.但是这里引人的 
估计自有其独立的意义- 


§9. 外尔准则 


现证下面的定理，它叫作数列的值模1 一 致分布的外尔准则. 


定理5下面的论断彼此等价： 

(1) 数列 {〜} 模1 一致 分布； 

(2) 对于任意固定的 a 和 成立关系式 

^ F ( N f a , j 3) a 

lim - - -= ^― a ; 

汉 —oo N 

(3) 对于任意的定义在闭区间[0，1]上的黎曼可积函数 f ( x ), 成立关系式 

1 N f l 

lim -z- = / /(^)^； 

况一⑻ N 匕 Jo 

⑷对于任意的连续函数 f { x ) 


lim 

N—^oc 



(5) 对于任意的整数 m^O 


1 尺 

lim 4 -Y e 2 —« = 0- 

N —* ooN 

n=l 

► 由定义显然有 U ) 4 ⑺■另外 ⑶斗⑷ 4 ( 5 )， 剩下的只是证明 （ 2 ) 冷⑶ 
和⑸4⑴. 

先证（ 2 )斗 （3). 用下面的等式定义周期为1的 函数： 

J 1，若 a ^ a : < /?, 

9 X \ 0, e [0,1) \ [oc ? /3), 

①译者算不出2 In ^ l n l ——译者注. 
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第二十一章一般的斯托克斯公式 


那么命题⑵可表示为 


1 N 
71=1 





g ( x ) dx . 


o 


我们指出，如果上式对某些函数 9 i { x ) r - ,9 k { x ) 成立，那么它对于任意实系数 
线性组合 cigi ( x ) +…■十 cfe 5 fc ( x ) 也成立，其中为实数.因此，这个等式对 
于任意的逐段常值函数成立. 

现在任取可积函数 f { x ). 那么对于任意的^>0,存在分法 T : D =邳 < … 

X r = 1 5 使得成立不等式 


< 


<TK 



f { x)dx ^ S {7\ S { T )^ s { T ) < 


o 


8 

3 


其中 S (： T ) 和 S { T ) 分别是达布下和与达布上和， 


r 


T 


s { T ) = S ( T ) = 


m t = inf /(^), Mt = sup f ( x ). 

厶 t xEA t 


达布和可以写成 


< T ) 


l 

= h { x ) dx , S ( T ) 
o 




=* H ( x ) dx , 
□ 


其中 t 当 e A t = 1 3 


, r 时 




由于 h ㈤ 和 H { x ) 是逐段常值函数，所以存在数使得对于一切 N > N „ 成立不 
等式 


JV 


iV - 1 ^2 h ( X ri ) 




n 



h ( x)dx 


0 


< 


e 


3, 


n f i 

N- 1 ^ H ( x n) - / 

.t j o 


n 


< 


£ 

3 


因此 


N N 

s ( T ) UM < S ( T ) + 臺 


3 


n 


但由于对于一切点 a : e [0,1] 成立不等式 h ( x ) K f ( x ) ^ H { xl 所以 


N 


N 


N 


JV 1 ^ /( x n) < 52 H ( Xn )' 


n 


n=i 


n 
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因此，从前面的不等式得到 


N 


s(T)^^^N^^f(x n )^S(T) + 


结果 


N 


I 


iV- 1 ^ fM — h /⑷咖 < S(T)~ s(T) + 浐 <e 


这表明命题 （3) 成立. 


现证(5)=^(1).要证的是 lira D { Q )^0. 为此把函数 FiQ . a . p ) 写成 

Q—C0 


m YlaM, 

n^Q 


其中 




1，若 a < a ： < /?，① 

0 3 若尤糸 («， 办 


我们指出，函数 〆 岣可以写成 


其中 p ( ar ) 




g { x ) ^ p ( l 3 - x )- p(a 一 x ) + ( j 3 — ce )， 

再考虑一个以 1 为周期的函数 


1， 若 a < t <汉 


50 ㈤ 


2 1 

0, 


若 


a ， 丨=/?， 


^0^x<a,^<x< 


在[0，1]上，除了 $ = a 和怎 = /? 外，在其他点处 9 Q 与 g 重合都 等于豆 .可把如写成 

如⑷ = pu(0 -^x) - po(o£ — x) + p — a, 


其中 


Po ⑷ 




2 

0, 


[ x } y 若; r 不是整数, 
若 x 是整数. 


早先（见 第三 部分第23讲）对于任意的 N >1, 曾得到不等式 


N 


内⑷祕 


①原文此处为 9^) 


U 


1,若 Of ^： x <0 y 

0,在相反的情形 


译者注 
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第二十一章一般的斯托克斯公式 


其中 命 N [ X ) 


4 


\/l + JV 2 sin 


2 


我们指出，如果把函数 P0 在整点处的值从零改为 


^ 即函数 P 在整点处的值 , 上面的不等式依然成立 . 


把函数也 V(x) 展开成傅里叶级数 . 根据引理，它的傅里叶系数 c m 以下式作出 


估计 : 


£^| ^ (7r J ?V)- 1 (4 + ln iV)e _ 取 - 


于是 


N 1 

g[x ) =卢 一 0 ! 十 — -(sin 2ivn{p — x) — sm27m(a — x)) + Rn' 

7 T 71 

n=l 


其中 


\ Rn \ < 免 — X ) + — x ) 


令 M = [Nhi 7V1 + 1. 那么函数 ^p N (x ) 可写成 


拿 jv ㈤ 






产哪 + 0 


D <| m|^Af 


In M 
M 


从关于函数 ff 的关系式出发来变换函数外得 


/?)-(/?-a) 


Q~ l XI sM - ( 旮 ― a) 




^Q - 1 E 


1 在 | m | 笔 M 





1 



27 r|m 


(| T m 03)| + | T m ( a )|) 十 


Ain N 


N 


其中 4>0 是常数， 


^( P ) = Y 1 一 

n<Q 


对于任意的实数 /? 成立等式 




任取 C > 0 . 根据条件 


选取最小的数％即 


N 


Ain N 

€ 

< 2 

N 

「 2d , 

2 A' 

— In 

l s 

e . 



由于 





0, 所以存在数 Qo, 使得对于一切 Q>Qo 和一切 


M = [Nln N] + l , 成立不等式 


ini € 


7 T £ 


4(1 + l + ln JV)ln N' 
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因此，对于任何 e > 0都找得到数 Q q 使得对于一切 Q > Qo 成立不等式 


D ( Q )^ sup [ Q ^ FiQ ;^ p ) 一 03 — t >)| < 。 

OgiiC^Cl 

这表明 〗im D ( Q ) =0. < 

N—<XJ 

例1设 o 和0是实数且 a 是无理数，那么数列 {on +外模1 —致分布. 

实际上，对于任意固定的整数 m 一 0,有 

< r N = N - 1 V e 2 ^ an ^ —— F - 

^ iV | sm 7 rma | 

打 = j» I 

由于 a 是无理数，所以 simma 一 0. 因此当 iV —► co 时 cxjv — 0. 结果，根据外尔准 
则，数列{⑽十 /?} 模1 一致分布 ■ 

例2设 a 是无理数且 A & =杯 - &当 n — oo 时收敛到 a . 那么数列 { x n } 
模1 一致收敛.特别地 f mn { a n +斤}模1 —致收敛. 

令 X n ^i -Xn = o ^ + yTi , lim y n = 0. 考虑三角和 

n—oo 


JV 




e 




那么 


N 


N 


__ 〉: e ^iTn{x n -\-j —Vn) _» 1 〉: e 27fim:r rt +i + 


n 


n 


其中 


N 


rN = N - 1 ^ ^ 2 ^£ 7 ^(^ + 1 -^) _ e 27 rim ： E n 十 i) 


n 


由此得到 


S N {1 - e 2 ^ ma ) = t n + iV 一 1 (e 27rimar ^ +1 - e 2Trim:cl ) .® 


此式右端当 N ^ oo 时趋于零.实际上 


N 




2 

N 


N 


I sin nmy 


rt 


N 

^ 27r|m 卜 ^ IW.® 

n=l 

® 此式原文左端没有负 S 注. 

⑦此处原文为 2 ir | m | N - 1 | y T ,[ _译 者注. 
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由于 Um 所以有 

n. ― ►oo 

n=l 

从而 lim rjv 0. 

0( 根据 a 是无理数)，所以 lim 办 = 0, 而这表明，数列 { x n } 

N—^oo 

模1 —致分布圓 


例3设 { F n } 是斐波那契数列：朽=1， F 2 = 1，当 n > 2时 凡 +1 = F n + F n _!. 
那么数列 { In 八}是模1 —致分 布的. 

实际上，对于 K 成立公式 




由此得到 


lim 

n—^oa 


fii+i 

~ fT 


i +Vs 
~2~ 



因此，当 n 4 oo 时 In F n+ i - In F n In a , 由于 In a 是无理数，所以由例 2 的结 
论知，数列 {hi 模1 一致分布. 


例4设 lim f { x ) - a 是无理数.那么数列 {/( n )} 模1 —致分布， 

X― >QO 

事实上 ， 从拉格朗日有限增量定理知 A /( n ) = a . 由此，使用例2的结论， 
得知数列{/(蚴}模1 —致分布. 

在考察下一个例于之前，先证明夕卜尔-范德科普 (van der Corput ) 不等式 . 


引理4设… 、 u N 是任意的复数，丑是自然数， 1 ^ H ^ N . 那么成立不 

等式 


H 2 


£ 


U 


i«iv 


2 




2 




H 


+2 (N + H - l ) 


k 


〉: 以 ti 以 n+ft 


l ^ n ^ N—h 


这里是数 U 的复共轭数. 


► 为了便于论述，我们定义时皆取值零.那么成立等式 


①此式经不住紐 



译 者注. 


将其两边平方并使用柯西不等式 
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^ |^| 2 , 


得 


H 2 


N 


E 


u 


2 


^(N + H ^ l ) W , 


n 


其中 


jv +^ r-i 


W 



H-l 


Y, u 


m =0 


2 


处理和式 w : 把它分成“对角线”项的和奶与“非对角线”项的和] y 2 . 那么 


N^ti-1 /H-l \ /H-1 

»— 1 \m^0 / \ h^Q 

H — 1 N+H — l 

H H £ u n - m ^ n^k 

m=0 ft=0 n=l 

W !+ W 2 , 


w 


— h 


其中 






① 


m=0 n 


w 2 


N + H-l 

E E 汉 n—fc + 虹 n—m 奴 

0^m<k^H—l n=0 


显然成立等式 


N 


JV+H — l 

K 一 m| 2 = E K, 


因为当71<0和打>#时如= 0-所以 


N 




n 


处理和式灰2,引人下列符号 n - m ^ l 7 n-k = l + h . 得到 


H-l H-m-lN-h 

vTa = ( 均由 +& + 免识 + 九 ) 

m ^=0 /&=! 1^1 


$原文为奶 



m=0 


N 


十 【一1 




③原文为 Wi = H \^ 2 u n 


N 


3 


2 


译者注. 


译者注. 
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在此式中交换关于 h 和关于 m 的求和次序并转化为不等式，就得到 


H-l H-h-1 


1 呢 K 2 E E 


h=l 

H-1 


0 


N-h 


II 叫+九 


\N-h 

h=l 

例 5 设对于任意固定的自然数 ft , 数列都是模 1 一致分布的.那 
么数列 { x n } 是模 1 一致分布的. 

-固定整数 m # 0 和自然数从根据外尔-范德科普不等式 


1 N 

1 X Jl^rrimx 


2 


< 


H + N-l 
HN 2 ~ 


h 


H^N 


N 


H-h 

E 


e 


2irim(a ： n+ ^—x n ) 


① 


对于任意固定的 h ^ i 7 数列- ^}模 1 均匀分布，因此，根据外尔准则，当 
iV — > oo 时 


N 


N-h 

E 


e 


2ttiTn(x n ^ h —x n ) 


于是，在前面的不等式中令 iV — 00 得 




N 


e 


2^rimx 


0- 


从而{^}是模1 —致分布的 * 

例6设 fc > 1是固定的自然数.还设«是无理 tt 那么数列 
{&} 模1 一致分布. 

我们对参数 fc 进行归纳来完成命题的证明，当 fc = 1时,命题即例2的结论.设 
命题对于 k = m 成立.我们来证明它对于 k = m + l 也成立.我们有 

A h ( A m x n ) = A m { x n ^ h ) - A m x n = A m + l x n + A m+1 ^ n+1 + ■ ■ ■ + A m +1 x n + h - i . 

由此，对于固定的> 1，当 n — 00时得 A ^ A ^ Xn ) ha } 这里 fea 照旧是无理数. 

我们指出， A ^( A m x n ) = A m ( A 〃 x n ). 对于数列 { A ^ x n } 使用归纳假设，得知数 
列 { A ^} 对于任意固定的 ft > 1都是模1 一致分布的. 

结果，从例5的结论知，数列 { x n } 是模1 一致分布的.特别地由此推出，最高 
次项系数是无理数的多项式/的值的序列 {/( n )} 是模1 —致分布的. 

L 

①原文此处第一项少因子告，第二项少因子2 —— 译者注， 


用于讨论班和考试的示范性问题和习题 


第一学期 


讨论班1 

1. 集合.集合的运算.笛卡儿乘积.映射及函数.双方单值对应.反函数. 

2. 集合的对等.可数集.有理数集的可数性. 

3. 康托关于集合与其幂集不对等的定理. 

4 . 具有连续统的势的集合.连续统的不可数性. 

5.2 的平方根是无理数.实数的十进制写法.实数的性质+阿基米德公理 + 

6 . 关于有上界的数集合有上确的定理. 

7. 关于集合可分性的引理.关于嵌套闭区间系的引理.关于收缩闭区间序列的 
引理. 

8. 无穷大数列与无穷小数列及其性质. 

9. 伯努利不等式和牛顿二项式. 

10. 收敛数列及其算术性质. 

11. 不等式中的极限过程. 

12. 单调数列.魏尔斯特拉斯定理 ■ 

13. 数 e 及其无理性+欧拉常数. 

14. 波尔査诺4尔斯特拉斯关于有界数列有部分极限的定理.数列的上极限和 
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用干讨论班和考试的示范性问题和 33 题 


下极限. 

15. 数列收敛的柯西准则. 

16. 施托尔茨 ( Stoh ) 定理.收敛数列的算术平均项的数列的极限.开普勒方程 
的解的存在性. 

17. 无穷几何级数的项的和.海伦迭代公式.极限关 系式： 

n 

lim = 1, ft > 0; lim n " = 1. 


问题 


1. 证明: [ a , 6] 〜 ~ [ a , b ). 

2. sup -4 = — inf (— j 4)， sup(>l U B ) = tnax(sup A } sup B ), 


3. a ) lim ^ = 0, 其中 fc 是 常数； 

n— h» & 

b ) lim n ( a ^ — 1 J = In a y a > 0 

n—boo ^ 多 

4 ■设 lim = 十 oo . 那么 lim = + oo , 

n—n — n 

5. 设对于一切 n e N +, p n > 0, 且 = p . 那么 lim 加 ■ ■ - p n )^ = p . 

6 -由 lim (1 + 备广 = e 出发证明 lim = e - 

n—^oo TW n—^oo ( n!)n 

7. 证明数列 a „=( l + ^) n + p 严格减当且仅当 p>l 

8 . 对于一切满足条件 M < 1 的有理数 r 成立不等式 l + r ^ e r ^l + ^, 

9 - (击 + …+ 忐 ） = ln2 . ， 


ia 设 { x n } 是有界变差数列，即有 c > 0使得对于一切 n € N + 有^ |抑 +1 - 

Xh \ < c . 那么数列 { x n } 收敛. . 

11. 设0 S 十: Em . 那么存在极限 . 

12. a) lEr(a n + 6„) ^ H^~a n 十 155 ：心，如果后两个极限存在的话 . 

moo n—^oo n —>-00 

b) 如果存在极限 lim a n = ct 和 lim 6 n = b ，则 lim a n b n = ab. 

n—^oo n—^00 n^oo 

c ) lim On = — lim (— a n )^® 

—OO fl ►QO 

13. 设 lim = + 00 . 那么存在 min a n - 

n—^oo nGN + 

I 4 ■设 lim 1 那么 {a n } 或有最大元或有最小元，或两者兼而有之. 

n ― km 

1 5 . 设 〜= h +…+ — 十 00 , > 0, a n = 0,那么的小数部分的极 

限点的集合与闭区间[0，1]重合. — 

16 . 设 Lim ( s n+1 — s n ) 二 0, 而 Z = lim s n < L = lim s n . 那么 { s n } 在闭区间 

fi ― >oo ri—Kxa n—►oo 

[ l ^ L ] 上处处 稠密. 


® 原文为 Hm an = - lim (—o n )~^ 译者注， 
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17_ a ) 设> D 且 Um a n ― 0,那么存在无穷多个号码％使得> max ( a n + i , 

n—^oo 

Ort+2 ， a n + ： j ， …） ■ 

b ) 设 > 0 且 lim an — 0, 那么存在无穷多个号码 n ， 使得 《n < 

n — M3o 

a 。， … - l ). 

讨论班2 


1. 函数在一点处的极限.在一点处无穷小的函数.在一点处有极限的函数的有 
界性. 有极限的函数的算术运算.函数极限的单调性. 

2 . 函数沿着集合基有极限的柯西准则. 

3. 函数极限的柯西定义与海涅定义的等价性. 

4. 关于复合函数沿集合基的极限的定理. 

5. 函数在一点处的连续性，单侧连续性，连续函数的算术运算.正弦函数与指数 
函数的连续性. 


6. 重要的极限. 

7-函数的间靳点及其分类.单调函数的间断点. 

8.单调函数连续的准则，关于反函数的连续性的定理、初等函数的连 续性. 开普 
勒方程的连续性 .® 

9 关于闭区间上连续函数的中间值的柯西定理+关于闭区间上的连续函数 有界， 

达到最大值和最小值的魏尔斯特拉斯定理- 

10. 关于闭区间上函数的一致连续性的康托尔 定理. 数轴上的开集和闭集的 

性质. 

11 . 关于紧致集的有限开覆盖的博雷尔引理，关于紧致集上函数的一致连续性 
的康托尔定理. 

12. 函数的微分和导数的 概念. 导数和微分的几何 意义. 单侧 导数. 函数的微分 
与不定积分的联系- 

13. 复合函数与反函数的 导数. 一阶微分形式的不变性.开普勒方程的解的 
微分 ■ 

14. 两个函数的和、积以及商的导数.初等函数的导函数. 

15. 高阶导数与高阶微分.莱布尼茨公式与法.地‘伯鲁诺公式. 

16. 关于函数在一点处的增长的达布定理.关于导函数的零点的罗尔定理.关于 

有限增量的柯西定理和拉格朗日定理 ■ 

17. 关于函数的极值的费马定理.关于导函数的中间值的达布 定理. 关于开区间 
上导函数的间断点的定理+ 

~ ①原文如此 - 译者注7 



■ 530 ^ 


用于讨论班和考试的示范性问 e 和习篇 


问题 


0 (a > l，n > 0); 
0 (a > > 0 ). 


2 


证明 ：a ) lim 吾 

J?—^+cso ° 
b ) lim ■ 土 = 

茁 ― + CO X 

设函数在任意开 K 间 （1，6) 上都有界，&> 1. 那么 
a ) + i ) -八 x )); 


b ) lim ( f ( x )) 

3 T — + 0 O 


i—► 4-oo 

» = lim (/( a ?) ^ c > 0). 


f ( x ) 


3 


上都有界 ,6 > 1，并且设 


a? 


lim ( f{x + 1)- 

—+oo 


f ( x )) = oo . 那么 = oo , 

4. 设对于 t S 1 S 定一列实值函数/如)，….那么存在一个当 x^+oc 
时比这些函数的每个都增长得快的函数 f ( x ). 


5. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a . b ] 上连续.那么函数 


{ — C ， 若 f { x ) < —C 
/㈣ 若丨/ ㈣ <c 

C ， 若 /(X) > C 


其中 c >0 是任意的实数， 

m ( x ) = inf f ( y ), M ( x ) = sup /( y )* ① 

6. 设函数 f ( x ) 在开区间 ( a 5 + oo ) 上连续且有界.那么对于任意的数7\存在数 
列4 + CC 使得 


lim ( f { x n + T ) - /(〜)）= 0- 

+oo 

7. 设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续且 a = xo < X ! < - ^ < x n = b . 那么存在 
^ £ ( a , b ) 使得 

"<、 —/(^ o ) H - 1- f (^ n ) 

⑽ _ n + 1 . 

S . 为使在有限的开区间 ( a 7 b ) 上连续的函数可以连续延拓到闭区间 &&1 
上，必需且只需函数/⑷在 i ^ b ) 上一致连续. 

9,设函数 f ( x ) 定义在全数轴上，至少在一个点处连续，有周期 5 异于常值函数. 
那么此函数具有最小正周期 - 


10. 设函数 f ( x ) 在全数轴上 连续， 异于常值函数，满足函数方程 f(x + y ) = 
f ( x )^ f ( y ). 那么 f { x )= a x 7 其中 a = f ⑴- 此题中,连续性的条件可用函数在任何开 
区间 (0, a ) 中都有界来代替. 

® 我不明白这个题目——译者注. 




用于讨论班和考试的示范性问题和习题 -531 - 


11.证明函数 


/⑻= 


jV 含，若 : c#0, 

又◦，若 x = 0 


在 t = 0处无穷可微. 

12. 举一个在全数轴的稠子集上连续且在稠子集上间断的函数的例. 

13. 设方程 x 3 +px + q = 0, p 7 q GU , 有三个相异的 实根- 那么 p <0. 

14. 设函数 f ( x ) 在开 E 间 （ a ，&) 上有打- 1阶导函数，在闭区间 [ a . b ] 上 / i 次可 
微，且成立等式 f (^ o ) = f ( x i ) =…= f ( x n ){a = Xo < XI 〈… < x n 二 b ). 那么存在 
GK &), 使得 /⑻ ( eno . 

15. 设函数 f ( x ) 在闭 E 间[1， + oo ) 上可微且 lim f { x ) - 0. 那么 lim 

疋一 ar—+CC x 

tx 反之，若 /( o ;) = 0 ( 1 ), 则 lim f [ x ) = 0. 

: t—+oo 

16. 设函数 f ( x ) 在闭 K 间 [ a , + oo ) 上连续， /( a ) < 0 且对于某正数 M 当 i > a 
时成立不等式 f f { x ) > k . 那么方程 f ( x ) = 0在开区间 （ a , a +^) 中有唯一的根. 

17-设函数 /( x ) 和 g ( z ) 当 抑时 n 次可微，还设/(吻）= 5 ( xo ),/ W {^ o ) - 
沒⑻( X。)， fc = 1 ? …- 1，且/⑷⑷ > 5⑻(工）对一切 3 T > Xo 成立.那么对于 X > XQ 

成立不等式 m >9{^ 

讨论班3 

1. 闭区间上函数可积的黎曼准则. 

2. 函数黎曼可积三条件的等价性，函数黎曼可积的特殊准则. 

3. 作为沿着基的极限的黎曼积分.可积函数类. 

4. 定积分的基本性质.积分的加性. 

5. 作为积分上（下）限的函数的积分，积分的导数. 

6 . 牛顿-莱布尼茨定理.欧拉求和公式与阿贝尔求和公式， 

7. 定积分的变量变换公式及分部积分公式. 

8. 第一与第二中值定理 - 

9. 带积分形式余项的泰勒公式. 

10. 含有积分的不等式. 

11. 函数黎曼可积的勒贝格准则. 

12. 反常积分的定义.反常积分收敛的柯西准则及收敛的充分条件. 

13. 反常积分的绝对收敛与条件 收敛. 特殊的收敛准则. 

14. 反常积分的变量变换公式及分部积分公式. 

15. 多维空间中的曲线.关于曲线长度的定理. 

16. 平面图形的面积与空间立体的体积.若尔当测度的定义. 
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17. 集合若尔当可测的准则. 

18. 若尔当测度的性质.可求长曲线的可测性. 

19. 函数之黎曼可积性与其曲边梯形之若尔当可测性之间的关系. 

20. 勒贝格测度的定义和性质.勒贝格积分.斯蒂尔切斯积分. 


习题 

1* 设/ e R [ a , b ]. 那么函数/在闭区间 [ a . b ] 上的连续点的全体构成一个稠密集合， 

2-设/ G R \ a , b ] + 那么为使 f ^ f 2 ( x)dx = 0 , 必要且充分的条件是函数/在闭区间上的 
一切连续点处都取零值. 

3.设/ G R [ a , b ). 那么函数/满足条件 


lim 



f{x + h ) — f { x)\dx = 0. 


4. 求极限 lim 七 (&in 吾 + sin 导 + … + sin . 

5. 设 / ec [0，+ oo)，lira /( 岣=克求极限 lim L 1 f ( nx)dx 

a— ^ 十 oo n— 

6 ■设 / 是连续的以 r 为周期的 函数. 那么函数 F { x ) = f ( t)dt 可以表示成线性函数与周 
期为 T 的函数的和. ° 

7•设 f { x ) 是阶数大于1的多项式*那么积分 f ^ sm ( f ( x))dx 收敛. 

8* 设在 [ a ，&] 上 f ( x ) 单调且 \ f f ( x )\ ^^>0. 那么 



b 


sin ( f ( x))dx 


2 

< A 


9. 设在 [ a ,6] 上 r ( x ) 连续且 \ f \ x )\ ^ A > 0 . 那么 


! 



sin ( f(^))dx 


< 


Va 


10, 设函数 f ( x ) 在开区间 (0 ? a ) 上单调且存在积分 



x p f { x ) dx . 那么 lim x p ^~ 1 f ( x ) = 0 

Q ®—► + 0 O 


11* 设 / e R [ a y b ]. 那么 lim f [ x ) sin nxdx = 0. 

n —— 

12，设 / € J ?[ a , b ] + 那么 lira J : sin | f ( x ) dx , 

n ― ，oo 

f [5】 

13, 设 / G JJ [0,1]* 那么 5 f { x ) dx . 

1 . 

14. 设 / € /i[0 ， l]. 那么 


^ 巧 □ - Hi ) 十…十 (- 1 )、 O 0 . 
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15. lim [(^)(?)(?) - {^)]^> - e . 

n^co 

16* 证明瓦里斯公式 7 T = lim () 2 n * 可用对于不等式 sin 2 ™ 十 1 a : ( sin^ n X ^ sin 2n_1 x 
沿闭区间 [0, f] 求积法. 

IT . 设函数 f ( x ) 有界.为使/ € R [ a , b ], 必要且充分的是，对于任意的 f > 0和任意的 J > 0, 
在闭区间 kb ] 中使/(^)的振幅大于 e 的点的集合可被有限多个其长度总和小于 s 的开区 
间所覆盖（杜 I 布阿-雷蒙准则 h 

18, 设 / j E 那么 e / i [ a f i ], 6 

19 ■设 a ( i ),6( i } € i2 [ 0r ， ft ] 且 f ^( a ( t } x f ( t ) + b ( t ) x ( t))dt = Q ^ x ( t ) e C 1 ^, b ], x ( a ) — i (6) = 0, 
那么函数 a (*) 可微旦 a \ t ) ^ b ( t ). 

20, 对于 s > 1 有 

CO 

< ⑷ = tn _ 3 = sj ' 裝血 + J ~ l + • — ( x ^ 

n=l 

21* -r 

22. 设在 ll ,+ oo ) 上 f ( x ) > 0 且不减，并设当 a : — + oo 时成立关系式 f ^du - 那么当 
x —► + oo 时 f ( x ) r ^- i * Q^ m 

23. 设在 [0, +oo ) 上 f(x) > 0, 旦当 5 — 0+ 时成立等式 ]\ + °° f(x)e~ st dt - 那么当 r — 
+00 时 f f(t、dt 〜 1\ 

24 . 设在 [ fl ， &】上 f ( x ) ^ 0 _a /€ C [ a , b ]. 那么成立等式 lim ( J : f n ( x ) dx) n = sup f ( x ). 

1 J rt — m 、 0 / xe { a T b ] 


第二学期 


考试 

1 . 闭区间上函数可积的黎曼准则. 

2 . 函数黎曼可积的三个条件的等 价性. 函数黎曼可积的特殊 准则. 

3. 作为沿着基的极限的黎曼积分.可积函数类 * 

4. 定积分的基本性质.积分的加性 ■ 

5. 作为积分上（下）限的函数的 积分. 积分的导数. 

6. 牛顿#布尼茨定理.欧拉求和公式与阿贝尔求和公式. 

7. 定积分的变量变换公式及分部积分公式. 

8. 第一和第二中值定理. 

9. 带积分形式佘项的泰勒公式- 
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10. 含积分的不等式. 

1 L 函数黎曼可积的勒贝格准则. 

12. 反常积分的定义.反常积分收敛的柯西准则及收敛的充分条件. 

13. 反常积分的绝对收敛与条件收敛.收敛的特殊准则- 

14. 反常积分中的变量变换公式与分部积分公式， 

15. 多维空间中的曲线.关于曲线长度的定理. 

16. 平面图形的面积与空间立体的体积. 若尔当 测度的定义. 

17. 集合若尔当可测的准则. 

18. 若尔当测度的性质.可求长曲线的可测性 - 

19. 在函数之黎曼可积性与其曲边梯形之若尔当可测性之间的关系. 

20. JET 中的连续函数 . IT 中的可微函数.函数在一点处可微的充分条件. 

21. 关于复合函数的微分的定現一阶微分形式的不变性.微分法则.方向导数- 
梯度.微分的几何意义. 

22. 髙阶偏导数.关于二阶混合导数相等的定理. 

23. 髙阶微分.可微的充分条件.带有佩亚诺和拉格朗日形式的余项的泰勒公式- 

24. 泰勒公式的应用.多元函数的局部极值.极值的充分条件. 

25. 隐函数.关于隐函数的定理 ■ 

26. 隐函数组.关于隐函数组的定理.关于逆映射的定理. 

27. 多元函数的条件极值.条件极值的必要条件.拉格朗日乘子法- 


第三学期 


讨论班4 

1. 数值级数的收敛.调和级数.柯西准则的 叙述. 级数的通项和余项- 

2 . 级数收敛的判别法（比较判别法，达朗贝尔判别法，柯西判别法，库默尔和拉 
比判别法)，柯西-马克劳林积分判别法，黎曼 C 函数的级数的收敛性 ■ 

3. 对于任意数值级数的莱布尼茨，阿贝尔，狄利克雷的收敛判别法. 

4. 级数的绝对收敛和条件收敛.绝对收敛级数的项的重排. 

5. 关于在条件收敛的级数中的项的重排的黎曼定理， 

6. 关于绝对收敛级数的乘积的定理.关于级数乘积的梅尔滕斯定理. 

7. 关于二重数值级数和累次数值级数的收敛性的定理. 

8- 函数级数的一致收敛.一致收敛的函数级数的和的连续性.函数级数一致收 
敛的柯西准则和魏尔斯特拉斯判别法， 
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9. 级数一致收敛的阿贝尔判别法及狄利克雷判别法， 

10. 关于函数级数一致收敛的迪尼定理 

11. 函数级数的逐项积分和逐项微分. 

12. 关于沿着集合基的二重极限和累次极限的定理. 

13. 幂级数，收敛半径，柯西-阿达玛定理，关于级数的和在闭区间上连续的阿 


贝尔定理. 


14. 无穷乘积.绝对收敛的判别法.无穷乘积形式的 r 函数（伽玛函数)，欧拉公 
式和关于 r 函数的函数方程- 

15. 常义参变积分的连续性，莱布尼茨法则，关于累次积分相等的定理. 

16. 反常积分一致收敛的魏尔斯特拉斯判别法，阿页尔判别法以及狄利克雷判 
别法， 

17. 关于反常积分的连续性、可微性和可积性的定理- 

18. 关于无穷积分限的累次积分的定理.狄利克雷积分的计算. 

19. 欧拉的 r 函数的积分表示.余元公式.斯特林公式. 



1. 级数 g N 对于任何实数 t 都 发散. 

2■设 Pn > 0且级数收敛.那么和 E 手都收敛 ■ 

3, 设和 > 0,级数 J ： p n 收敛且 〜 £ 外. 那么级数发散而级数 [袁和 

k=il+l 

K ^ t a > °) 收敛- 

4, 设 Pn > 0,级数 ^ p n 发散且〜」那么级数发散，而级数和 

乙>(«>0)收敛. 

5, Pr , > 0 yPn 不增且级数 收敛. 那么 

lim np ^ = 0. 

■ n—n» 

b ) 设 Pn > 0, p «7 i _a 不增 （tt > 0) 且 收敛. 那么 np n = 0. 

c ) 设知 > 0^ np n 不增且 ^2 pn 收敛■那么 

lim (nln n)p n = 0. 


6 -设 （ M 是全体素数所成的序列.那么级数£ p „ a n in 当任> 1时收敛而当《 < 1时 

n=4 

发散. 

7. 设0 < < CNnQ N + ， 1 — 广^ < 如 + i T 级数 收敛且 !» u n | ^ CiVn £ N +> 其中 

>0是常数.那么级数 收敛- 
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&级数 £ 当《 > §时收敛而当《 <吾时发散 ■ 

爪 1» 一，爪浐 =1 1 ^ 

0 .级数 £ 当忐+…+忐< 1时收敛，而当忐+…+忐> 1时 

m! ， … ,m r =l 1 - r 

发散 ■ 

10* 设 r > 0 ,s = g iz ^ pi, aTl =心那么级数 g 知是原级数的平方，当 
r > i 时收敛?!而当 r < - 时€散， 

11. 级数 g ({ w . 1 ^ + 1 I ) ^ +1 j 在点 z = 0 的任何一个固定的邻域内都不一致收敛. 

12. 分别 S 区域 

a) e < x < 27r — e } y > 0] 
h) y>0 

中研究级数 f ( x 7 y )= g 的一致收敛性. 

n — 1 

13. 证明函数 e * 和 sin x 的泰勒级数在 K 上都不一致收敛- 
14■设 


沪⑷= 


f x } 若0 < 丨在1， 

\ 2 - 1，若 1 < ar ^ 2; 


_ + 2 )= ip ( x)^x G K, 那么函数 f ( x ) = £ (|广沪 ( 4 %)在 K 上连续但处处不可微 ■ 

15- a) 设 f ( x ) 定义在 [ a z b ] 上， /«(:c) = i[n/(x)]. 那么 (n -> co). 

b) 设/⑷在 kt] 上有连续的导函数，/„(怎 ）^ n ( f ( x +^)- f ( x )). 那么 f n { x )=^ 

[ a ， b 】 

/Or)(n — oo). ^适当补充/在 [ a , b ] 外的定义，译者注） 

c) 若 U { x ) =長 f： ，(怎 + 吾），则 + ^ oo) •(附上条件 / G 

jk—n |a 9 bl 

C[a, 6 + 1) ——刼者注 .） 


16. 设级数对于某 j >0 收敛.那么当 JV — oo 时 a ! + … +aN = o (^ T ). 

17 * x~ x dx = ^ n ~ n . 

n=-l 

is* \/ 1 + \/1 + + ■ : - = l + L 1 ■ 


考试 

1 . 数值级数的收敛.调和级数.柯西准则的叙述.级数的通项和余项. 

2 . 级数收敛的判别法（比较判别法，达朗贝尔判别法，柯西判别法，库默尔和拉 
比判别法).柯西-马克劳林积分判别法 .黎聂 < 函数的级数的收敛性. 

①原文是知= g 译者注 - 

® 原文此处是夺 W ——译 者注. 
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3. 对于任意数值级数的莱布尼茨，阿贝尔 3 狄利克雷的收敛判别法. 

4. 级数的绝对收敛和条件收敛.绝对收敛级数的项的重排. 

5. 关于在条件收敛的级数中的项的重排的黎曼定理. 

6-关于绝对收敛级数的乘积的定理.关于级数乘积的梅尔滕斯定理. 

7. 关于二重数值级数和累次数值级数的收敛性的定理. 

8. 函数级数的一致收敛. 一 致收敛的函数级数的和的连续性.函数级数一致收 
敛的柯西准则和魏尔斯特拉斯判别法. 

9. 级数一致收敛的阿贝尔判别法及狄利克雷判别法. 

10. 关于函数级数一致收敛的迪尼定理. 

11. 函数级数的逐项积分和逐项微分. 


12. 关于沿着集合基的二重极限和累次极限的定理. 


13. 幂级数.收敛半径.柯西-阿达马定理.关于级数的和在闭区间上连续的阿 
贝尔定理. 


14, 无穷乘积.绝对收敛的判别法.无穷乘积艰式的 r 函数（伽玛函数)，欧拉公 
式和关于 r 函数的函数方程. 

15. 正常参变积分的连续性.莱布尼茨法则.关于累次积分相等的定理. 


16. 反常积分一致收敛的魏尔斯特拉斯判别法，阿贝尔判别法以及狄利克雷判别 
法- 

17. 关于反常积分的连续性、可微性和可积性的 定理. 


18- 关于无穷积分限的累次积分的定理.狄利克雷积分的计算 ■ 

19. 欧拉的 r 函数的积分表示.余元公式.斯特林公式. 


20, 关于贝努利函数用三角多项式逼近的定理. 

21. 严格正则函数的贝塞尔不等式.封闭正交系的完全性 


22. 关于三角函数系的封闭性的定理. 

23. 关于严格逐段光滑函数的傅里叶级数的一致收敛性的定理. 

24. 狄利克雷核与傅里叶部分和的积分表示.黎曼局部化原理- 

25. 傅里叶级数收敛的迪尼判别法，李普希兹判别法，若尔当判别法以及狄利克 
雷判别法. 

26. 余切的最简公分展开.正弦表示成无穷乘积 - 

27. 费耶核、魏尔斯特拉斯的三角多项式和代数多项式逼近定理- 


28. 拉普拉斯方法和稳态相方法. 


■ 5骀 ， 
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考试 

1. 作为沿基的极限的二重黎曼积分，二元函数沿矩形可积的黎曼准则. 

2. 沿矩形二重积分存在的准则的三种表述的等价性、二元函数沿矩形可积的联 
系于均勻分法的特殊准则. 

3. 曲面柱形的若尔当可测准则. 

4-沿有界的若尔当可测区域的二重积分的一般定义与通过集合的特征函数作的 
定义的等价性. 

5. 平面集合若尔当可测准则. 

6. 二重积分的基本性质（线性性质，不等式的积分，中值定理，加性)、二重积分 
化为累次积分 - 

7. 二元函数的可积性： 

a ) 矩形上的连续 函数； b ) 若尔当可测集上的连续且有界的函数， 

S . 关于把紧致凸集上的光滑映射的增量换成微分所产生的误差的定理. 

9. 关于凸集在光滑映射下的像的面积的引理， 

10. 二元函数黎曼可积的勒贝格准则- 

11. 第一类和第二类反常积分非负函数的第一类反常积分的收敛淮则和比较判 
别法. 

12. 曲面的面积.用二重积分表示曲面面积- 

13. 第一型和第二型曲线积分的性质，化曲线积分为定积分. 

14. 沿闭曲线的第二型曲线积分、格林公式. 

15. 第一型和第二型曲囟积分.逐段光滑曲面的定向. 

16. 斯托克斯公式 - 

17. 高斯-奥斯特洛格拉德斯基公式. 

18. 微分形式中的变置变换.微分形式沿定向曲面的积分. 

19. —般的斯托克斯公式 

20. 位势向量场和无源向量场.曲线积分与积分路径无关的条件. 

21. 向量场的散度和旋度.向量分析的基本公式. 
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/3函数，366 
K m 中的曲线，202 
〜 的简单点，202 
〜的重点，202 
U n 的完备性，244 
R n 上的连续函数，248 

上函数带拉格朗日型余项的泰勒公式, 261 
HT 上函数带佩亚诺型余项的泰勒公式，260 
DT 上函数的偏导数， 2 51 

上函数的一阶微分的形式不变性，254 
HT 上函数在集合上的连续性，250 
R n 上函数在一点处的微分，251 
W 1 上函数在一点处的增量，250 
R n 中的闭射线，249 
中的紧集，244 
U n 中的开射线，249 
中的直线，249 
上的连续函数，249 
k 阶棕号，108 

m 维空间中 m 维曲面的面积公式，470 
n 次(阶)三角多项式，372 
n 次可微，258 
n 阶费耶多项式，404 
n 阶切触，107 
7!维向量空间，237 


(二重> 黎曼积分，429 
(黎曼）可积的 f 149 
(沿着基单调的，137 

A 

阿贝尔判别法，296, 354 
阿贝尔求和公式，175 
阿尔泽拉定理，338 
阿基米德，14 
〜 公理，14 
鞍点法 T 424 

按海涅意义沿着集合基的极限，348 

B 

巴拿赫空间，237 
半开区间，18 
贝塞尔不等式，383 
贝塞尔函数，404 
被积函数，133 
闭的逐段光滑曲线 T 477 
闭区间，18 

闭区间的标码分法，148 
闭区间上的(黎曼)定积分 ： 149 

闭射线，18 
边界极值，123 
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变量变换法，134 
标量摄，495 

标量場通过曲面的流量，499 
标董积，238 

标准的开平行六面体 , 456 
标准矩形， 20S 

波尔査诺-魏尔斯特拉斯定理 , 41 
伯努利不 等式， 26 
伯努利函数 , 373 
泊松求和公式 > 376 
不定积分的件质，133 
不可数集，11 
不一致收敛的准则，351 
部分和数列，278 
部分极限，41 

C 

参数化曲线， 202 
插值函数，125 
插值节点，124 
超越数，39 
乘性归纳法，26 
乘性函数，27 

D 

达布定理，96 
达布上积分 ， 162 
达布下积分 ， 162 
达布引理，94 
代数数，39 
单调函数， 68 

〜的连续性准则，69 
单射， S 
导函数，89 
导数，82, 101 

〜几何意义 ， 82 
〜力学解释，82 
初等函 数的〜 ， 88 
二阶〜 ， 89 
反函数的〜，85 


右％ 83 
左〜 ， 83 
等度连续，335 
等价的基，55 
迪 JE 定理，319 
迪尼判別法 ， 320 
笛卡儿乘积，7 
狄利克雷-刘维尔公式，446 
狄利克雷除数问题，378 
狄利克雷函数 ， 153 
狄利克雷核，393 
狄利克雷间断因子，361 
狄利克雷判别法，296, 354 
第 m 傅里叶多项式，383 
第 n 部分和，278 
第二类反常参变积分 ， 360 
第二类反常多重积分 , 460 
第二类反常二重积分 

无界函数沿有界若尔当可测区域的〜， 

461 

第二型曲面积分，482 
第二中值定理，180 
第一类反常参变积分 

〜一致收敛的阿贝尔判别法 T 353 

-致收敛的狄利克雷判别法，353 

-致收敛的柯西准_，353 

〜一 致收敛的魏尔斯特拉斯判别法，353 
第一类反常多重积分 ^ 460 
第一类反常二重积分 

沿无界 K 域的〜 ， 460 
第一类反常积分，352 
第一型曲面积分，482 
第一中值定理 ， 178 
点的邻域, 235 
点态收敛 , 310 
定积分 ， 145 
定积分的性质 ， 167 
定义域 , S 
度董空间，236 
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~ 的 £ 邻域 ，239 
〜 的闭球 ，239 
〜的紧集 ，244 
〜的开集 ，239 
〜的开球 ，239 
〜的内点， 23& 

〜的有界集合 ，244 
〜中的闭集 ，240 
度量空间中的 集合， 24D 
〜的边界 ，240 
〜 的边界点 ，240 
〜的孤立点 J41 
〜 的极限点 ，240 
〜的外点 ，240 

对应于区间的给定的分法 T 的 w 和 ，154 
多元函数的稳定点 ，262 
多元函数的正则稳定点 ，262 
多元函数取局部极值的必要条件 , 262 
多元函数取局部极值的充分条件 , 262 
多重积分 , 444 

多重积分的变量变换公式 ，455 

E 

二次可微 ，258 
二阶偏导数 ，256 
二阶微分 ，259 
二重反常积分 

绝对收敛的 〜，463 
二重积分 , 427 
标码 ，430 
标码分法 ，428 
标码集 T 429 
达布理论 ，430 
达布上和 ，430 
达布上积分 , 430 
达布下和 ，430 
达布下积分 ，430 
非标码分法， 42S 
黎曼积分和 3 429 
黎曼可积函数 ，429 


二重积分的基本性质 3 440 
二重级数 ，303 

〜的（矩形）部分和 ，303 
〜 的柯西准则 ，304 
〜收敛的必要条件 ，304 
二重数列 ，303 

F 

发散级数， 27S 
反常参变积分 

〜的莱布尼茨法则， 35T 
〜关于参数的可积性 ，355 
〜 关于参数的可微性 ，355 
〜关于参数的连续性 ，355 
〜关于参数可积的条件 ，356 
反常积分， 195, 196, 199, 200 
〜的变量变换， 2 ⑻ 

〜的分部积分 ，200 
~ 的收敛域 ，360 
〜 的一般比较判别法 ，196 
- 发散 ，195 
〜收敛， 1 昉 

〜收敛的阿贝尔判别法 ，197 
〜收敛的狄利克雷判别法 ，197 
〜收敛的一般比较判别法 ，199 
~ 的奇点 399 
第二类〜， 194, 199 
第二类 ~ 收敛的柯西准则 ，199 
第一类 〜，194 
第一类〜收敛的准则 ，196 
绝对收敛的 〜，197 
条件收敛的 〜，197 
范数 ，237 
泛函数 ，227 
非负项级数 , 2S3 

扱特朗判别法 ，290 

比较判别法 ，284 
达朗贝尔判别法 3 285 
高斯判别法 ，291 
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广义比较判别法 ，285 
极限形式的达朗 M 尔判别法 ，286 
极限形式的柯西判别法 ，287 
极限形式的拉比判别法 ，288 
柯西 - 麦克劳林积分判别法 ，291 
柯西判别法 ，286 
柯西缺项判别法 ，284 
库畎尔判别法 , 288 
拉比判别法 ，287 
非减的数列 ，35 
非奇异点 ，271 
非齐次微分表 达式 ， 91 
非退化流形 ，271 
非退化曲面 ，466 
非增的数列 ，35 
费马定理 , 94 
费耶定理 ，406 
费耶核 ，404 
分部积分法 ，134 
分部积分公式 ，178 
分法的直径， 1: 

分数部分 ，15 
覆盖，8 

覆盖的测度 ，217 
陚范的 , 237 
复合函数的可积性， 1TO 
复合函数的微分 ，84 
复合映射的连续性 ，250 
傅里叶变换 , 411 
傅里叶积分 ，411 
傅里叶积分公式 ，411 
傅里叶级数 

标准的％ 382 
非标准的 〜，382 
若尔当判別法 ，397 
三角 ~ ， 373, 382 
傅里叶逆变换 ,411 
傅里叶系数 ，381 
傅里叶系数的极值性质 ，384 


G 

髙斯〜奥斯特洛格拉德斯基公式， 488, 499 
高斯积分 ’ 490 
割切线法 ，127 
割线法 ，126 

格林 公式， 477, 478, 491, 492 
给定精度， 126 
共尾的， 139 
拐点 ， 120 

拐点的必要条件 ，120 
关于变童变换的定理 ， 177 
关于集合基单调的基本列 , 348 
管状场， 501 
光滑函数 f 263 
光滑曲面的边界， 484 
光滑映射， 267, 466 

H 

海伦迭代公式 ， 36 
海涅 - 康托尔定理， 76 
函数按海涅意义一致收敛 , 349 
函数对应于标码分法的积分和 ， 148 
函数级数 , 310 

〜的收敛域 ，310 

函数黎曼可积的勒贝格准则， 189, 190 
函数黎曼可积的三个条件的等价性 } 154 
函数行列式的庞加莱优控， 336 
函数沿基的 K 极限， 140 
函数沿基的上极限， 140 
函数沿基的下极限 ， 140 
函数沿集合基一致收敛， 348 f 349 
函数沿任意方向的连续， 249 
函数一致收敛的柯西准则， 350 
函数在闭区间上的黎曼积分 , 162 
函数在一点处的方向导数 ^55 
函数在一点处的泰勒级数， 311 
函数在一点处的微分 ，81 
函数增量 , 80 
豪斯多夫空间， 235 
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赫尔德不等式， 99, 188 
环流量 ，500 
混合导数 ，256 

J 

基本列 ，236 
基本终端序列 ，138 
积分表达式 ，133 
积分对数 ，136 
积分号 s 133 
积分和方法 f 158 
积分上限 ，145 
积分下限 ，145 
积分正弦 ， 1 昶 
极限 ，46 

当 — +oo 时的 ~，46 
当 a ； _oo 时的〜 ， 46 
当 ; c — OC 时的 〜 s 46 
沿着基的〜 ， 47 
右 〜，46 
左 〜，46 
极限点 ，41 
极限函数 ，310 

极值点的第二个充分条件 ，116 
极值点的第三个充分条件 ，116 
集合 ，4 

〜的并 ， 5 
〜 的补 ，6 
~ 的交 ，6 
~的相等 , 6 
~ 对称差 > 6 
〜 分离性 ， 22 
等势的 〜，9 
对等的 ~， 9 
集合的参数化 ，466 
集合的勒识格下测度 ，218 
集合的直径 ， 438 
集合基 ， 47 

〜的基本集 ，47 
〜 的终端 ，47 


集合上的拓扑， 235, 236 
集合运算的性质 ，6 
级数 ，277 

〜的第 71 部分和 ，33 
〜的第 u 佘项 ，278 
〜的算术运算 ，300 
〜的佘项 ，33 
〜 的重排 ，297 
级数的和 ，278 
级数的通项 ， 278 
级数收敛的柯西准则 ， 282 
计算误差 ，126 
间断点 ， 68 

不可去 的 〜， 68 
第二 类 〜， 68 
第一类 68 
可去的 68 
简单闭曲线 ，202 
简单曲线 ，202 
简化的斯特林公式 ，175 
减的数列 ，35 
阶梯函数 ，147 
阶梯函数的积分 ，147 
结点 ，203 
解析延拓原理 , 330 
紧致集 ，76 
局部极大 ^ 93 

局部极小 ，93 
局部极值 ，93 

矩形上的函数可积的黎曼准则 ，431 
矩形上的有界函数可积的准则 ，435 
具有标示的一侧的双侧曲面 , 485 
距离函数 ，236 

绝对（或条件）收敛的级数 ，294 
绝对值 ，15 

K 

卡 ，505 

卡拉促巴定理 ，129 
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开区间 ， IS 
开顯 ， IS 
康托尔，11 

〜对角线法，12 
康托尔完全集，222 
柯尔莫戈洛夫，129 
柯西-布尼亚可夫斯基，188 
柯西4曼条件，494 
柯西定理, 95 
柯西基本定理，舰 
柯西列，236 
柯西准则，42, 53 
科捷勒尼科夫公式，418 
可和的，224 
可积的，132, 147 
可积函数类，132 
可求长_线，203 
可求长曲线的可测性 J 13 
可求面积的图形，208 
可求体积的图形，208 
可数集，10 
可微的充分条件，258 
可微映射， 273 t 274 
可行的序列，461 
空集,5 

空间 C [ a , 6] 中函数的范数，227 
空间的度量，236 
空心邻域，47 
快速计算理论，129 

L 

拉格朗日插值公式，124 
拉格朗日乘子法,271 
拉格朗日定理，95 
〜的推论，98 
拉格朗日公式，346 
拉普拉斯方法 t 419 
莱布尼茨, 3 
莱布尼茨法则，342 
莱布尼茨公式，89 


莱布尼茨级数，294 
勒贝格定理，225 
勒识格积分, 223, 224 

〜的可数可加性，224 
勒贝格零倒度集，456 
勒让德倍元公式，366 
累次级数，305 

黎曼 < 函数的无穷乘积的欧拉公式，335 
黎曼定理 

关于条件收敛级数重排的298 
黎曼函数，153 
黎曼积分，147 

〜的可加性 ， in 

〜作为其积分上限（下限）的函数，173 
达布 上和， 151 
达布下和，151 
上积分，151 
下积分，151 
黎曼局部化原理，394 
黎曼可积函数类，165 
黎曼可积准则，151 
黎曼引理，393, 413 
离差，516 
离心近点角，402 
李普希兹常数, 396 
李普希兹条件，396 
连通集，247 
连续 t 61, 249 
右〜，61 
在集合上〜，67 
左〜，61 

连续函数的一般性质，73 
连续函数空间，237 
连续统，247 
连续统的势，12 
邻域，18 

零元，237 

流形的条件方程， 2 H 
罗尔定理，94 
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罗斯定理，108 
洛必达第一法则，101, 102 


欧拉求和公式， H 5 
欧拉引理，365 


M 

满射，8 

梅尔滕斯定理, 302 
米勒定理, 40 
幂级数 s 327 

阿贝尔定理，328 
柯西-阿达马定理，327 
幂级数的系数在展开的点的表示, 329 
闵可夫斯基不等式，100, 188 
模，15 

模1 一 致分布序列，156, 516 
畎比乌斯函数 


N 

纳皮尔数，37 
奈普拉，255 
内法向量，505 
内积，238 
逆像，8 

逆映射定理，270 
逆元，237 
牛顿，3 

牛顿^布尼茨定理，174 
牛顿^布尼茨公式 ， 174 
牛顿插值公式 ， 125 
牛顿二项式公式 ， 25 


o 

欧几里得空间， 23 S 
欧拉常数，3^333 
欧拉的 r 函数，333 
欧拉的 r 函数的积分表示，364 
欧拉的余元公式，366 
欧拉公式，333 
欧拉积分 

第二类363 
第一类〜，363, 366 


P 

帕塞瓦尔等式，384 
庞加莱引理，536 
平方平均收敛，399 
平均近点角，402 

平面集合 

〜 的边界点，209 
〜 的内点，209 
〜的外点 T 209 

平面集合（或图形）的覆盖，217 
平面勒贝格测度，218 
平面上线段的连通性 J 09 
平面上一点的 d 邻域，209 
普朗舍列尔等式，417 


Q 

奇异点 > 271 
齐次微分表斌91 
嵌人，8 

嵌套闭区间列 ， 23 
嵌套闭区间系，23 
切线性 ， m 
穷竭法，216 
穷竭性引理，461 
区段，18 
区域，247 

曲边梯形面积概念1 
曲面， 465 

〜的定向，481 
〜的法向量，481 
〜 的®积，469 
n 维空间中的〜，466 
曲面的法线 ， 256 
曲面定义的参数方式 t 466 
曲面积分与二重积分的联系 ， 482 
曲面片的参数表示505 
曲面片的参数化，505 
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曲面柱 形， 428 
曲线坐标，448 
权系数，381 
全变差，228 
全变化，228 

R 

若尔当测度，208 
〜的加性，212 
〜的性质，211 
若尔当可测的，208 
若尔当可测图形，436 
若尔当上测度，436 
若尔当下測度，436 

S 

三角级数，373 
形式〜，373 
商数 a 15 
上极限，41 
上界，19 
上确界，19 

~的性质，21 
上凸，117 
上有界，49 
施坦尼茨定理，301 
施托尔茨定理，34 
施瓦茨定理，257 
十进有理数， 1 S 
实数，13 

〜比较原则 > 20 
〜 的完备性， 
收敛级数，278 
收敛数列，30 
收缩闭区间列，23 
竖直渐近线 f m 
数的十进表示 T 17 
数的自然对数，37 
数对的线性编号，301 
数列，2 了 
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〜 的极限，30 
〜 基本列，42 
无穷大〜, 28 
无穷 小〜， 28 
数学归纳法，24 
数值级数，277 
数值序列，27 
双方单值对应，8 
双射，8 

斯蒂尔切斯积分，226, 230 
斯蒂尔切斯积分和，230 
斯特林公式，368 
斯托克斯公式，487 

T 

泰勒公式> 106, 114, 183 

K " 上函数带拉格朗日型余项的〜，261 
R ” 上函数带佩亚诺型余项的〜，260 
带有积分形式余 项的％ 183 
带有佩亚诺型余项的〜，106 
带有施勒米希劳思型余项、112 
带有一般型佘 项的〜 ， 110 
泰勒级数 

函数在一^点处的、114 
泰勒级数展开式，311 
特殊的数偶，450 
特殊函数、136 
特征函数，412 
梯度，255 

条件极值的必要条件，271 
条件收敛，294 

图形的勒贝格上测度，217 
图形的上面积，208 
图形的下面积 T 208 
图形可求面积的准则，209 
推广的莱布尼茨法则，343 
拓扑 


〜集合上的拓扑，236 
由度量生成的236 
拓扑空间，235 




名诵索引 


^ 549 - 


〜的闭集，235 
~的开集，235 


W 

外尔-范德科普不等式，524 

外尔准则，144, 157, 519 

外法向量，505 

外微分，511 

完备的 t 236 

万有的集合，4 

微分 

二阶、 90 
复合函数的〜，84 
髙阶％ 90 
微分单项式，91 
微分法则，86, 254 
微分形式的积分，509 
围道的循行正方向，478 
魏尔斯特拉斯定理, 35 
位势 t 500 
位势场，500 
稳定点，115 
稳态相方法，421 
无理数，13 
无穷乘积，331 

〜的第 n 部 分积， 331 
〜绝对收敛的准则，332 
〜 收敛的必要条件，331 
绝对收敛 的〜， 332 
条件收敛的、332 
无穷矩阵，336 
无穷数值乘积 t 331 
无穷小函数，51 
〜 的等价，59 
〜 的等价代換，67 
〜 的阶，59 
无穷行 列式， 335, 336 

〜的庞加菜优控，336 
部分行列式，336 
庞加莱定理, 337 


行列式发散，336 
无条件局部极值，271 
无源场，501 

X 

希尔伯特空间，238 
下极限，41 
下确界，19 

下凸 ， m 
线段， 18 

线性泛函 (数) ，227 
线性泛函的范数，227 
线性空间，237 

像， 7 
向童 ，237 
向童场 ，495 

〜 的环流量，498 
〜通过曲面的流量，49民499 
斜渐近线，121 
信号，418 
信号的谱, 418 

Y 

压缩的 5 242 
压缩映射 

〜 的不动点，242 
压缩映射原理，242 
雅可比矩阵，267 
严格拐点的第二个充分条件 5 121 
严格拐点的第一个充分条件，120 
严格凸的，118 
严格逐段光滑函数，380 
沿闭围道的第二型曲线积分，477 
沿集合基的部分极限，140 
沿集合基的单调序列，162 
沿集合基的二重极限和累次极限的定理, 324 

沿集合基的二重极限及沿集合基的累次极限， 

324 

沿集合基的基本列， 13 T , 162, 348 
沿集合基的累次极限存在的准则，325 
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沿平面区域的二重黎曼积分 f 438 

沿曲线的第一型积分， 4 T 3 

沿曲线关于第一坐标的第二型积分 , 473 

杨定理，257 

杨格不等式，99 

一 般的第二型曲线积分 > 473 

一般的隐函数定理，265 

一般斯托克斯公式 , 513 

一阶微分形式不变性，86 

——对应，8 

一 致连续 ， 75 

一 致收敛 

阿贝尔判别法，317 

狄利克雷判别法，317 ^ 

柯西准则，314 
魏尔斯特拉斯判别法，316 
—致有界的函数序列，313 
依赖于参数的积分 , 340 
以参数给出的函数的导数 ， 101 
隐函数，263 
隐函数定理，264 
隐函数组定理 ， 268 
映上的 ， 8 
映射 , 7 

〜 的逆像，8 
〜的像，8 
映射的微分 ， 449 
映射的雅可比式，267 
映射沿集合基的极限,243 
用黎曼积分表示曲线积分的值，474 
由度量 p 生成的拓扑 ， 236 
由函数组生成的流形，271 
有界变差的，228 

有界函数在矩形上可积的必要且充分的条件， 

435 

有界集合 ， 19 
有理数集 ， 10 


有限增董公式，95 
余数，15 

与边界定向匹配的曲面之定向，506 

Z 

在平面集合上的二重黎曼积分，439 
在稳定点处取极值的探査法则，116 
在一点处非退化的可微映射，268 
增的数列，35 
折线，203 
_的节, 203 
振幅， 154 t 45 T 
整代数数, 39 
整数部分，15 
正常的数偁，450 
正常积分 5 195 
正交函数舉， 昶1 
规范〜，381 
完全的规范 的〜， 384 
正则函数，380 

区闭上的〜，380 
严格〜，380 
直径 T 429 
值集，8 
值域 

终极有界，49 
终极有上界，49 
终极有下界 t 49 
重要的极限，65 
逐片光滑曲面， 4 S 4 
主值积分，201 
子集，4 
子列，41 

自变最的增量，80, 250 
自然数集，10 
最简单集合，217 
最简单图形，208, 436 T 456 
坐标曲线，466 




